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AVEUTISSEMEIXT. 


Los Moinoiros (jue nous pul)li()ns dans ce second Volnmo 
s<' dislril)n(>nt. (‘ii Irois (•I'oupes distincis. 

lies {)lns inipoi'tants ponvont otrc eonsideres coniine Ibrmant 
nn oompUnnetil natnia^l de la 'Vhcor'te atudytUino de la vhalcar. 
On y li'onvora dovi'lopjna^s l(“s r<n;lici'ohes <[ne l'’onn(*r a ponr- 
suivi<‘s poiulant lanl. d’aninn's snr la ihcorie physi<]no do la 
olialonc rayonnantt', snr le refroidissonu'nt seenlain; dn glolx' 
t<'rroslro, snr la ti'inperatun^ des ospaoos planctairos. 

Due aulro sdrio d<' travanx S(‘ rapporte a la resolution dos 
I'apjations nninen<pu‘s. Fourier a, <‘oinme onsait, apjiorte snr 
o(‘lto iinportanto; ipioslion dos vuos (pii (Staient absolninent 
nonvos, (‘t ipii se sent montrees feoondos entre les mains do sos 
sno(‘essenrs. Nonsavonsanssi, par (pioUpies emprnnts k 17/ m- 
foirr de V Academie potir les annees i8ii3 et pn fairt* 

(‘onnaitre d’nne maniere assez precise certaiaes idees snr' la 
theorie des inegalites auxquelles I’illustre gdonietre attachait 
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AVERTISSEMENT. 


line importance qn’il est permis, anjonrd’hui, de tronver nn 
pen exageree. 

Enfin, snr I’invitation de notre niaitre M. Joseph Bertrand, 
nous avons tenu a faire connaitre quelqnes-uns des Memoires 
snr I’analyse des probabilites que Fonrier a publies ponr 
eclairer les recherches statistiques dont la direction lui avait 
ete confiee parle comte de Chabrol. 

Un seul travail echappe a cette classification ; il merite pour- 
tant d’etre signale ici, car il a servi de debut a Fourier. C’est le 
Memoire stir le principe des vitesses virtiielles, public en 1796 
dans le V® Cahier du Journal de I’tleole Polytechnujue. Nous 
avons reproduit ce Meinoire, reinarquable a bien des egards, 
oil se trouve domiee pour la premiere fois la demonstration du 
principe des vitesses virtuelles qui est aujourd'hui generale- 
ment adoptee. 

Nous avons du renoncer a joindre a cette edition une etude 
sur la vie et les ecrits de Fourier. Il nous a paru que I’eloge 
d’Ai'ago etait trop repandu pour qu’il y eut interet a le repro- 
duire. Mais nous tenons a signaler le Discours que Cousin 
a prononce en venant prendre seance, comme successeur de 
Fourier, a I’Acad^mie francaise, et surtout les noinbreuses 
notes biographiques qu’il a ajoutees a ce Discours, et oil se 
trouvent reunis une foule de details interessants qu’il tenait de 
Fourier lui-meme, de ses conternporains ou de ses amis. On 
trouvera ce Discours et les notes quil’accoropagnent dans I’Ou- 
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vrage que Cousin a public sous le litre suivant : Fragments et 
soiwenirs. 

Dans rAvertissement du premier Volume, nous avions 
signale comme perdu le premier M^moire de Fourier sur la 
theorie de la clialeur, celui qu’il a presente le a i de- 
cembre 1807 a la premiere Classe de I’lnstitut. Les allusions 
si frequentes et si precises que fait le grand geometre a ce tra- 
vail et aux notes qui I’accompagnent (*) nous avaient beau- 
coup frappe. Comme Navier avail ete charge, apres la mort 
de Fourier, de publier I’Ouvrage inacheve intitule Analyse des 
equations determinees, nous avons pense que les papiers de 
Fourier avaient du lui etre remis et avaient pu, apres la mort 
de cet eminent ingenieur, etre legues a la Bibliotlieque de 
I’Ecole des Fonts et Chaussees. Et, en effet, nous avons re- 
trouve dans le riche Catalogue des Manuscrits de cette Biblio- 
theque le Memoire de Fourier, inscrit sous le n° 267 . Ce 
Manuscrit nous a ete communique avec beaucoup d’empresse- 
luent. Nous avons pu I’etudier; il est suivi de quelques-unes 
des Notes que Fourier a remises en 1808 et 1809 a Lagrange 
et a Laplace pour repondre a leurs objections, ou pour les pre- 
venir. Nous avons controle tons les renvois que Fourier fait 
a ces differentes pieces; il va sans dire que nous les avons 
trouves exacts. 

La liste des ecrits scientifiques de Fourier, que le lecteur 


(') Voir le t. I, p. xxvi, 462, Sag, 532, etle I- II, p. io3, 180, 201, 209, 278, 420. 
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trouvera a la suite de cet Avertissement et que nous avons 
tache de rendre aussi complete que possible, inontrera, nous 
I’esperons, que rien d’essentiel n’a ete oublie dans notre edi- 
tion. Comme nous n’avons jamais songe a publier les OEuvres 
completes, litteraires et scientifiques, de Fourier, nous consi- 
derons notre tache comme terminee, an moins pour le mo- 
ment. 


12 janvier 1890. 

Gaston DARBOUX, 


de r Academic des Sciences. 
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MOIIVKMKNT 1)K LA CHALEIIIV 


DANS l,i;s COlU'S SOLIDUS. 



La premiere Partie cle ce Memoire a paru eii 1824 dans le Tome IV des 
Memoir 68 de FAcademie des Sciences (pour les annees 1819 et 1820). 

Nous avons indique dans FAvanl-Propos du Tome 1 les raisons pour les- 
quelles il nous parait inutile de Je reproduire ici. Voici d’ailleurs les litres 
des principales divisions : 

L Exposition. 

It. Notions generates et d6f]nitions preliminaires. 

III. Equations du mouvement do la chaleur. 

IV. De la propagation de la chaleur dans line lame rectangulaire clont les tempera- 

tures sent constantes. 

V. Dll mouvement lineairo et vario de la chaleur dans une armille. 

VI. De la communication de la chaleur entre les masses disjointes. 

VII. Du mouvement vari6 de la chaleur dans une sphere solide. 

VIII. Du mouvement vari6 de la chaleur dans un cylindre solide. 

IX. De la propagation do la chaleur dans un prisme dont Fextremite est assiijettie a 

line tempdrature constante. 

X. Du mouvement varid de la chaleur dans un solide de forme cubique. 

XI. Du mouvement lindairc et varid de la chaleur dans les corps dont une dimen- 

sion est infinie. G. D. 
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DV 


r.MKNT I)K LA CIIALEUU 


l)A^S 1 ,HS ('.OKI'S SOI.IDKS, 


J/r /«oim f/r* i ' Jvtitii’nnr ih*utir tits Si it‘fU‘c\ df Idns'titnt dt^ anu(^‘US i8‘>i t‘t 

I. V, I »l i\ A.jii; Iiiiprinu‘ri(* Royalu. 


Ml. 

III .'! It /iipi ntiitri s It m sin s, n i/ii nituts'i nii nt t/f fit rlmlrnr ilans I’i/ilrricur 
il'tiHi sfihi'n sii/iiii , ilii/tl ht siirfiii'i rst a.KsiiJi'ttir a ties ch(Uif;<‘nwnls 
firrtiiilti/iti's i/r Iftitfit'/'iilun's. 

Hi). 

Aini'" aMiir i Ic" I<'i> jiciH'i'alc.s (hi uioiivcmctit dc la clialt'ur 

ilaiis Ic" ciiritH Milnlc^'. il iic M*ra pniiil iatiliii' (riiuli(}ii('r utii* di's priii- 
cijnilcH applicalKiits dc cctlc llicdric. Oil a cliidsi pmir (‘ft (d)j(‘l la 
(jui"'tiiiu dt" ll•Illpl•^alUl■c•' Icrri-'ircs. AuctiiH' liranclH* d<( I’l'fiida di' 
la naltin* iic imiis mtcrci'sc davaiitap*, cl iic [icilt ikhis <d!t*ir iiu stijcl 

pItiH dc^iic dc uhh I A la vcriti', I’cxautcii dc cctlc gnindc 

i]Uc''liiiti cvijiciait dcH iili.'>i*rvatuHiH cxaclcH I't iiuilti[diccs, ([iii ii out 
pi. lilt l iic.iri' cic failcH; inui> i*u pcut iiudiitciiant dctcmiiiicr pac Ic 
calciil Ic" IniH dc la projiagatidii dc la chalcur dans !c ghdic (ciTcstrc. 
cl raiitcncr a uiu' llicoric ^•llIuulllllc Ics (discrvalinus (jui out ch' 
icciictllics jiisiju’ici. 

l.cs diUcrciits [ininls dc la MirCacc dc la Icrrc suiil incKulcincnt 



La premiere Partie cle ce Memoire a paru eii 1824 clans le Tome IV des 
Metnoires de rAcademle des Sciences (pour les annees 1819 et 1820). 

Nous avons indiciue dans TAvani-Propos du Tome 1 les raisons pour les- 
quelles il nous paraiL inutile de Je reproduire ici. Voici d’ailleurs les litres 
des principales divisions : 

I. Exposition. 

II. Notions g6n6rales ct definitions preliminaires. 

III. Equations du mouvemont do la chalciir. 

IV. He la propagation de la chaleiir dans une lame rectangulaire clont los tempera- 

tures sont constantes. 

V. Du mouveincnt lindairc ot vario de la chaleiir dans une armille. 

VI. De la communication de la chaleur entre les masses disjointes. 

VII. Du mouvemont vari6 de la chaleur dans une sphere solide. 

VIII. Du mouvemont vari6 do la chaleur dans un cylindre solide. 

IX. De la propagation do la chaleur dans un prisme clont Textremite est assiijettie a 

lino terapdrature constanto. 

X. Dll mouvement vario de la chaleur dans un solide de forme cubique. 

XI. Dll raouvement linoairc ct varie de la chaleur dans les corps clont une dimen- 

sion ost infinie. G. D. 
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dr 1' Jvatlthniv Ho) alt' tit's St'it'/a't's dr rinstiliit dr Frttncr^ aniioos iBpj ol 
r. V, p. jVJ a Iiiipriiuario Royalo. 


XIK 

Ih's l( //ipn'diitrrt! /iTrcx/n'S, ct dit /noiivcriicrtl dv la c/adcur dans !' intcncar 
d'ttnv xfdarc x<did/\ daul la xurfarc ex! axxitjcilic d drs rliaiif^cnwiilx 
pid'iinliifia'x df Irntiirratit/'cx. 

HO. 

A]hts iiMtir cxpi'M' Ics lois gt'‘iH'*ralt's (hi mouvt'iiuMil di' la clialeui' 
tlaiis Ics ciii'jis Sdlidcs, il lie sera poiiil imililc d’iiidiiiucr imc dcs priii- 
ctjialcs apidiralinns dc cctlc tluMiric'. On a clioisi [lour (•('t. ohji'l la 
(picslitm dcs (ciiipcralurcs (cnrsO-cs. Aucuiic hfaiiclic d(‘ I’cludc dc 
la nature iic luuis iiilcrcssc davautaKc, ct lU' pen! nous ollrir iiii sujet 
[dlls di|4in> lie ims rcclicrclics. A la V(*rilc. I’cxauuni dc cette ^M-andc 
(picsinni cxigerait dcs (discrvalioiis cxacics ct nuiltipruics, ipii n’oni 
point encore etc I’ailcs; mais on [icul maiiilcnanl dctcriniin'r par Ic 
calcnl Ics lots dc la propaKalion dc la clialcur dans Ic }j;i()lH‘ li'rrostrc, 
ct raiiicncr :i line tiu'-oric coimnunc Ics (discrvations <pii out etc 
ri'cticillics jiiscpi'ici. 

l.cs dillcianits points dc la surlact* ih* la Icrrc soiit iii(‘5<ahuncnt 
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exposes a Taction des cayons solaires. Les mouvements que cette pla- 
nete accomplit siir elle-meme et dans son orbite rendent tres variables 
les effets successifs de la chaleur du Soleil. Si Ton plagait des thermo- 
metres dans les differents points de la partie solide du globe, imme- 
diatement au-dessous de la surface, on remarquerait des changements 
continuels dans chacun de ces instruments. Ces mouvements de la 
chaleur a la surface ont des relations necessaires avec tons ceux qu’ellc 
eprouve dans Tinterieur du globe. On se propose ici d’exprimer ces 
relations par TAnalyse. 

Les grandes variations de la temperature a la surface du globe sont 
periodiques : elles se reproduisent et redeviennent sensiblemcnt les 
memes apres Tintervalle d’une annee. Ainsi la question consiste prin- 
cipalement a determiner le mouvement de la cbaleur dans un globe 
solide, d’un diametre immense, dont la surface est assujettie a Tac- 
tion periodique d’un foyer exterieur. On fait ici abstraction des causes 
propres qui pourraient faire varier la chaleur dans Tinterieur meme do 
la Terre; car elles n’ont qu’une influence extremement bornee sur le 
systeme general des temperatures. Au reste, il convient d’etudier sepa- 
rement toutes les causes qui concourent aux temperatures terrestres, 
et de soumettre d’abord a unc analyse rigoureuse les effets des causes 
principals. En comparant ensuite les resultats du calcul et ceux de 
Tobservation, on distingucra les effets accidcntels, et Ton parviendra a 
determiner les lois constantcs des grands mouvements que les varia- 
tions de temperature occasionnent dans les mors et dans Tatmosphere. 

Si Ton suppose que tous les points de la surface d’un globe solide 
immense soient assujettis, par une cause exterieure quelconque et 
pendant un temps infini, a des changements periodiques de tempera- 
ture pareils a ceux que nous observons', ces variations ne pourront 
affecter qu’une enveloppe spherique dont Tepaisseur est infiniment 
petite par rapport au rayon; c’est-a-dire qu’a une profondeur verti- 
cale peu considerable la temperature d’un point aura une valeur con- 
stante qui depend, suivant une certaine loi, de toutes les temperatures 
variables du point de la meme verticale situe a la surface. Ce resultat 
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iiniHH'liiiil (‘sl (l(Hiiu'‘ par las ohscrvalions, ct. Ton V('i‘i‘a uussi qu’il osl 
raril(“ (l(‘ 1(‘ <I<'‘(Inir<“ dr la tliror'K'. Mais il fau( mnaianK'r ([U(! la valc'ur 
li\(' d(‘ la (('mprraluri' ir('s( [)oin( la nioiiu'. l()rs(ju’()n chanjj;*' dr vrr- 
(iral(‘. [tarrr (|n’<Hi siijiprsr (jur l('s points rorta'spoiidaiils dr la snrfarr 
r|iroiiv<'iil iiirgah'inrol I’aclioii dii loy('r rxirrirur. Si dour on lait alis- 
(rarlioii <lr rrnvrloppi' dn p;l<d»r solidt', on ponrra dii‘(' (jue liis divan's 
points dr sa siirliun* sont assnjrllis i» drs l(nnprratnrrs ronslant(!s pour 
rliarnn dr rrs points, inais inrj*alrs poor drs points dill'rrrnts. lai 
(|nr.stioii ronsistrra inainirnant a ronnaitr(' (pirl doit rtin* I’rlat intr- 
I'irnr rrsultaiit ilr Trial donnr dr la snrl'ari'. II (andra rrprrst'ntnr jku' 
drs lorinnlrs j^Tnrralrs Ir inoiivrinrnl ronslani dr la rhalriir dans Tin- 
Irrirnr dr la spliin-r, rl drlrrniinrr la tinnprrainrr lixr d'nn point 
dr.si^nr. On voit, (tar rrl rx(iosr. <|nr nous avons iri (Unix ((iirstions a 
Irailrr : dans la jtrriniin'r, on ronsidina' Irs oscillations [tcrimTupu's dr 
la rlialriir, dans Trnvidojtpr dr la sjdnna', a drs (irol'ondriirs artaas- 
sililrs; r! dans la srroinlr, (|ni n'inlrrrssr, pour ainsi dirr, (jnr l;i 
ihrorir. il s’a^il dr drlrrininrr Irs lrin[»rraturrs lixrs rl iiirf^alrs dr 
la parlir intrririirr tin solidr ijni nr iiarlifi|)r (toinl atix prrlurhations 
oltsrrv rrs it la snrfarr. 

HI. 

On snpposrra dour, rn prrinirr li<'U, (jnr la surfataj d’nnr sjdirrr 
'Mili.lr, iTun tri’S pnainl diatni'lrr. rsl jissujrtlir rn srs divers points a 
drs rhanpriurnls prriodiqni's «lr trinprrainrr . analoKues a lanix ([iir 
Ton rrinaiajur vrrs la surfart* dt* la Tri'ia*; rt I on (hdrriuinri'a ([U(‘l t'sl 
Trlfrl dr rrs vafialiitits a uiir profoinlrur prii rtnisiderahle. 

li iVint iTaltttrii roiisidrrrr <jur Ton doit iri lain* altslrat!lion (In inon- 
vriurnl di* la rlialrur dans Ir sens horizontal. Hn (diet, tons I((S points 
dr la surfarr tjni soul rmiligns, et compris dans niu! assez j^raiuh' 
rirnilnr, doivrnl idrr rrj^ardrs romnie (•galeinent anrrt('‘s (tar Irs 
raiisrs rxlrrirnres : il rn rrsnltr ((ur h‘s points rorrrspondanls plart's 
dans Tintrrirnr a nnr profondrnr pen ronsidtirahh^ out aussi, dans h* 
inrinr instant, drs temprraturrs sensihliMurnt ((gales; done ils se coin- 
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muniquent ties quantites de chaleur extremement petites. II n’en est 
pas de meme des points contigus d’une meme ligne verticale; leui’s 
temperatures, prises dans un meme instant, different enfre elles de 
quantites incomparablement plus grancles que cedes des points ega- 
lement distants de la surface. Par consequent, le mouvement de la 
chaleur qu’il s’agit de connaitre, pour une ligne verticale donnee, est 
sensiblement le meme que si tous les points de la surface de la sphere 
subissaient des changements periodiques entierement semblables. II 
reste done a considerer le mouvement de la chaleur dans cette derniere 
liypothese. Les points egalement distants du centre de la sphere con- 
servent alors une temperature commune c qui varie avec le temps 
ecoule /. En designant par x la distance au centre, on voit que c est 
une fonction tie x et t qu’il faut determiner. L’equation 

di’ K /()^(’ 2 dv\ 

~dt ~ Cl) ^ X dx) ’ 

quo Ton a obtenue precedemment (art. 11) (*), represente les varia- 
tions instantanees des temperatures dans une sphere solide dont les 
couches spheriques sont inegalement echauffees; e’est-a-dire que, si 
Ton donnait actuellement aux points de la sphere places a la distanced- 
une temperature e, e etant une fonction de x donnee, et que I’on voulut 
connaitre le resultat instantane de Paction mutuellc de toutes les parti- 
cules, il faudrait ajouter a la temperature de chaque point la ditferen- 
tielle 

2 

CD ( dx- X dx ) 

On voit par la que cette equation, que Pon avait trouvee pour le cas ou 
le solide se refroidit librement apres son immersion dans un liquide, 
exprime aussi la condition generale a laquelle la fonction e doit satis- 
faire, dans la question quo Poh traite maintenant. On remplacera la 
variable x par X — u, X designant le rayon total de la sphere, et u la 


(^) TJie'orie dc la chaleur, art. 113, p. 92 . 


G. D. 
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(lislaiin- |K>i-|)(‘ii(liculain‘ (Milrc la suHaiv al la |»oiiil doiil la laui|)a- 
raliira ast a. On (ilitiaiit jiar ai-lta siihsliliilioii , ('( ('n aonsidaraiil X 
aomiiia till ^aand luuiihra. 


fh' K 

Oh nnv'Ail [Ml j>arv**Hir a n* m^uw rrsiilla! rn tauisidaratU ioiHHalia- 
hHiHHif Ir ttuniwmvnt liurairr dc^ la (dialcur dans nn Sidida ttHanind 
|iar HH |daH iiitini; hhus il \ a, daii^ la (|urstinn dt^s UHnpdralurts 
laria-Nlrns, di\i*rN iMiinis <]uh Wm w jmmiI tadairrir t|ud‘n (HiiployaiU 
r«a|ualiHii plus 'HHirrah* (jtii iamviiMit it la Nphdrt‘. 

II tan! ajtiufrr au\ riHuaiapifs priaa'drult's qua t'ou ptHit (HHana^ Fairt^ 
a It^l rat*f I HH da 1 alal priHiilit dauN l<*qtH*! Nt* franvad It^ stdidt* lorstpron 
a riHHHHHHa* a aH'.Hjtiiir la Mudata* auv variafiaHS jMdaHditjuas da {arn- 
paratHifH lut idIrO ref afat iiiilial a ala aoiifinualhHiHHit (duui}<a, al pan- 
daiil Hit laiHps ndifii* ajt siudi* t[u tl s*i‘st traHsTtHHua prtt^rt'ssivtMHtMil 
aft UH aiilra afaf* ijiu Ha dajHMtd plus qua tlrs taiuparat uras varialdas 
da la sHtfaai\ a! qin a f lui Htaiita ptaaiMlajHa. I,a dillVnaHUa^ aidra atd 
alal tiH.d a! aidlli tjUl a\ail an liait atl auUHHauatHUan t a dilHlHUa da 
plus ait pill''* » al a flispani dddlaniH’iua aniiaaaHtaHl ; id la rastdfaif iriuja 
rdailaiir a\aad.iiil«' «jHi ^ v\l di^sipai* Idua’iiiaiil tlaiis l^aspatH* i^xfariiHir 
iiii iLiji-. la \itlidi’ nitiiii. \n ra’O,*, la* HHHiia rasHllaf* tpdi! a>t Fatdli' 
d'apanan Mir st^ ilaihiil dtl aalriih II as| axpruiia par li*s 

iiiriiiiila*. qua l\m <d»lH’iit alt ayaiif a^aial it Falal hufial; al 

FhII ri*aMiiliaii faailaiiiaiif qua |a% tauiparatiiras liliah’H till sidith‘ ShHI 
pfH’HNliqiif*'*, af rada\ laiiiianl Ian UHdaa> apfas till iiifiTvalli* tia lamps 
a raliii qiii <!aiarmiHt‘ la I’alMtir iIi*n laiHparal liras da hi HiirFaatH fl 
a pani Miparllii iri'iitrar h*! ilan*^ aa davaluppmiitml. 

Oh \iii| iiHiii'iliii.iiil qua hi FiMiatiiiii aliaraliai* a da x i»t / ast pariu- 
liiijiii* par laijipiirl an taiiips/, al qiFidla sali^hiit ii i’aquaiiim gimarah* 

il.r k ^tPv 

ili <i|) thi" 
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Elle satisfait aiissi, lorsqu’on fait = o, a I’equation determinee 

s etant une fonction periodique que Ton suppose connue. C’est au 
moyen de ces conditions qu’il faut determiner la fonction r. 

La nature de la fonction cp est telle, par hypothese, qu’elle ne change 
point de valeur si Ton ecrit z -t- 0 au lieu de t, 9 etant la duree dc la 
periode; il doit en etre de meme de la fonction c. 

On satisfait a I’equation (e) en supposant 

y = ae~^“^ C0S{2g-^kC — gu), 

ou 

(> rr sin ( 2 g- kt — gti). 

Ces valeurs particulieres se deduisent de celles que nous avons em- 
ployees jusqu’ici; il suffit de rendre les exposants imaginaires. Les 
quantites g et a sont arbitraires. On peut done exprimer la valeur 
generalc de e par I’equation suivante : 

— -H [a cos(2^^A'< — gu ) + b sin(2^^/c^ — gii )] 

-H cos(2^-f kt — g^ u) + bi sin (2^"^ kt — gi w)] 

-h e-s> « [ aj cos {2g\kt — g^u) -\- b,_s\n{2g\kt — g^ ii )] 

-t- 

En supposant a = o, on aura I’equation de condition 

c,os 2 g^ kt + b sina^^Af 
H- cos 2^5 Af -H Ai sin2^j Ai 
-1- «2 cos2^| Ai -t- ^2 sin2^2 Ai 



Pour que cette fonction soit periodique et qu’elle reprenne sa valeur 
lorsqu’on augmente t de I’intervalle 0, il suffit que 

2g^k6 = 2 ITT, 

i etant un nombre entier quelconque. Si Ton prend pour g, g^, gi, 
des nombres qui satisfassent a cette condition, la valeur generale de e 
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(ioiinec pur [’(Mpiution (e) sera periodiquo aussi, et ne chaiigora point 
lorscpi’on ocrini /! +- 0 an lieu do t; car cettc substitution no fera 
(Hraugnieiitoi' d’un innltiple. do la circonferenco ontierc toutes las 
(|uantilbs (|iii soiit sous l(\s signas sinus ou cosinus. 

On a done 


(f 1 </,(*.()S| 

ev') 

1 "h /^i sin ( 

f 2 7l \ 

k'-o V 

1 fh <‘t>s 1 


1 h sin 1 

[;t 0 

1 t'f:, C.OS 1 


) 1 sin 



V 0 j 


,a ronctiou ■^(7 ) etanl sup|)os6a c.ounue, il sera rucib' d’en deduir(^ les 


Val(‘Ul*S (1(‘S (MH^riicKMlIS a, , 

V(M'a (ar(. 31 ) ( ‘ ) 

(1-2, ''C. 

/-'a. — On trou- 

1 

T:(f 

V./ 




i//. 

zh, 

:‘;_/v(/)siu(i[: 

/ ) 7/ ; 

nt (Ml f»V‘ui'‘ral 



TTr/, 

J -At) t 


u h, 

J vto.^iu 


la*s itit('‘gral(*s <lniv(Mit ciri 

nil (l(*|Hiis / (> jus(|trii / 

■ prises depuis ~Jj 1 ~~ o jusqu’a 1 • - 2 Tr, 

0. Los eoedieients etaut ainsi deU'rmines, 


et les exposants /r,, /r,s ... alant o, ^ \/j-o‘ 


( ^ I Theorir dr la vlmlvur, iirl. p. 

u. 


(;. I). 


'I ^ I 
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^3 TT / ■ '^ -I 

Td' ’ ’ SJ reste rien d’inconnu dans la valeur de c. 

L’equation suivantc fournit done la solution complete de la question : 


I 

-el 


/ 2 ■ 
It + ^ e 


^^v/^jcos( o(Ocos( 

?'“'V Ie)i i 


4 

■" Va'O 


, 2 TT 

COS( 2 t 
7 




0(0 sin ( 2 ^ ^ j 




, . 27 r ^ 
COS( I t - 


( sin ^ ~ ‘ i^) ^ 


82 . 

Cette solution fournit diverses consequences remarquables. Leg 
quantites exponentielles 



forment une suite decroissante, et la diminution cst d’autant plus 
rapidc que la quantite u est plus grande. II en resulte que la tempe- 
rature des points du solide places a une profondeur un peu conside- 
rable est representee sensiblement par les deux premiers termes de la 
valeur de e. En effet, il faut remarquer que les quantites variables qui 
multiplient les exponentielles sont toutes alfectees des signes cosinus 
ou sinus; elles ne peuvent done acquerir, lorsqu’on fait varier oou u, 
que des valeurs comprises entre i et — i . A I’egard des coefficients 
qui contiennent le signe integral, ils sont tons constants; done les 
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IcniH's sui’i'i'ssifs til' la valt'ur tU' v diinimtoiit Iri's fa|)i(l('m('nt si I’on 
aiignu'iilf l:i vtilciir tit* u. 

Mil (Ititmant a tuiaiitili' u uui' (•('rlaint' valtnir M, qti’il esi also 

lie (li'lfnnini'r. It* st'ciinil li’rimt tic* la st'rii' dt'vit'nl uno ([uantilc (‘xli'o- 
niftiifiif pi'tilc, t't aliirs la vali'iir tit' t' csl ('onstaiilii t'l tlt'iiu'urt' ainsi 
la iiH'iiii' [miir limli's li's jiriildiiili'nrs (}iii siirpassoiil I . Ainsi I’Anfilyst' 
nulls fait fiinnailri* i|Ui' la ti'm|>i'‘ratun' ili'S liinix prorontis I'st tixi* t'l 
Mf [larlii'ipi* aitruiii'im'iil aiix varialiims tpii tint lit'ii ii la Hiirfat'i'. 


k;i. 


Ih* plus, I'fUf U'tiipi'ratni'f rtmtluint’ululi' t'qnivant ii 

I w< /!'//. 

rrprfHftilanl la tfiiqii'iaturt' variahit' tin ptiinl (If la surf'aco. Dune 
la (l•lnpI•l•atu^^• li\i- di s liriix jintliiitds fst la valfiir mtiyt'nnc dt' toiiles 
It's li'iupiTalurrs vai'iahlfH ulist'i'M'rs a la surlat'i*. l.i's iiltscrvatiiius uni 
dullin' di'puis luiigli'iiips li's iiji'iin's |■l•sultats; ils sc prusi'iilunt anjunr- 
d'liiii fiuiinii' til's I'liiisi'ipii'ni'i'H I'vidt'iili's tlr la tlu'urii' inalln'inalitjiic 
lit' la t'liali'iir. 

Hi. 

I'JI di'sigiianl |iai u la diUV'ifiii'i* I'lilri' !a h'tiipi'raturi' inoyunm! at 
ri'lli' df'. p.uiils qni sitiil plain's ii ihm- profuinli'tir u pun dinV't'cnlf 
fir I . iiM aura 


. .» . ' I *(/),/' 

^ ^ q'"-i' V "\'AI, (•?)'" I 

j "\ A 1 

, '"I arust itf’lO ii-Ml i /miiit iAr’X/ 

ii. /t I'l 4' iivaiil It'S %iiii'ur!i ili'ftigni'os pm'iHli‘Huiii*nl par r<i» rt gt- 
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Cette clerniere equation peut etre transformee en celle-ci 

H’ =; (’ — i J m[t) dl — c'A'n gjjj — gu 4. ai'c tang 

Si maintenant on regarde u comme constante, et que Ton fasse varier t, 
la quantite w aura pour plus grande valeur 

Done la temperature d’un point placed une profondeur assez conside- 
rable est alternativement plus grande ou moindre que la temperature 
inoyenne; la difference, qui est tres petite, varie comme le sinus du 
temps ecoule depuis I’instant ou elle etait nulle. Le maximum de la 
difference decroit en progression geometrique lorsque la profondeur 
augmente en progression arithmetique. 

Les differents points d’une meme ligne verticale ne parviennent 
point tous en meme temps a la temperature moyenne; en sorte que, si 
Ton observait dans le meme instant les temperatures des points d’une 
verticale, on trouverait alternativement des points plus chauds et des 
points plus froids. Si Ton veut connaitre a quelle distance sont deux 
points qui parviennent en meme temps a la temperature moyenne, il 
faut ecrire I’equation 

sin — gu + arc tang^^ = o, 

d’oii Ton conclut que la difference u ' — u entre les profondeurs doit 
etre telle que Ton ait 

g{u'— u) = in, 

i etant un nombre entier quelconque. Ainsi deux points dont la 
distance verticale est ^ ont dans le meme instant la temperature 
moyenne; mais, pour Tun, cette temperature est croissante; et, pour 
I’autre, elle diminue lorsque le temps augmente. 

On voit par la que chaque point de I’interieur du globe subit des 
variations de temperature analogues a celles que nous observons a la 
surface. Ces variations se renouvellent aussi apres un meme intervalle 
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de temps, qui est la duree de I’annee; mais elles sent d’autant moin- 
dres que les points sont places a une plus grande profondeur, en sorte 
qu’elles deviennent insensibles lorsqu’on penetre dans des souterrains 
profonds. Chaque point parvient, soil a son maximum de chaleiir, soit 
a la temperature moyenne, a une epoque qui depend de la distance a 
la surface. Si Ton suivait cette temperature rrioyenne depuis I’instant 
ou elle affecte un point donne de I’interieur du globe, en passant avec 
elle dans les points inferieurs, on parcourrait la verticale d’un mou- 
vement uniforme. 

La duree de la periode qui determine le retour des temperatures de 
la surface influe beaucoup sur I’etendue des oscillations et sur la dis- 
tance des points qui atteignent en meme temps leur maximum decha- 
leur. En effet, la plus grande variation ayant pour valeur 


1 

e-fr>‘{a^+ b^-y- 


ou 



(a’- +6^)% 


il s’ensuit quo, pour qu’elle demeurat la meme lorsque 0 augmente, il 


faudrait que le quotient ^ ne changeat point de valeur : done les pro- 


fondeurs pour lesquclles les plus grandes variations sont egalement 
insensibles dependent du nombre 0, et elles croissent comme les 
racines carrees de la duree des periodes. T1 en est de meme de la dis- 
tance de deux points d’une meme verticale qui atteignent en meme 


temps leur maximum de temperature. Ainsi les petites variations 
diurnes do la chaleur penetrent a des distances dix-neuf fois moins 
grandes que les variations annuelles; et les points qui atteignent en 
meme temps leur maximum de la chaleur du jour sont environ dix- 
neuf fois moins eloignes que ceux qui parviennent ensemble k leur 
maximum de la chaleur annuelle. 


K • 

A regard de la constante k, qui represenie elle influe selon le 


meme rapport que le nombre 0, et les oscillations de la chaleur sont 
d’autant plus amples et plus profondes que la masse qui est exposee a 
son action a une plus grande conducibilite. 
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Par exeffiple, si la constante k etait infmie, I’etat interieur du solide 
serait partout le menae que celui de la surface : on pourrait le con- 
clure aussi de I’analyse precedente; car, en supposant k = dans 
I’equation generale (E), tous les termes qui contiennent u disparais- 
sent, quel que soil le temps t-, et la valeur de v est la meme que si Ton 
fait. 11 = 0 . 

Les resultats precedents, deduits de I’equation (E'), n’ont point 
lieu, en general, lorsque les points sont places a de tres petites pro- 
fondeurs : il faut alors employer les termes subsequents de la valeur 
de e. L’etat variable des points voisins de la surface depend de la fonc- 
tion periodique qui determine les temperatures exterieures; mais, a 
mesure que la chaleur penetre dans le solide, elle y affecte une dispo- 
sition reguliere, qui ne depend que des proprietes les plus simples 
des sinus et des logarithmes, et ne participe plus de I’etat arbitraire 
(Ic la surface. 

85. 

11 est facile de connaitre les valeurs numeriques des quantiles que 
Ton vient de considerer, mais nous ne pouvons appliquer aujourd’hui 
cette tbeorie qu’aux substances solides qui ont ete I’objet de nos pro- 
pres experiences; car ces quantiles A etK, qui expriment des qualites 
speciliques des corps, n’avaient jamais ete mesurees. Nous determine- 
rons done les mouvements periodiques de la cbaleur dans un globe de 
fer d’un tres grand diametre. 

Pour trouver la conducibilite specifique de cette substance, on a 
observe les temperatures fixes des divers points d’une armille de fer 
exposee a Paction permanente d’un foyer de chaleur. Du rapport con- 
stant on a deduit la valeur approchee de ~ Ensuite on a 

-33 -iV 

observe le refroidissement d’une sphere solide de fer : on a conclu la 
valeur num6rique de La comparaison de ces resultats a fourni la 
valeur de K, qui differe peu de |. A I’egard des constantes C et D, on 
en connaissait deja les valeurs approchees. 

L’unite de longueur etant le metre, I’unite de temps une minute, 
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I’unite de poids un kilogramme, les valeurs approchees de A et K peu- 
vent etre expriraee&ainsi : 

h — ^ K — ^ 

Quant aux valeurs approchees de C et D, on a 

C=:^, D = 78oO. 

L’unite qui sort a mesurer les quantiles de clialeur est la quantite 
necessaire pour convertir un kilogramme de glace a la temperature o 
en un kilogramme d’eau a la meme temperature o. 

Pour calculer I’efTet des variations diurnes de la temperature, il faut 
prendre 

0 = minutes. 

Si I’on fait ces substitutions, et que Ton chcrche la valeur de g ou 
on trouvera qu’en supposant m=2“,3o 25 I’exponentielle 
(f-g't cst environ Par consequent, a cetle profontleur de 2®,3o25, 
les variations diurnes seront tres petites. On calculera les variations 
annuelles do temperature en conservant les valeurs precedentes de K, 
C, D, et prenant 0 = 365 x i44o minutes : il sera facile de voir que 
ces variations sont tres peu sensibles a une profondeur d’environ 
Go metres. 

Quant a la distance qui separe deux points interieurs de la meme 
verticale qui parvicnnent en meme temps a la temperature moyenne 
annuelle, elle a pour valeur ^ et, par cons^uent, ditfhre peu de 

o 

3o metres. 

Si Ton suivait la temperature moyenne a mesure qu’elle passe d’un 
point interieur du globe a tons ceux qui sont places au-dessous de lui, 
on descendrait d’un mouvement uniforme, en parcourant environ 
3o mfetres en six mois. Les substances qui ferment I’enveloppe exte- 
rieure du globe terrestre ayant une conducibilite specifique et une 
capacite de chalcur dilferentes de celles du fer, on observe que les 
variations diurnes ou annuelles deviennent insensibles a des profon- 
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deurs moins considerables, et que la propagation de la temperature 
moyenne s’opere plus lentement. 

L’experience nous a fait connaitre depuis longtemps que la tempe- 
rature des lieux profonds est invariable, et qu’elle est egale a la valeur 
moyenne des temperature observees a la surface dans le cours d’une 
annee ; que les plus grandes variations des temperatures, soit diurnes, 
soit annuellcs, diminuent tres rapidementa mesure que la profondeur 
augmente; que ces dernieres penetrent a des distances beaucoup plus 
considerables; qu’elles n’ont point lieu en meme temps dans les diffe- 
rents points, et qu’a une certaine profondeur les epoques des plus 
grandes et des moindres temperatures sent entierement opposees. 
L’Analyse mathematique fouimit aujourd’hui I’explication complete de 
ces plienomenes : elle les ramene a une tlieorie commune et en donne 
la mesure exacte. Si ces resultats n’eussent point ete connus, nous les 
deduirions de la tlieorie, comme des consequences simples et evi- 
dentes de I’equation generale que nous avons rapportee. 

86 . 

Nous allons maintenant indiquer une autre application des formules 
qui repr^sentent le mouvement periodique de la chaleur dans un globe 
d’un tres grand diametre. II s’agit d’evaluer la quantite totale de cha- 
leur qui, dans un lieu determine, penetre la surface du globe terrestre 
pendant un an. 

On ne pent connaitre que par des observations assidues quel est, 
pour uh lieu donne, I’ordre successif des temperatures pendant le 
cours d’une annee. A defaut de ces observations, qui n’ont point 
encore Me faites avec une precision suffisante, nous choisirons pour 
exemple I’effet resultant d’une loi semblable a celle qui s’etablit d’elle- 
meme dans I’interieur du solide. Cette loi consiste en ce que la diffe- 
rence de la temperature actuelle a la temperature moyenne augmente 
proportionnellement au sinus du temps ecoule depuis I’instant oii cette 
temperature moyenne avait lieu. 

Si Ton suppose que deux thermometres soient places en deux points 
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tri>s voisins d’liiu' uionu' v(M'ticaU!, ot, quc lo prcmu'r soil immediato- 
iiiciil iiu-d('ss(>us do la siirfaiio, la niaro.Iie coniparee.dc cos instruments 
((■ra cntuiaiiro Ics eU’ets respedils do la chalour oxtericurc et de la 
rhalcur terrosiro. I.drsime h*. lluM'inoitjidre sn|)erieiir niarqucra uu(( 
(enipdraturo plus oh'vdo tpu* ('olle du second, il s’onsuivra que la cha- 
leiir eoriimiiiii(juee par les rayons solaii'cs, on d’autros causes cxtd- 
rieiires. penelre alors <lans le f^lcdu' (‘t recliaulR'; niais, lorsquc le 
llieriuouii'f re iiderienr devieiidra le plus eleve, on e,n conclura que la 
ehalelir exeedanle ((tie la Teria* avail aequise eominene.c a se dissiper 
dans ra(tuos|th(‘i’e. l,!i Tt'rre aetptierl ainsi une elialeur nouvelle pen- 
dant line partie de I’anin'e; (die la peril ensuile enlierismenl |)endaut 
rantre jitiiiie de la un*ine ainu'e. (letle |»i'*riod(^ se trouve par lii divisee 
eii deux saisons eonlraires. ha ijuestioii eonsisle ii cx()rini(!r cxacle- 
nnnit la (juanlite de la idialenr ((ui, traversanl une surfuec d’une I'deu- 
dne donui'e ( iin ntidre eam* ), (K'nidre I’inteirieur du globe pendant la 
diiire de reidianHeiiient annuel. i*our niesnrer eettc quantito de cha- 
leiir, on delerminera einnbien idle jiourrait I’ondre di* kilogrammes de 
glace. 

Hans le eas (jue nous exaininons, le mouvi'ment (n'u'iodiijue de la 
idialenr est expriiue (>ar requatiun suivanle : 

.1 » j f ( /»’)’ hill ^ •ia'-’A/ A'” I urc lang^y 

Sidon IcH (iriindjies (jue nous avoiis diduontiTS dans le cours de cct 
Ouvrage. la quantile de elialeur qui, pendant un instant intiniment 
(lelit r//. passe irun point de la verlieale ii nn point inftkieur, dans un 

lilet solide dont la seetion esl w. a pour expression - (»)(//; K re- 

preseiite la eondneibilite interieure le lemine I, art. 4) ('). Pre- 

( ' t /Viewne tit' itt tUtilt'Uf, art. 137, ji. Ill, on art. 67 ot 68, p. 4’'*" Voici (iaillours 

irii«iiir^< fl‘,i Fmirmr : 

1 .1 .-iMleiir <|iii iwMilwit un temps iWtormiad T dans uno soclion Sd’uii 

prciKi' M.dj.l.. eiirresjsintlantoa au\ abucteos .r iH X sont assujetties & des 

leiitpi'ialiii *'H i> el f'. el <iui »o maul dana lo sons sulvanl lequol las x augmenlent, ost 
pi«p..rn..imelle A leiendim do I# seetion, * 1« durdo du lamps, h la dllTdreno© dea temp6- 
!l. 2 
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nant la valeur de on aura I’equation 


du 


dv 

du 




sin j^: 


2g-kt — gu — arc tang 



L’echauffement annuel commence done lorsqu’a la surface de la Terre 
la quantile qui est sous le signe du sinus, etant nulle, commence a 
(levenir positive. II dure six mois, et le refroidissement a lieu pendant 
I’autre moilie de I’annee. La vitesse avec laquelle la chaleur penetre 


dans I’interieur est proportionnelle a la valeur de 


du 


Ce flux de 


chaleur, a la surface ou la quantile u est nulle, est represente par 


g\/2{a’--^ b-Y%\n 1^2^® A'« — arc tang 

II faut maintenant, pour determiner la quantite acquise pendant la 
duree de rechauflement, multiplier I’expression precedente par dt, et 
integrer depuis la valeur do t qui rend nulle la quantite 


2 g^ kt — arc tang 

jusqu’a la valeur de i qui rend cette meme quantite egale a tc. 

Si Ton prend entre ces limitesl’integrale — J " on aura 

1 \/a 
gk 

1 

On voit, par I’expression generate de la valeur de w, que (a^ -+- b-y^ 
represente le maximum de la difference entre la temperature variable 
et la temperature moyenne. Soient A cette plus grande variation, dont 
la valeur est donnee par I’observation, etM la quantite totale de cha- 


ratures extremes, et elle est en raison inverse de la distance perpendiculaire des bases. 
Cette quantit6 est expnm6e par' 


-KST 


h — a 


K 6tant nn coefficient constant qui depend de la nature du solide. 


G, D. 



i>\N> I.KS COHI’S Sn|,!lH;S. I!l 

lent lie ileleniiitier. il I'aiHli;! mt(hi|ilier i’exju-eHsiini 

|tlei i‘i!i*i!le ]»,ir le noinltic K (jtii ttiesiire la eitiHldcitiilite iiiierit-tife, 

rt jtar 1 lie ia stiil.iee , ijiii (<•,} irj uj| tiii'lre eari'e. |•I{| 

ijilaiil tjiie Tun a tieHi^^iie jt.if /, 1 ,, 1J11..11I1 le ^ , e| tjtte » y 

«!i) aiiia le rettilliil Hiiivaiit : 


r:l l> 

'k^< ' 


M \ 


\ 


I K ■ «.|i 


liilrlir ill* II . jirinr a fa r^.f 


I i A I - ai's t.iiiL; 




ii rrtli* *!i‘ , I'''''! 

nhi 


I ^ 

It » | ;irr laiiiL^ I ' *1 

^ ^ a II ^ 


Nl r«MI i|llr* Ir ! * ttiiiiiiiru, r> l«ir-H|iir %%• vhI |||| 1 , v*v%I aalli'r 

|ii|-’^i|l|r la a -.a \ 4 lrnr riiiir , Ir fsaillr- ar»” la ,||2 

f* n 1 1 : aiii^i la ijiiaiilil** ti i'*’*! liiiHiv I lii aura 

feiii s i I 


^ i* ^ $ 'kH^ ■ ^ i i ■ I 


*^^**>* « iUlllliriirn* a iif'‘lrUir ^ * '?! r#t a 

«"i* i|iti rii liiiilaiil %aliuir* 

I I ’a 

11 ill* ia i'ri’lliHiltfUlirill ramii|rii«'t*^ * irailliri^ i,i 

li"lii|ii*faltiri'’ «lr la :fiiirla*a'’ jiatiriiiir a |j %,ilriir : |ii^i|i|'4 

I"r |i4liii% 1 iiilrriiUir ilr h Irm*. rtaiit jtltn rrliaillt*^ «|llr la 

fail tiin’ jiarlir ii*» rlialriir rii«*iiifr li* 

fiitiiii-ritiriil tir h rlialrllf-^# fall rtl mm riiulr*iir*% parri^ ijlir Li 
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est devemie plus chaude que les couches inferieures. La saison du 
refroidissement commence done j d’annee avant que la temperature 
decroissante de la surface soit parvenue a sa valeur moyenne; et cette 
saison dure une demi-annee. Si Ton voulait appliquer ces resultats au 
climat de Paris, on pourrait supposer A = S'* (division octogesimale). 
A regard des constantes K, C, D, si Ton choisit celles qui conviennent 
a une masse solide de fer, on aura pour valeurs approchees 

K = |, C = ^, D = 7800. 

Faisant ensuite 0 = 60. 24-365, on trouvera 

. /2KCD9 

M = A — = 2806. 

On voit par cet exemplede calcul que la theorie fournit le moyen de 
determiner exactement la quantite totale de chaleur qui passe dans le 
cours d’une demi-annee de I’atmosphere a I’interieur de la Terre, en 
traversant une surface d’une etendue donnee (un metre carre). Cette 
quantite de chaleur equivaut, dansle cas que nous venons d’examiner, 
a celle qui peut fondre environ 2856’‘8 de glace, ou une colonne de 
glace d’un metre carre de base sur 3 “, i de hauteur. 

87 . 

II nous reste rnaintenant a considerer le mouvement constant de la 
chaleur dans I’interieur *du globe. On a vu que les perturbations pe- 
riodiques qui se manifestent a la surface n’affectent point sensible- 
ment les points situes a une certaine distance au-dessous de cette 
surface. II faut done faire abstraction de I’enveloppe exterieure du 
solide, dans laquelle s’accomplissent les oscillations sensibles de la 
chaleur, et dont I’epaisseur est extremement petite par rapport au 
rayon de la Terre. L’etat du solide interieur est tres different de celui 
de cette enveloppe. Chaque point conservant une temperature fixe, la 
chaleur s’y propage d’un mouvement uniforme, et passe avec une 
extreme lenteur des piirties plus echauffees dans celles qui le sent 
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nioiiis : clh* peuMi'ii a c.luKjuc instant ct dc plus on plus dans I’inte- 
i‘i(Uir <lu glolx' pour romplaccr la chalcur qui sc dclourne vers Ics ve- 
ffions polaires. On n’entrepia'udra point ici do traitor C('tto question 
dans toute son etendue, [»arre ([ti’(dl(' nous paraitseulcinenl analyti(jue, 
('( (|u’('ll(‘ n’a point d’ailleurs one connexion necessaire avee Ics (bude- 
inenls d(' ia llieorie : niais ii convenait a Tohjet do cot Ouvrage <1(5 
inontia'r ((in' Ionics les (jneslions dt; c(' geiuai ])euvent inaintenant (''.(rc^ 
sonniises a rAnalys(' inatlu'!niali(|ne. 

On sn[>pose (pie tons les points <!(' la (‘irconlerenee d’nn grand cercl(5 
(rae(‘ sur la surface (rune splii'ce solide out acipiis (d ('onsc'rvent uiu' 
tenip(*rature (toinniune; <jue tons les points d(5 la circoiUerence (I’lin 
c('rcl(' (pielcoiupit', tract' sur la surface paralli'leinenl an premier, out 
uussi line tenqn'ralun' perinanent(5 et eoniinune, dillerente do c('ll('<l(‘s 
points de Ibbpiateur, et (pie la teinpi'ralure (ixe dt'croit aiusi de[)uis 
rt'ipiali'ur jusipi’an p<’de suivant une loi (l(''terniin('‘(}. La surface ('‘taut 
maintenue, dtiranl un temps inlini el par d(‘s causes exttu'ieures quel- 
coiupies, dans I’t'tat (pie nous venous de di'crire, il esi nt'cessaire qu(‘ 
l(‘ solide purvieniK* aussi ii un dernier <’'tal. et alors la tempt'iature d’un 
point intt'rieiir (pielcompie n’t'pronvera aiiciin chaugemenl. 11 est iiia- 
nilesle ipie, si, par le centre d'un paralli'le et duns son plan, on dt'crit 
une circonieretice d’un rayon <pielcompie, tons li's [mints de cetle eir- 
confereu(’(' auront la nn'-me lemp(‘ralure. 

Oela pose. Ton va dt'iuontrer que rtbpiation suivante 

e ros.r f/r 

repivsente un (Hat particulier du solide qui suhsisterait de lui-mbme 
s'il (Hail forme : ,*■ designe la distance d’un point du solide au plan de 
rt'quateur, el y sa distance I’axe perpendieulaire rbquatcur; c<!St 
la temperature permaneiite du nuHtie point; rindetermiium rdisparait 
apri's rinlt'grution, (jui doit <Hre prl8(’ depuis r ~ o jusqu’a r ~~ ix. L’(!- 
qiiation 

c i cos .e J" eX w** »• dr 
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satisfait a la question en ce que, si chaque point du solide recevait la 
temperature indiquee par cette equation, et que tous les points de la 
surface fussent entretenus par un foyer exterieur a cette temperature 
initiale, il n’y aurait dans I’interieur de la sphere aucun changement 
de temperature. Pour verifier cette solution, on etablira : i° que la 
valeur de c donnee par I’equation 

(’ = cos X '• dr 


satisfait a I’equation aux differences partielles 




2" que I’etat du solide est permanent lorsque cette derniere equation 
est satisfaitc et que les points de la surface sont entretenus a leur tem- 
perature initiale. 

En designant par u la fonction de j qui equivaut a I’integrale definic 



on 


aura 


(’ ~ u cosir ; 


et, substituant, on a 


(P-u 

dy^ 


I da 

y dy 


equation differentielle du second ordre a laquelle la valeur de u satis- 

fait. Pour s’en assurer, on donnera a I’integrale definie / dr la 

•^0 

forme exprimee par I’equation suivantp 



ey<^°^^dr=.'K 



y* 


2^4^ + 


2 ^ 42 . 62 . 8 ^ 


qu’il est facile do verifier. Cette expression de la somme de la serie 

/y2 y6 

est une consequence evidente de la proposition generate enoncee 
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dims riirliclc .“id ( ' ), ct (jtii doiuic le (levclopiKunonl do I’inle^n’idi' 
I o(/siii// ) <’///, (dimt iiiio I'oiHdion (jiudcoiujiio. Or roqiialion 


siilisl'iiil (•vidctimiriil it I’idjiiiilioti dillorciUitdlo 

Ip It t lilt _ 

i{} ‘ »■ //>• ’ 

dour lit Vitlrtif part iridiio’r doniiri- pur rt*(jU!iti(Hi 


sntisfait it I’tdjuatiitn smx diHV-rrnrrs partirlirs 

i/U' iP I i)v 

if.t* ily^ * <)*’ 

(irttr drrtiirrr npjafioii t*x[»riiiir la roudition tirroHsairr pour qiit* 
rhatjur poitil du soliilr ro[isrrvr sa triiijtrratui’r, Kn tdlrf. imaginotis 
t|tir, i’axt* rlattl tliviHr ru uiir iiiliuitf ilr parties rj'alcs r/.r, on (‘li'Vt* 
daii.s Ir jthm il’uti iin’ritlirn toutrs Ics rotinlonnrr.s prrpiMidirulairi's it 
ret axr rl tjiti passrul jtar Irs poiiitH dr division ; t>t parrillrtiitMit, tjiir, 
If diamtdro dr rrtjuatrur, tiaiis Ir plan dn ntritir mrridiru, rtaiil divisr 
rn nn noinhrr iidtni dr partirs rgairs (/y, on cirvr, par tons Irs [loiiits 
dr dtvisiitn, tlr?« prrprndirnlairrs tjiii ronprnt l<*s prt'frdt'titr.s. On aura 
tlivisr aiiisi I’airr dn inrridirii rn rrrlanglrs inttntuirnt jirlifs; rt si Ir 
[dan dr rr mrridiru ttturnr snr I’axr, ir solido srra divi.sr lui-tnruir 
rn nnr inijniir dVdrtnrnts dont la Jigurr rst rrllr d’unr urrnillr. 

Oharttn dr rrs rlrmrids rst plarr rntrr tlrux aiilrrsdans Ir sons drsa-*, 
rt rntrr drtix aiilrrs dan.H Ir sens drs v. Jut quantiUi de ehalciir ([ui 
jtassr d'nri t^lidnrnt it rrlni ijtii rst placr aprrs ini dans Ir sons drs .r 
rsl rgalr a 

, dr . 


( ' I //fi'itrjr lir In t'imhuf, art. 311, J». 143, 3t|. 


G. U. 
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Ce second element transmet done a celui qui le suit dans le sens des w 
une quantite de chaleur exprimee par 




dx 


2 Tiy dy 


d indiquant la differentiation par rapport a x. Done Telement interme- 
diaire aequiert, a raison de sa place dans le sens des x, une quantite 
de chaleur egale a 

dv , 


k 


On voit de la meme maniere qu’un element transmet a celui qui est 
place apres lui dans le sens des y une quantite de chaleur exprimee 
par — k^a-Kydx; que ce second element communique a celui qui le 
suit dans le meme sens une quantite de chaleur egale a 


A" ^ 2 71 y dx ■ 


k ~ 2 71/ dx 


0 etant id le signe dela differentiation par rapport a y. Done I’elemcnt 
intermediaire aequiert, a raison de sa place dans le sens des y, une 
quantite de chaleur egale a 



d/ 


2 ny dx \ . 


II suit de la que la temperature de chaque point du solide sera inva- 
riable si Ton a I’equation 


d^v I dv 

dx^ dy^ y ^y 


el si, en meme temps, tous les points de la surface sent exposes a une 
action exterieure qui les oblige de conserver leurs temperatures ini- 
tiales. On pourrait aussi deduire cette equation de I’equation gene- 
rale (A), article 15 (^). 


(1) TMorie de la Chaleur, art. 142, p. 120 . 


G. D. 
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II ('s( iHM'f'ssaini <1(‘ r(‘iiiar([U(‘r <[uc roqualion 


(’ Cos.r 


/• 


ircxpi'iiiH' (lu’iiii t'lal jiailicuruT ('( possible; il y a unc iiirmito do so- 
liilioiis part'illes, (>( cidle dc'niii'n' n’aiirail lieu (m’aulanl ((uo la tcin- 
|»eraliire lixe diiuiiuierait ii la surlaeo, depuis rnpialeui- jusqu’au |)dle, 
siiivaiil line loi eouforme ii eettr meiue (‘(lualioii. On poui'rait aiissi 
ehoisir I’ecjualioii 

.T£ 

r r / j r//% 


V ifZViiS/i.ri i f- * I- 4» ■ / • - -I-,.. I, 

\ J 

dans Iai|ntdh* a issl uni* mnstanti* in(li*‘!(‘rnun(M* et ft un numfire arl)i- 
li’airr; <*t Tun vnil qni* la suinnn* ili* |dnsii*ut*s dc* (*(*s vali'urs parlicu- 
lii*r«*s satisfait i*iH‘ori* a ruijiialinn anx dinV*n*nn*s |)arli(*lli*s. Mais on 
n*a on vui* dans ni Artirlo ijin* d«* fain* disltn|j;in*i*, par I’oxanu'n d’nn 
oas partifnlii*r, innniiirnt la rlialiuir so projnigo ilans la sphoro solidi* 
doni la Hiirfaof i*st ind^ndoinont ^•«‘hau(!V*o. (Tost co (pron jHUit tacih*- 
iiiriit rooonnailri* jiarranalyso prorodonir. 

Ihiiis rotal pailirulior quo nous roiisitlorons, qui ost oxprinio par 
i*oqiiiiliiiii 


vtiH ,r i I f 




le I'liytm lie la HpliiTi* elaut jiris [iiiur I'uiiiD', il est facihi do voir quo la 
leiiiperatiire des poiitls de la suHaei* deeroif depuis requateur jusipi'au 
pole; qite si, par un point queleotique dtt plan de I’dquateur, on elbve 
une pei'peiidieuliiire jusqu'a la surlaeo do la sphere, la leuipdralure 
deeroit eofuine le eosinus de la distanee perpendieulaire ii requateur; 
el ({lie jiour un jiarallide (jiieleiuiijue la letiiperature uugmento duns le 
jdan de ee {mrallele suivani le rayoii, depuis h centre jus([u’a la surface. 
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Ainsi la temperature du centre de la sphere est plus grande que celle 
dupole etmoindre que celle del’equateur, etle point le moins echauffe 
de la sphere est celui qui est place au pole. 

Pour connaitre les directions suivant lesquelles la chaleur se pro- 
page, il faut iinaginer que le solide est divise, comme precedemment, 
en une infinite d’anneaux dont tous les centres sont places sur I’axe de 
la sphere. Tous les elements qui, ayant un meme rayon j, ne different 
que par leur distance x a I’equateur sont inegalement echauffes, et 
leur temperature decroit en s’eloignant de I’equateur. Un de ces ele- 
ments communique done une certaine quantite de chaleur a celui qui 
est place apres lui, et ce second en communique aussi a I’element sui- 
vant. Mais I’anneau intermediaire donne a celui qui le suit plus de 
chaleur qu’il n’en revolt de celui qui le precede; resultat qui est 
indique par le facteur cos^r, dont la differentielle seconde est nega- 
tive. Les elements du solide qui sont places a la meme distance x de 
I’equateur et different par la grandeur du rayon jy sont aussi inegale- 
ment echauffes, et leur temperature va en augmentant a mesure qu’on 
s’eloigne de la surface. Chacuu de ces anneaux concentriques echauffe 
celui qu’il renferme : mais il transmet a I’anneau qui est au-dessous 
moins de chaleur qu’il n’en regoit de I’anneau superieur; ce qui se 

conclut du facteur i ^ H — rw dont la differentielle seconde 

est positive. 

Il resulte de cette distribution de la chaleur qu’un element quel- 
conque du solide transmet au suivant, dans le sens perpendiculaire a 
I’equateur, plus de chaleur qu’il n’en regoit dans le meme sens de 
celui qui le precede, et que ce meme. element donne a celui qui est 
place au-dessous de lui, dans le sens du rayon perpendiculaire a I’axe 
de la sphere, une quantite de chaleur moindre que celle qu’il regoit en 
meme temps et dans le meme sens de I’anneau superieur. Ces deux 
effets opposes se compensent exactement, et il arrive que chaque ele- 
ment perd dans le sens parallele a I’axe toute la chaleur qu’il acquiert 
dans le sens perpendiculaire a I’axe, en sorte que sa temperature ne 
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varie point. On reconnait distinctement, d’apres cela, la route que suit 
la chaleur dans I’interieur de la sphere. Elle penetre par les parties de 
la surface voisines de I’equateur, et se dissipe par les regions polaires. 
Chacun des elements infinimentpetits places dans Finterieur du solide 
echaulfe celui qui est 'place au-dessous de lui et plus pres de Faxe, et 
il echaulfe aussi celui qui est place, a cote de lui, plus loin de Fequa- 
teur. Ainsi la chaleur emanee du foyer exterieur se propage dans ces 
deux sens a la fois; une partie se detourne du cote des poles, et une 
autre partie s’avance plus pres du centre de la sphere. C’est de cette 
maniere qu’elle se transmet dans toute la masse, et que chacun des 
points, recevant autant qu’il perd, conserve sa temperature. 

Le mouvement uniforme qu’on vient de considerer est extrerhement 
lent si on le compare a celui qui s’accomplit dans Fenveloppe exte- 
rieure du globe. Le premier resulte de la difference des temperatures 
de deux paralleles voisins, et le second, de la difference des tempera- 
tures entre deux points, voisins de la surface, et places dans une meme 
verticale. Or cette difference, prise entre deux points dont la distance 
est donnee, est incomparablement plus grande dans le sens vertical 
que dans le sens horizontal. 

Independamment des changements de temperature que la presence 
du Soleil reproduit chaque jour et dans le cours de chaque annec, 
toutes les autres inegalites qui affectent le mouvement apparent de cet 
astre occasionnent aussi des variations semblables. C’est par la que 
cette quantite immense de chaleur qui penetre la masse du globe est 
assujettie dans tons ses mouvements aux lois generales qui regissent 
Funivers. Toutes les causes qui font varier Fexcentricite et les elements 
de Fellipse solaire produisent autant d’inegalites correspondantes dans 
Fordre des temperatures; cet ordre s’altere insensiblement, et se reta- 
blit ensuite dans le cours de ces memes periodes qui conviennent aux 
diverses inegalites. 

Le mouvement elliptique, qui rend les saisons inegales, n’empechc 
point que la chaleur qui emane du Soleil dans le cours de chaque 
annee ne se distribue egalement entre les deux hemispheres; mais 
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cette difference dans la duree des saisons influe sur la nature de la 
fonction periodique qui regie les temperatures de chaque climat. 11 
suit de la que le deplacement du grand axe de I’orbe solaire trans- 
porte alternativement d’un hemisphere a I’autre ces memes variations 
de temperature. Au reste, les differences dont il s’agit sont tres peu 
sensibles, et le progres en est extremement lent. On doit surtout les 
distinguer de celles qui resultent des causes locales, telles que la con- 
figuration du sol, son elevation dans I’atmosphere, la nature, solide 
ou liquide, de la surface qui regoit la chaleur. C’est aux circonstances 
propres a chaque region qu’il faut attribuer les differences notables 
qu’on observe entre les temperatures moyennes des climats pareil- 
lement situes dans les deux hemispheres. Les effets des causes locales 
different de ceux dont on aparle en ce qu’ils ne sont point periodiques, 
et qu’ils affectent sensiblement la valeur de la temperature moyenne 
annuelle. 


XIII. 

Des lois mathematiques de ViquUibre de la chaleur rayonnante. 

89 . 

Si Ton place divers corps, M, N, P, . . . , dans un cspace vide d’air, 
que termine de toutes parts une enceinte solide entretenue par des 
causes exterieures quelconques a une temperature constante i, tous 
ces corps, quoique distants les uns des autres, prendront une tempe- 
rature commune; et cette temperature finale, dont celle de chaque 
molecule s’approche de plus en plus, est la meme que celle de I’en- 
ceinte. Ge resultat ne depend ni de I’espece, ni de la forme des corps, 
ni du lieu oil ils sont places; quelles que soient ces circonstances, la 
temperature finale sera toujours commune et egale a celle de I’en- 
ceinte. Le fait general qu’on vient d’enoncer donne lieu a differentes 
questions que nous allons traiter dans cet article, en exposant la 
theorie de la chaleur rayonnante. 

II est certain que I’^uilibre de temperature entre les corps distants 
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de Geneve. Cette hypothese-fournit des explications claires de tons les 
phenomenes connus ; elle se prete plus facilement qu’aucune autre aux 
applications du calcul; il nous parait done utile de la choisir, et Ton 
peut meme I’employer avec avantage pour se representer le mode de la 
propagation de la chaleur dans les corps solides. Mais, si Ton examine 
attentivement les lois mathematiques que suivent les effets de la cha- 
leur, on voit que la certitude de ces lois ne repose sur aucune hypo- 
th'ese physique. Quelque idee qu’on puisse se former de la cause qui 
lie tous les faits entre eux, et dans quelque ordre qu’on veuille dis- 
poser ces faits, pourvu que le systeme qu’on adopte les comprenne 
tous, on en deduira toujours les lois mathematiques auxquelles ils 
sont assujettis. Ainsi Ton ne peut point affirmer que les deux sur- 
faces infiniment petites ^ et a- s’envoient toutes les deux des rayons 
de chaleur, quelles que soient leurs temperatures; on pourrait sup- 
poser indifferemment que celle dont la temperature est la plus elevee 
cst la seule qui transmette a I’autre une partie de sa chaleur; mais, 
soit qu’on prefere I’une ou I’autre supposition, on ne peut douter que 
Teffet resultant de Taction des deux surfaces ne soit proportionnel a la 
difference des temperatures, aux sinus des angles d’emission et d’inci- 
dence, a Tetendue des surfaces, et reciproquement proportionnel au 
carre de la distance. En effet, il nous sera facile de prouver que, si ces 
conditions n’etaient point remplies, Tequilibre des temperatures ne 
pourrait pas subsister. 

On exprime par le coefficient A la quantite de chaleur qui, pendant 
Tunite de temps, sort de Tunite de surface echauffee a la tempera- 
ture r, et s’echappe dans Tespace vide d’air. Pour faciliter Tapplication 
du calcul, on attribue a cet espace infini une temperature fondamen- 
tale, designee par o, et Ton congoit qu’une masse dont la temperature 
est a envoie d’elle-meme dans cet espace, quelles que soient d’ailleurs 
les temperatures de tous les corps environnants, une quantite de cha- 
leur proportionnelle a la temperature a, et exprimee par ash; s est 
Tetendue de la surface exterieure, et h le coefficient qui mesure la 
conducibilite. 
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avoir la quantite ah : on trouve done eii premier lieu la condition sui- 
vante 


(A) 


r 

• fr I 

•^0 


F (sincp) cos 9 do. 


Par exemple, si Tintensite etait independante de Tangle d’emission et 
la meme pour tous les rayons, on aurait F(sin(p) = r , et, en integrant, 
h — (y 

II — ^ . 

Si I’intensite est proportionnelle au sinus de Tangle d’emission, cc 
qui est le cas de la nature, comme on le verra bientot, on aura 


d’oii Ton conclut 


F (sino) = sino. 


h 


1 

2 


o* 

O • 


L’equation (A) exprime que h est Tintensite moyenne de tous les rayons 
emis. Lorsque Tintensite varie comme le sinus, elle est exprimee par 
,^'sin<p ou 2Asin<p : ainsi les rayons emis sous un angle egal a { de 
droit ont une intensite egale a la valeur moyenne; et si tous les rayons 
ctaient semblables a ceux qui sortent perpendiculairement de la sur- 
face, le produit de Temission scrait double de ce qu’il est en effet. 


91. 

Ces principes etant etablis, nous resoudrons successivement plu- 
sieurs questions particulieres; ct la comparaison des resultats fera 
connaitre sans aucun doute la loi du decroissement de Tintensite des 
rayons. 

i” On suppose que deux surfaces planes, paralleles et infmies, 
soient entretenues a une temperature constante, et que, ensuite, on 
introduise dans Tespace vide d’air compris entre ces deux plans un 
disque infmiment petit, dont la base soit situee parallelement aux 
deux surfaces {fig. i); il s’agit de determiner la temperature finale 
que ces plans echauffes communiquent au disque; a designe la tem- 
perature constante des plans, p, est le rayon infmiment petit de la base 
du disque, dont Tepaisseur est elle-meme infini ment petite par rapport 
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a [J.. La conducibilite A des deux surfaces, echauffees est supposee la 
meme que celle du disque. On fait abstraction de la propriete que 
toutes ces surfaces pourraient avoir de reflecbir une partie de la cha- 
leur inciclente; c’est-a-dire qii’on suppose qu’aucun rayon de chaleur 
cnvoye au disque ne peut etre refleclii. On verra par la suite que la 
propriete dont il s’agit, a quelque degre que les corps en jouissent, 
n’apporte aucun cliangement a I'^uilibre de la cbaleur rayonnante; 


Fig. t. 



/ est la distance coiinue du centre du disque a I’un des plans; r de- 
signe la distance variable du disque a un point m du plan, a? la dis- 
tance de m au point fixe 0, ettp Tangle entre r eta;. G ou a^r(sincp)de- 
signe, comme precedemment, Tintensite du rayon enois sous Tangle o 
a la temperature a, et Ton a Tequation de condition (A) entre h et g. 
Cola pose, le point m envoie au disque infiniment petit un rayon de 
cbaleur qui, traversant la surface spberique dontle rayon estr, occupe 
une surface dgale a siiKp. En effet, la forme de ce rayon etant celle 
d’un cone dont les cotes font un angle infiniment petit, le rapport de 
la surface de la base a celle de la section perpendiculaire est celui de 
Tunite au sinus de Tangle <p. Designons par w la portion infiniment 
petite du plan qui envoie la chaleur de /w en g. sous Tangle 9 . Si tous 
les rayons qui traversent la surface bemispherique avaient la 

memo intensite quo le rayon dont il s’agit, le produit de Temission 
sorait wG : done la quantite totale de chaleur qui, partant de co, 

tombe sur le disque est Or tous les points de la couronne 

circulaire ^%xdx, qui a son centre au point 0 et pour hauteur dx, 
envoient lours rayons au disque sous Tangle <p. On remplacera done w 
par ^iTzxdx-, ensuite on mettra au lieu de G sa valeur «g’F(sincp). On 
It. 5 
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a done la differentielle 

27ra;c?.a?«^F(siny)fx^siny 
2 r- 

Si Ton met au lieu dc a? et de r leurs valeurs f cot^ et f coseco, la 
differentielle precedente deviendra 

— F(siny) cosy rfy 

on, faisant sin® = jj, 

— agTz\>?- F (s) dz. 

Si Ton vent connaitre Taction exercee sur le disque par un plan 
circulaire dont le rayon est X, on designera par Z la derniere valeur 
du sirius de ip, et Ton prendra Tintegrale precedente depuis 5 = 1 
jusqu’a zz=7^, ou, ce qui est la meme chose, on prendra Tintegrale 
/ F (s) c/s de s = Z a s = I . De plus, on aura 

A 

S — ~7- ’ 

j 'S{z)dz 

Tintegrale etant prise de 5 =:o a z = i. Done la quantite totale de 
chaleur que le disque regoit du plan circulaire est 

f F{z)dz 

akv:[)? 

f F(z)dz 
•^0 

Si Tin tensile des rayons est independante de Tangle d’emission, la 
quantite de chaleur que le disque regoit du plan circulaire est 

«A7r — sm<&) ou aATrfji- sin verse'F, 

on designant par <I> la derniere valeur de la variable p et par "'F la moitie 
de Tangle dont le sommet est au centre du disque et dont les cotes 
embrassent le plan. 

Si Tintensite decroit comme le sinus de Tangle d’emission, on 
trouve 

aATTfji- cos®<F ou a/iTcp.® sin^’F. 
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Si 1 on eloigne de plus en plus le disque du plan echauffe, toutes 
les autres conditions demeurant les memes, I’action du plan decroit 
dans le premier cas eomine le sinus verse du demi-angle au centre, et 
clans le second, comme le earre du sinus du demi-angle au centre. 
Dans 1 un etl autre cas, si le plan est infini, la quantite de chaleur que 
le disque revolt est ah-:z\x-, et ne depend nullement de la distance /. 

En general, quelle que soit la function F(sin 9 ), I’expression 

ah irfx® 

r Y(z)dz 

sc reduit a aAirp.- lorsquc le plan circulaire est infini; car les termes 
de la premiere integrate deviennent les memes que les termes de la 
seconde. Si done on suppose que I’intensite des rayons varie suivant 
line fonction queleonque de Tangle d’emission, et si Ton place le 
disque parallelement au plan infini a une distance queleonque, la 
quantite dc chaleur envoyee au disque pendant Tunite de temps sera 
aAirp.-. II en sera de meme du plan infini superieur au disque : done 
la quantite totale de chaleur re^ue par le disque sera aa/jup.-. 

Soit h la temperature finale que le disque doit acquerir. La surface 
totale etant aitp.-, et la conducibilite A, il s’en echappera pendant 
Tunite de temps une quantite de chaleur egale a 2 Z»ATrp:^. Or, pour 
que la temperature acquise par le disque soit permanente, il faut qupl 
re^oivc autant de chaleur qu’il en perd; on a done 

ihh TZfjL^ = 2 ah niJL^ 

OU 

b — a. 

11 suit de la que le disque infiniment petit place parallelement aux 
deux plans en un point queleonque de Tespace qu’ils comprennent 
parviendra toujours a une temperature finale egale a celle des deux 
plans. Ce resultat ne depend point de la loi suivant laquelle Tintensite 
des rayons pent decroitre a mesure qu’ils deviennent plus obliques. 
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92. 

On place unie molecule spherique infiniraent petite au centre d’lin 
espace termine par une surface spherique qu’on entretient a la tempe- 
rature constante a. ll s’agit de determiner la temperature finale de la 
molecule. La conducibilite des surfaces est designee par A, p est le 
rayon de la molecule; on exprime par G ou a^F(sin9) I’intensite du 
rayon emis sous Tangle f; et Ton a, comme precedemment, 

F(sin(p) cos®(/cp. 


Une portion infiniment petite co de la surface interieure de la sphere 
envoie des rayons de chaleur qui remplissent continuellement Themi- 
sphfere dont le rayon est r. Le rayon qui, parti de co, tombe sur la mole- 
cule occupe sur la surface hemispherique egale a 2izr- une portion 
egale a -rcp^. Si tous les rayons sortis de co avaient Tintensite G, la 
quantite totale de chaleur envoyee par co pendant Tunite de temps 
serait coG. Done le rayon qui tombe sur la molecule fournit pendant ce 


meme temps une 
sin^ etant i. 


quantite de chaleur egale a 
aAF(i) 




J ' F(sin9) cos<p </cp 
0 


On a aussi. 


Done la chaleur que la portion co donne a la molecule est 


p- 


coaA 


F(i) 


/ F(sin9) cos9 

Jq • 

Le rapport de la surface spherique a co etant on aura, pour Tex- 
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pression de la chaleur totale regue par la molecule, 


ou, faisant sincp = 


2 a/iTTp- — 



COS 9 do 



Soil h la temperature finale acquise par la molecule; elle dissiperait 
par sa surface une quantite de chaleur egale a Done on aura 

I’equaiion 

f¥{,)dz 

OU 


Si I’intensite des rayons ne varie point, on a F(s) = i et i = -• 11 

arriverait clone que la molecule placee au centre de la sphere prendrait 
une temperature finale egale a la moitie de cille de I’enceinte. 

Si I’intensite des rayons decroit proportionnellement au sinus de 
robliquite, on a F(s) = z Qi b = a. Dans ce cas, la molecule acquiert 
et conserve une temperature egale a celle de I’enceinte. 


93 . 

On propose maintenant de determiner Faction d’un plan circulaire 
sur une molecule spherique placee dans I’axe du plan. 

On designe, comme ci-dessus, parcc, r> /, ip les quantites relatives a 
la position de la molecule et a celle du point qui lui envoie de la cha- 
leur ; A est la conducibilite de la surface, a la temperature du plan, G 
ou ag'F(sinp) I’intensite du rayon emis par le plan sous Tangle p. 

On trouve facilement, pour Texpression de la quantite de chaleur 
envoyee a la molecule par la couronne dont la hauleur est dx, la diffe- 
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rentielle suivante : 


ou 


2 TT F ( sin cp ) 


Ttp^ 
2 7 rr- 


7ra^F(sin(p)-£^,rf(^-). 


Mettant pour x et /■ leurs valeurs /cot© et /cosecip, on aura la difle- 
rentielle 

. coscprfffl 

. — a^up^Fisinffl) — r-^ — 

or \ sintp 


OU, faisant sin^ 


Mettant pour g sa valeur 


a^T.p- 


F{z)dz 


^0 


)dz 


on aura, pour I’expression de la chaleur totale regue par la molecule, 

l^'^ F{z)dz 
— aATTp^ 

0 f F{z)dz 

«^0 


Si I’intensite des rayons emis est la meme pour toutes les obliquites, 
on a F(s) = 1, et la quantite de chaleur regue par la molecule est 
log en designant par $ la derniere valeur de 9. L’action du 
disque sur la molecule est done toujours proportionnelle au logarithmc 
de la secante du demi-angle au centre. Si, en conservant la distance/, 
on faisait varier le rayon du disque, et que les distances extremes R, 
R", R'', ... crussent comme les nombres i, 2, 4 > 8, i6, ..., les quantites 
de chaleur regues augmenteraient comme les nombres naturels. On 
pourrait done rendre ces quantites aussi grandes qu’on le voudrait. 

11 suit de la que, si tons les rayons qui s’echappent d’un point d’une 
surface echauffee avaient une egale intensite, on pourrait, au moyen 
d’un plan circulaire entretenu a la temperature constante a, communi- 



DANS LES CORPS SOLIDES. 


39 


quer a la molecule spherique une temperature b superieure a a et 
aussi grande qu’on voudrait. En effet, la molecule laisserait echapper 
par sa surface une quantite de chaleur egale a [\hh-Kp--, ecrivant done 

4 bh-Kp^ = ah 7rp= log , 

on a 

Ainsi Ton pourrait toujours determiner Tangle en sorte que la tem- 
perature b reQut une valeur quelconque. 

II est facile de voir que ce resultat est entierement contraire aux 
faits, et que, par consequent, Tintensite des rayons emis n’est point la 
meme pour tous les rayons. 

Si, dans Texpression 

J'' F(z)dz 
a/iTzp^ -i_ — :: — , 

on suppose F(5) = s, e’est-a-dire si Tintensite decroit proportlonriel- 
lement au sinus de Tangle d’emission, on trouvera, apres Tintegra^ 
tion, 

9.ahTcp^{i — sin®). 

Dans cette seconde hypothese. Taction du disque est proportionnelle 
au sinus verse du demi-angle au centre : elle est toujours moindre que 
o.ah-v:p-. 

Si le plan echauffe est infmi, la chaleur qu’il donne a la molecule 
est o.ah-Kp'^, quelle que soit d’ailleurs la distance f. En supposant au- 
dessus de la molecule un second plan infini, egalement entretenu a la 
temperature a, la quantite totale de chaleur regue par la molecule sera 
4aAup®. Si la temperature acquise etait b, cette meme molecule per- 
drait [\bh-Kp-. Done h — a, et, par consequent, si Ton place une mole- 
cule spherique en un point quelconque de Tespace compris entre deux 
plans entretenus a une temperature constante, elle acquerra une tem- 
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perature egale a celle des deux plans. Ce resultat doit avoir lieu si I’in- 
tensite des rayons varie comme le sinus de Tangle d’emission. 

94 . 

On determinera encore Taction d’une surface cylindrique sur une 
molecule spherique placee dans un point de son axe. 

Le point m {fig. 2) envoie a la molecule un rayon de chaleur dont 
la longueur est r, et qui fait avec la surface dont il sort un angle cp. 11 

Kig. a. , 

m 0 

f 

p 1 



en est de meme de tous les points qui sont places comme le point m 
dans une zone cylindrique dont le rayon est / et la hauteur da;. II suit 
de la que la quantile de chaleur envoyee par la zone a la molecule dont 
le rayon est p a pour expression 

^^as'F(sinf)2n/da;. 


On mettra au lieu de a? et r leurs valeurs /cottp et ycosecp; on trou- 
vera alors 



Done la differentielle precedente deviendra 

— F(sin(p) dtp. 


Prenant done Tintegrale depuis ^ jusqu’a p = $, 6u prenant 
Tintegrale, avec un signe contraire, depuis 9 = <E> jusqu’a ? = on 
aura la quantite de chaleur envoyee a la molecule par la partie de la 
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surface cylindrique qui est situee a la gauche. Cette quantite est 



On aura un resultat analogue pour la partie de la surface cylindrique 
qui est a la droite de la molecule. L’action totale de cette surface sera 
exprimee par la somme des deux termes. 

Si F(sin^) = i , Taction totale de la surface cylindrique sur la mole- 
cule sera ak-Kp-(^']^ ■+■ en designant par et <\i' {fig. 3) les angles 


Fig. 3. 


0 



que font avec la perpendiculaire les deux rayons qui, partant de la 
molecule, aboutissent aux extremites du cylindre. Cette action est done 
proportionnelle, toutes choses d’ailleurs egales, a Tangle au centre, 
e’est-a-dire a celui qui a son sommet a la molecule, et dont les edt^s 
comprennent la surface cylindrique. Si la longueur de cette surface est 
infmie, la quantite de chaleur regue par la molecule est a-itp^Air. La 
quantite qu’elle laisserait echapper si elle avait la temperature b serait 
4itp^AZ»; on a done b=^a. Done la molecule placee en un point quel- 

conque de Taxe d’une surface cylindrique echauffee acquerrait unc 
temperature moindre que celle de Tenceinte dans la raison des nom- 
bres t: et 4. en supposant que Tintensite des rayons fut constante sous 
tous les angles d’emission. 

Si cette intensite est proportionnelle au sinus de Tangle d’emission, 
on aura F(sin(p) = sin 9 ; et Ton trouvera, pour exprimer Taction de 
II. 6 
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la surface cylindrique, la quantite suivante : 

a/iTrp^(2 sindi + 2 sini'). 

Les deux angles et -y, qui, dans le cas precedent, entrenf dans la 
valeur de Taction totale, sont ici rcmplaces par leurs doubles sinus. 
Lorsque la longueur de la surface echauffee est infinie, la niesure de la 
quantite de chaleur re^ue est et comme la molecule, ayant la 

temperature b, dissiperait une quantite de chaleur egale a il 

s’ensuit que h = a. Done, si Ton place une molecule spherique dans 
Taxe d’une surface cylindrique dont la temperature est fixe, la mole- 
cule acqiierra la teinperaturc de Tcnceinte, en supposant que Tinten- 
site des rayons emis decroit proportionnellement au sinus de Tangle 
d’emission. 

95. 

Nous deterniinerons en dernier lieu quelle est, dans les deux hypo- 
theses precedentes, la temperature que doit acquerir une molecule 
spherique lorsqu’on la place dans Taxe d’une enveloppe cylindrique 
fermee a ses deux extreinites par des plans circulaires. 

Kig. 4. 


E' 


B 

K 

1 ^ 







E 


II resulte des theoremes precedents (art. 93 et 94) que, si Tinten- 
vsite des rayons varie proportionnellement au sinus de Tangle d’emis- 
sion, Taction de Tenveloppe E (Jig. 4) equivaut a 

n/i 7 rp -(2 sinij/ -t- 2 sin;];'); 

que Taction du plan B est 

a/i;jrp-(2 — 2 sin®) ou a/j 7 rp^( 2 2 sinip), 
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ct qiie celle du plan B' est 


Done Taction totale de Tenceinte est [^ahr.f- et, par consequent, la 
molecule, etant placee en un point quelconque de I’axe, doit acquerir 
line temperature egale a celle que conserve Tenceinte. Ce resultat ne 
depend ni des dimensions, ni du rapport de la longueur du cylindre an 
diametre de la base. Mais, si Tintensite etait invariable, quel que fiit 
Taugde d’emission, Taction de Tenveloppe serait, comme on I’a vu pre- 
cedemment, 

ah'Kp-{^ -H 


relle du planB serait 


a hup- Jog 




(‘.(die du plan B' serait 


afiTtp- log 


I 


Done I’actiou totale des surfaces serait 


a/iTrp2(4'— logsin^}; — iogsio'y). 


l)6si^*naiU par b la temperature finale de la molecule, on aurait 
h ™ — log sin tjj + tl;'— log siin^'). 

Cette temperature dependrait done de la position de la molecule et de 
la forme de Tenceinte; elle pourrait devenir, ou moindre que celle de 
Tenveloppe, ou infiniment plus grande, si Ton plagait la molecule au 
centre, ou si on la rapprochait de Tune des bases. Or ce resultat est 
tnitierement contraire aux observations communes : il est done impos- 
sible de supposer quo les rayons de chaleur qui sortent sous divers 
angles d’liu meme point de la surface des corps-ont une egale intensite. 


96 . 

Nous allons presenternent deinontrer qu’en supposant Tintensite 
decroissante etpropdrtionnelle au sinus de Tangle d emission, il doit 
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s’etablir entre tous les corps places dans un meme lieu une temperature 
commune, independante de leur forme, de leur nombre et de leur 
situation. Soientdeux surfaces planes infiniment petites s et o-, placees 
a une distance finie; c’est-a-dire que les dimensions des deux figures 
sont incomparablement plus pelites que leur distance y. On suppose 
que I’une des surfaces est entretenue a la temperature finie a; il s’agit 
de trouver combien la seconde a en regoit de'chaleur dans un temps 
donne. On n’a point egard ici a la partie de cette chaleur qui pourrait 
etre reflechie par a: on veut connaitre la quantite totale qui tombe sur 
cette surface. Soient/> Tangle que la distance / fait avec s, et o Tangle 
qu’elle fait avec a. II est evident qu’on pent prendre pour les termes 
de la distance y deux points quelconques des deux figures ^ et cr, et que 
Ton doit regarder comme nulles les variations que les changements de 
ces points occasionneraicnt dans la longueur / et dans les angles p 
et 9. Chaque portion infiniment petite w prise sur la surface echauffee 
est le centre d’un rayon de chaleur qui tombe sur u. II faut d’abord 
connaitre combien ce rayon contient de chaleur. Si par un point de la 
surface a on mene dans le rayon une section qui soit perpendiculairc 
a sa direction, il est facile de voir que Tetendue de cette section est 
(Tsinip. En effet, les lignes dont le rayon est forme faisant entre dies 
un angle infiniment petit, on considerera, selon les principes du Calcul 
differentiel, la forme de ce rayon comme prismatique. Or, si Ton mene 
dans un prisme oblique une section perpendiculairc a Tarete, Tetendue 
de cette section est a- sin 9, en designant par a la surface do la base et 
par 9 Tangle que fait Tarete avec la base. Pour rendre ce resultat evi- 
dent, il faut, apres avoir divise le prisme oblique en deux parties au 
moyen de la section perpendiculairc, transposer ces deux parties, en 
sorte qu’elles ferment un prisme droit ayant pour base les deux sec- 
tions perpendiculaires ■: la hauteur du nouveau prisme devient alors 
egale a la longueur du prisme oblique; done le rapport des hauteurs 
respectives de ces deux solides est le rapport inverse de leurs bases, 
e’est-a-dire que la surface de la section perpendiculairc equivaut a 
ffsin®. Au reste, ckte proposition se conclut facilement de la compa- 
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raison des pyramides qui, ayant leur sommet en co (^fig. 5), ont pour 
base la surface inclinee mn, ou les trois surfaces mp, rl, qn, perpendi- 
culaires a I’axe y, il est evident que la derniere raison de ces solides 
est I’unite. Maintenantle rayon qui tombe sur la base asino appartient 
a un hemisphere dont la surface est La direction de ce rayon 

Fig. 5. 

9 



faisantavec le plandontil sort un angle/), son intensite est a^F(sin/)); 
a est la temperature ct g un coefficient constant. Done la quantite de 
chaleur envoyee par la portion to est (oa^F(sin/?) Si I’on n^ul- 

tiplie cettc quantite par le rapport de ^ a co, on aura la quantite totale 
dc chalcur quo s envoie a co : cette quantite est 

,-- ^L F (sinp) g- sin y. 

Supposons maintenant que la surface cr soit aussi a la temperature a; 
il est visible qu’ellc enverra a s une quantite de chaleur egale a 

F ( sin ffl ) 5 sin jp. 

2717^ >■ T/ 

On voit distinctement par ces deux resultats que, si la fonction 
F(sin 9 ) est le sinus meme. Faction de ^ sur <j sera egale a celle de <7 
sur et que, si cette fonction n’est pas proportionnelle au sinus, les 
deux actions ne seront point egales^ Dr il est facile de reconnaitre que 
cette egalite des deux actions reciproques est precisement ce qui con- 
stitue I’equilibre des temperatures. Doncil est necessaire que 1 inten- 
site des rayons qui s’echappent ensemble d’un point d’une surface soit 
proportionnelle au sinus de Fangle d emission. 
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On a vu precedemment (art. 90, p. 32) que le coefficient g est donne 
par I’equation 

It 

lizizg I F ( sin 0) COSO c/g?, 

(le sorte que Ton a ici 2 A. Done I’actlon de s sur a est 

' ah 

— - smp 0- sino. 

Try- 

Si les deux surfaces out des temperatures inegales a et b, le resultat 
de leur action mutuelle sera, comme nous I’avons annonce, propor- 
tionnel a 

, , , , i snip crsincp 

(a — b)h — ; -■ 

r 

97. 

Supposons maintcnantqu’un espace vide d’air soit termine de toutes 
parts, et que I’enceinte qui le renferme soit, par une cause extericure 
quelconque, maintenue a une temperature fixe a : il faut determiner 
I’etat final auquel un corps parviendrait si on le placait dans un point 
de cet espace. 

II est visible que I’etat dont il s’agit est celui que Ic corps conserve- 
rait sans aucun cliangeinent, si on le lui donnait d’abord et si on le 
placait ensuite dans un point de I’espace (^icbauffe. Or on pent s’assuror 
facilement que cela aurait lieu si chaque point du corps rccovait d’a- 
bord la temperature a de I’enceinfe. En elfet, une partie infiniment 
petite quelconque a de la surface de ce corps est exposee a Taction 
(Tune infinite de petites surfaces s, s', s", s'", . . . ; elle envoic a chacune 
d’elles, d’apres le th(3oreme precedent, une quanlite de cbaleur exac- 
tement egalea celle qiTelle en regoit. Done cette partie a dc la surface 
du corps ne peuteprouver aucun ebangement de temperature. Le corps 
lui-rneme, dont tous les points interieurs ont la temperature com- 
mune a, doit done aussi conserver cette meme temperature; done il 
tendrait continuellement a Tacquerir, si son etat initial elait different. 
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Ces resultals sent entierement independants de la forme de I’en- 
ceinte, de celle du corps et dulieu oiion le place. Ainsi tons les points 
de I’espace dont il s’agit ont une meme temperature, savoir, celle que 
prendraient les molecules quo 1 on y placerait; et cette temperature de 
1 espace est celle de 1 enceinte qui le borne. Lorsque plusieurs corps 
ont acquis la temperature commune de I’espace dans lequel ils ont ete 
places, ils conservent toujours cette temperature. Un element quel- 
conque de la surface d’un de ces corps est le centre d’une infinite de 
rayons qui composent un hemisphere continuellement rempli de cha- 
leur. L’intensite d’un rayon est proportionnelle au sinus de Tangle 
qu’il fait avec Telcment de la surface dont il sort. Ce meme rayon est 
toujours accompagne d’un rayon contraire qui, ayant la meme inten- 
site, sc mout dans le sens oppose, et s’avance vers la surface dont le 
premier s’eloigne. C’est ainsi que chaque point de la surface d’un corps 
est Ic centre de deux hemispheres qui se penetrent mutuellement; 
Tun est compose dcs rayons emis ct Tautre des rayons contraires en- 
voyes par les autres corps. 

98. 

Si Ton imagine une surface plane infiniment petite oj tracee dans 
Tespace ct pouvant etre librement traversee par les rayons de chaleur, 
lorsque Tequilibre de temperature sera etabli, cet element recevra une 
infinite de rayons sur les deux cotes opposes A et A' de sa surface. Ce 
disque infiniment petit est done en meme temps le centre d’un hemi- 
sphere compose de rayons qui tombent sur le cote A de la surface, et 
celui d’un hemisphere compose de rayons qui s’eloignent de cette 
meme surface A; ct il est tres facile de voir que Tintensite de ces 
rayons incidents ou emis est necessairement proportionnelle au sinus 
de Tangle d’incidence ou d’emission. Done ce cote A de la surface de 
Telement co produit cxactement le meme effet que si co faisait partie de 
la surface d’un corps solide parvenu a la temperature commune. Le 
meme raisonnement s’applique a toutes les parties d’une surface quel- 
conque qui, ayant ete tracee dans Tespace, serait traversee dans tous 
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les sens par les rayons de chaleur. Done, si des corps places dans I’es- 
pace ont acquis des temperatures egales, et si Ton supprime tout a 
coup un de ces corps, I’equilibre de la chaleur s’etablira et subsistera 
de la meme maniere qu’auparavant. En effet, les surfaces qui terminent 
la portion de I’espace que le corps occupait recevront ou transmettront 
des quantites de chaleur exactement egales a celles que le corps rece- 
vaitlui-meme, ou envoyaitaux corps environnants dont la temperature 
etait egale a la sienne. II fautbien remarquer que cette compensation 
ne peut avoir lieu qu’autant que I’intensite des rayons decroit suivant 
la loi que nous avons demontree. Dans toute autre hypothfese, I’effet 
des rayons envoyes par un corps solide parvenu a la temperature com- 
mune ne serait point le meme que celui des rayons qui, apres la sup- 
pression du corps, traversent librement I’espace qu’il occupait. On 
voit, d’apres cela, pourquoi le deplacement de diverses masses parve- 
nues a des temperatures egales n’apporte aucun ebangement dans 
I’^uilibre de la chaleur. 

99 . 

II faut considerer maintenantque les rayons de chaleur qui tombent 
sur la surface d’un corps ne penetrent point tons au dela de la surface 
qui les revolt : une partie de cette chaleur est refleebie dans I’espacc 
environnant, et s’ajoute a celle que le corps lui-memc lui envoie. 
Cette propriete depend de I’etat de la surface sur laquelle tombent les 
rayons de chaleur. La quantite des rayons reflechis est trfes grande 
lorsque la surface est metallique et exactement polio. On remarque 
aussi des differences considerables dans les quantites de chaleur que 
les divers corps peuvent envoyer, a temperatures egales. Ainsi deux 
surfaces planes, egales et egalement echauffees, envoient a I’espace 
environnant des quantites de chaleur tres inegales si Tune est polio et 
I’autre depolie, ou couverte d’un enduit. Or les observations nous ont 
appris qu’il y a une relation constante entre la propriete de reflechir 
les rayons et celle de les transmettre. Cette meme cause, inconnue 
jusqu’ici, qui s’oppose a I’admission des rayons incidents et en refle- 
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chit une partie, est egalement contraire a la projection des rayons quo 
les corps echauffes tendent a envoyer dans I’espace; elle tend aussi a 
les reflechir vers I’interieur des corps, et ne laisse echapper dans 
I’espace qu’une partie de ces rayons. Toutes les fois que, par un chan- 
gement quelconque opere a la surface, on diminue la faculte d’ad- 
mettre les rayons incidents, on diminue aussi, et dans le meme rapport, 
la faculte de les projeter au dehors. Si I’element co de la surface d’un 
corps parvenu a la temperature commune de I’espace regoitun rayon R 
{fig- 6) qui fait avec la surface un angle 9, ce rayon se divise en deux 



parties Ra et R(i — a), dont Tune poursuit sa route en penetrant dans 
la masse, et I’autre so reflechit, comme la lumiere, sous le meme 
angle cp. Puisqu’on suppose que le corps est parvenu a la temperature 
de I’espace, il suit des principes que nous avons exposes qu’il doit y 
avoir en memo temps un second rayon r egal au precedent, et qui 
tombe aussi sur la surface en faisant avec elle Tangle 9, suivant une 
direction contraire a celle du rayon reflechi R(i — a). Ce rayon incident , 
alterne r se divise, comme le precedent, en deux parties, dont Tunera 
penetre dans la masse et Tautre r(i — a) suit une route contraire a 
celle du rayon incident R. Si la surface au point co n’avait point la pro- 
priete do s’opposer a remission de la chaleur, la temperature du corps 
(itant devenue constante, il s’echapperait sous Tangle 9 un rayon R' 
egal a R et suivant une direction contraire ; mais ce rayon projete R 
est, comme le rayon incident R, divise en deux parties R a etR ( 1 a) ; 
Tune poursuit sa route et s’eloigne du corps, tandis que 1 autre partie 
— a) sc reflechit vers Tinterieur, en suivant la meme route que 
le rayon r. Enfin un quatrieme rayon r'egal a R tend egalement a sortir 
II. 7 
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sous le meme angle 9, suivant une direction opposee a celle de r; mais 
il se divise en deux parties r a. et r'(i — a), dont Tune s’eloigne du 
corps et dont I’autre est reflechie vers I’interieur de la masse. 

On voit par la que le point a> envoie selon la direction de r' les deux 
rayons r'oc etR(i — a), et qu’il envoie aussi selon la direction de R' les 
deux rayons R'a et r(i — a). Ce meme point regoit dans I’interieur du 
solide, selon la direction R, les deux rayons Ra et r'(i — a); enfin il 
regoit, selon la direction r, les deux rayons ra et R'(i — a). Comme les 
quantites R, r, R', / sont egales par I’hypothese, il s’ensuit que I’ele- 
ment co regoit sous Tangle 9 un rayon egal a R, et qu’il envoie aussi 
sous cet angle un meme rayon R; c’est ce qui aurait lieu si la surface 
etait entierement privee de la propriete de reflechir les rayons. Done 
Texistence de cette propriete, et son plus ou moins d’intensite, n’ap- 
portent aucun changement dans Tequilibre de la chaleur. 

Il n’en serait pas de meme si la fraction a qui convient aux rayons 
incidents R et r n’etait point la meme que celle qui convient aux 
rayons projetes R' et r'. Il arriverait alors que la quantite de chaleur 
admise differerait de la quantite de chaleur emise, et la temperature 
du corps ne serait point constante. Supposons, par exemple, que le 
corps M, parvenu a la temperature commune A de Tespace, soit tout a 
coup remplace par un corps N de meme forme, de meme substance et 
de meme temperature que le premier, mais qui en differe par Tetat de 
la surface. Ce corps N ne pourrait point conserver la temperature A si 
le changement de la surface, qui augmente ou diminue la facilite de 
reflechir les rayons, ne niodifiait pas egalement la facilite de les 
emettre dans Tespace ; or il est entierement contraire aux faits de sup- 
poser que le corps N prenne une temperature differente de A; done il 
n’y a aucun doute que la surface reflechissante n’exerce egalement son 
action contre les rayons qui tendent apenetrer dans le solide et centre 
ceux qui tendent a en sortir. Il suit de la que, dans Tequilibre de la 
chaleur, Tintensite des rayons emis decroit proportionnellement au 
sinus de Tangle d’emission, quelle que soit d’ailleurs la nature des 
surfaces; il fautseulementconcevoir que les rayons reflechis s’ajoutent 
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a ceux que le corps envoie de lui-meme, et que ces deux parties com- 
posent le rayon emis, dont Tintensite decroit comme le sinus de Tangle 
d’emission. 

Cette propriete de repousserles rayons incidents, qui varie beaucoup 
avec Tetat des surfaces, et qui n’apporte aucun changeraent dans Tetat 
d’equilibre, a une influence considerable sur les progres de Techauf- 
fement et du refroidissement. Si le corps M, place dans Tespace dont 
la temperature commune est A, a lui-meme une temperature infe- 
rieure B, les rayons R et R' n’auront plus la meme intensite, et il est 
facile de voir que Taugmentation de chaleur produite par le rayon R 
sera proportionnelle a a(R — R'). Done la masse s’echauffera d’autant 
plus vite que la fraction a approchera plus de Tunite. Si la surface 
jouissait a un tres haut degre de la propriete de reflechir la chaleur, 
le coefficient a serait tres petit, et le corps s’echaufferai t ou se refroi- 
dirait avec une extreme lenteur. 

Ainsi, lorsque, dans un espace vide d’air que termine une enceinte 
solide entretenue a une temperature constante, on place plusienrs 
masses solides qui different par la substance et par la figure ou par 
Tetat des surfaces, ces divers corps, quelle que soit leur temperature 
initiate, tendent continuellement a acquerir une temperature com- 
mune, qui est celle dc Tenceinte. Ils s’ecbauffent ou se refroidissent 
plus ou moins lentement, selon qu’ils jouissent a un plus haut degre 
de la propriete de reflechir les rayons incidents; mais cette qualite 
n’influe ni sur la valeur de la temperature finale, ni sur la loi du de- 
croissement de Tintensite des rayons emis dans Tetat d’equilibre. Si, 
par exemple. Tun de cos corps refl6chit toute la chaleur qui Ini est 
envoyee, en sorte que la valeur de a soit nulle, il n’acquerra jamais la 
temperature commune; mais il contribuera egalement a Tequilibre de 
la chaleur, en reflechissant les rayons qui tombent sur lui, et dont il 
ne change point la temperature. 

Il faut bien remarquer que les rayons qui sortent de Tinterieur du 
solide, et qui, apres avoir rencontre une surface propre a les reflechir, 
changent de direction en continuant de se propager dans Tespace, 
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conservent toujours leur temperature primitive; celle de la surface 
reflechissante ne peut ni augmenter ni diminuer la temperature des 
rayons reflecliis, en sorte que le corps qui absorbe ces derniers rayons 
en re§oit la meme impression que s’ils lui etaient envoyes directe- 
ment. Ce fait est connu depuis longtemps, et se manifeste dans les 
observations sur la reflexion du froid ; il est devenu tres sensible dans 
plusieurs experiences que nous avons faites recemment pour observer 
les lois de remission de la chaleur. Par exemple, on a transports un 
plateau de glace G 7) dans une piece fermee, dont toutes les par- 


Fig. 7. 



ties avaient acquis une temperature constante superieure a o. On y 
avait place un thermoscope T tres sensible et qui etait devenu station- 
naire. Lorsqu’on presentait le plateau G a une certaine distance du 
thermoscope, I’indice se mettait aussitot en mouvement et se rappro- 
chait de la boule. En effet, avant que le plateau de glace fut apporte, 
la boule du thermoscope recevait de toutes parts des rayons egalement 
chauds, et, comme elle envoyait elle-meme une quantite de chaleur 
egale a celle qu’elle recevait, elle conservait sa temperature; mais, 
lorsque la masse G etait placee, cette masse intcrceptait une partie des 
rayons qui tombaient auparavant sur la boule, et ces rayons etaient 
remplaces par des rayons plus froids, sortis de la glace. C’est pour cela 
que la temperature du thermoscope s’abaissait jusqu’a ce que la quan- 
tite de chaleur envoyee par la boule devint egale a celle qu’elle rece- 
vait. On approchait ensuite une surface metallique polie M, propre a 
reflechir sur la boule T les rayons sortis du corps glace G; alors la 
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temperature du thermoscope s’abaissait de nouveau d’une quantite 
considerable. En efFet, en pla^ant le miroir M, on interceptait encore 
une partie des rayons que la boule T recevait des corps environnants; 
ces rayons etaient remplaces par ceux qui sortaient de I’interieur meme 
du miroir, et aussi par ceux qui, sortis de la masse froide G, se refle- 
cbissaient a la surface du miroir et tombaient sur la boule T. Cette 
boule recevait done, apres qu’on avait approche le miroir, plus de 
rayons froids et moins de rayons chauds qu’auparavant; e’est pour 
cette raison que la presence du miroir M fait toujours abaisser la tem- 
perature. Lorsque le miroir M n’etait point place, la boule T se trou- 
vait seulcment exposee aux emanations d’un plateau de glace; mais, 
lorsque le miroir etait en m, cette boule se trouvait, pour ainsi dire, 
placee entre deux masses froides, en sorte qu’elle perdait une nouvelle 
partie de sa chaleur. 

Avant qu’on placat le miroir M, il etait ordinairement entretenu a la 
temperature dc I’appartement; mais nous avons plusieurs fois echauffe 
ce miroir de quelqucs degres au-dessus de cette temperature commune; 
dans cet etat, on le placait en m, et il arrivait encore que la boule T se 
refroidissait tres sensiblement. Les rayons plus chauds sortis du mi- 
roir memo nc sulBsaient point pour compenser I’effet des rayons ema- 
nes du plateau et reflechis par sa surface sur la boule T. Nous avons 
toujours observe que, si Ton approchait de T le miroir M, en plagant 
cette dernierc surface dc telle maniere qu’elle ne put reflechir sur T 
les rayons emanes de Gg-, la temperature du thermoscope s’elevait, le 
miroir M etant plus echauffe que les corps environna'nts; mais, lors- 
qu’on mettait cette meme surface M dans la situation propre a refle- 
chir surla boule T les rayons sortis de Qg, la temperature du thermo- 
scope s’abaissait. 

Si ensuite on enlevait le plateau de glace, I’indice du thermoscope 
commenejait aussitota se mouvoir; il s’elevait jusqu’a ce qu’il marquat 
une temperature superieure a celle de I’appartement. Enfm, en reti- 
rant le miroir, I’indice se rapprochait de la boule et marquait la tem- 
perature commune. Au reste, ces resultats sont connus de tons les 
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physiciens qui ont observe attentivement les effets de la chaleur. Ils 
s’expliquent tres facilement lorsque Ton considere que la temperature 
des surfaces reflechissantes n’influe point sur celle des rayons reflechis. 

100 . 

Pour achever cette theorie de I’equilibre de la chaleur rayonnante, 
il nous reste a decouvrir la cause qui fait diminuer I’intensite des 
rayons emis proportionnellement au sinus de Tangle d’emission. On 
parviendra a Texplication mathematique de ce phenomene en exami- 
nant comment toutes les molecules infiniment voisines de la surface 
concourent a remission perpendiculaire ou oblique de la chaleur. 

Supposons que le plan AB i^fig. 8) termine une masse solide echauf- 



itn 


fee qui conserve la temperature a et separe cette masse du milieu en- 
vironnant, qui conserve la temperature o; chaque point du plan AB 
pourra etre regarde comme le centre d’un hemisphere continuellemenl 
rempli de chaleur. La question consiste a comparer Tintensite des 
rayons obliques' a celle des rayons perpendiculaires. 

II resulte, en premier lieu, de toutes les observations qu’il n’y a 
qu’une couche extremement mince des corps opaques qui puisse con- 
tribuer a la projection immediate de la chaleur. Ainsi, en concevant 
le solide divise en un tres grand nombre de couches paralleles d’une 
tres petite epaisseur, on voit que la couche extreme terminee par le 
plan AB est la seule qui puisse porter immediatement jusque dans le 
vide la chaleur dont elle est penetree. Mais les differentes parties de 
cette derniere couche ne concourent point, egalement a cet effet, quoi- 
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qu’elles aient toutes la meme temperature que les points de la surface. 
Les points qui sont situes a la superficie envoient la chaleur dans tous 
les sens avec une egale facilite : ceux qui sont un peu au-dessous de 
la surface n’envoient pas aussi facilement la chaleur au dela des limites 
du corps ; celle qu’ils projettent s’arrete en partie sur les molecules 
solidcs qui les separent de I’espace exterieur : il n’y a qu’une partie 
de cette chaleur projetee qui parvient jusqu’a I’espace et qui s’y re- 
pand. De plus, ces memes points envoient moins de chaleur jusqu’aux 
limites du corps en suivant une direction oblique que selon la per- 
pendiculaire. Cette difference provient encore de I’interposition des 
molecules solides, qui sont en plus grand nombre dans les directions 
obliques. 

Chaque point de la normale om. envoie perpendiculairement a la 
surface, suivant mo, une certaine quantite de chaleur, et chaque point 
de cette meine normale envoie aussi jusque dans I’espace E une cer- 
taine quantite de chaleur suivant une direction oblique, parallele a 
une ligno donnee CD. Soit p la quantite totale de chaleur que le filet 
solide om projette jusque dans I’espace exterieur E, perpendiculaire- 
nient a la surface AB, et soit v la quantite totale de chaleur que le 
memo filet solide projette jusque dans I’espace, selon la direction pa- 
rallcle a CD : on va demontrer qu’on a toujours I’equation v = jxsino, 
9 etant Tangle que CD fait avec le plan. Le meme raisonnement pou- 
vant s’appliquer a tous les filets perpendiculaires dont la base est sur 
le plan AB, on en conclura que la quantite totale de chaleur qui tra- 
verse le plan selon la direction perpendiculaire est a la quantite totale 
qui le traverse selon la direction parallele a CD dans le rapport de i a 
sin cp : tout se reduit done a comparer les quantites p. et v. 

Supposons qu’a la distance Oa.{fig. 9 ) la molecule a puisse envoyer 
selon la normale, et jusque dans Tespace exterieur, une quantite de 
chaleur designee par Tordonnee ap. Concevons, en general, que 1 on 
ait decrit une courbe mpq dont chaque ordonnee a.p, ou ^q, represente 
la quantite de chaleur qui peut etre envoyee dans Tespace, selon la 
normale, par la molecule a, ou p, placee a Textremite de 1 abscisse qui 
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repond a cette ordonnee ap, ou ^q. La ligne mpq depend, suivant une 
loi inconnue, de la nature de la substance solide, et Ton peut dire que 
chacune de ces substances a une certaine courbe qui lui est propre. 
Le point d’intersection entre la courbe et I’axe Om est le dernier point 
de cette normale qui puisse projeter une partie de la chaleur jusque 
dans I’espace E; celle qui est envoyee par les autres points plus eloi- 
gnes de 0 ne parvient point jusqu’aux liraites du solide. II est facile de 
voir que la quantite totale de cbaleur p. envoyee perpendiculairement 
par la ligne Om dans I’espace E est representee par I’aire comprise 
entre Om et mpq. 

F'g- 9- 

E E 

A 0 H 



On trouvera maintenant la quantite totale v que cette mtoe ligne 
envoie a I’espace parallelement a la direction CD, en concevant une 
seconde courbe m'p'q' dont les ordonnees representent les quantites 
de chaleur envoyees selon la direction CD. Ainsi, pour connaitre com- 
bien le point a' envoie de chaleur parallelement a CD jusque dans 
I’espace E, on menera par ce point a' I’oblique a' a' parallele a CD; 
ensuite on portera cette ligne a.' a', de 0 en a, sur I’axe de la premiere 
courbe. L’ordonnee a.p designera la quantite de chaleur envoyee obli- 
quement. On elevera done en a' I’ordonnee a'p' egale a ap. On con- 
struirait, par ce moyen, la seconde courbe m'p'q', et I’aire comprise 
entre cette courbe et la normale Om' exprimerait le produit total v de 
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1 emission oblique. Or, si Ton compare ces deux courbes, on voit que, 
pour une meme abscisse a.p oil cf!p\ les ordonnees correspondantes 
sont dans un rapport constant, qui est celui de i a sino. Done ce rap- 
port est celui des aires [/. et v; ainsi Ton a cetle relation 


V =r jUL sin 9. 


On obtient aisement ce resultat sans employer les constructions. En 
effet, soit 9 (a) la fonction inconnue qui exprime combien le point 
place au-dessous de la surface, a une distance perpendiculaire a, peut 
envoyer de chaleur au dela de cette surface, selon la direction de la 
normale; et soit a la plus grande valeur que puisse avoir a; e’est-a-diro 
que, si la distance a est plus grande que a, la valeur de s(a) est tdu- 

jours nulle. L’integrale / (s^{a)da. donnera la valeur de la quantite to- 

talep-envoyee perpendiculairement dans I’espacepar le filet solideO;??. 
Mais, si I’emission est oblique, le meme point a se trouvera distant du 
point de la surface oil il dirige ses rayons d’une quantite egale 
done il no pourra envoyer dans I’espace exterieur qu’une quantite de 
(dialcur exprimee L’iiitegraleJ^ sera done la 

valeur du produit total v de remission oblique. Soit ^ 7 ^ = p-, on aura 



et cette secondc integrale devra etre prise depuis a = o jusqu’a a = a, 
ou, ce (fui est la meme chose, depuis [3 = o Jusqu’a Mais il 

est evident, d’apres I’liypothesc, que toute valeur de ^ plus grande que 
a donnerait des valours nullcs pour <p(P) : done I’integrale J 
peut etre prise depuis p = o jusqu’a ^ = a; ainsi elle ne dilfere point 
de j\{ix.)da prise depuis a = o jusqu’a a = a. On a done 



doL^\i^ sin 9. 


II suit de la que, sans connaitre la fonction f (a), qui varie avec la 
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nature de chaque substance solide, on est assure que la quantile totale 
de chaleur qui sort perpendiculairement d’une surface echauffee est 
plus grande que la quantite qui sort obliquement de cette meme sur- 
face, et que le rapport de ces deux quantiles est celui du rayon au 
sinus de Tangle d’emission. 

On voit maintenant que Ton pourrait parvenir de differentes ma- 
nieres a determiner cette loi du decroissement de Tintensite des rayons. 
Nous avons obtenu ce resultat en considerant Tegalite qui s’ctablit 
entre les temperatures des corps places dans une enceinte commune; 
nous aurions pu le deduire de Texamen meme de la cause qui le pro- 
duit; enfm il est expressement indique par les experiences, comme le 
prouvent les Ouvrages de MM. Leslie, Rumford etPrevost, de Geneve. 

L’existence de cette loi est une consequence certaine des causes qui 
determinent la propagation de la chaleur dans les corps solides. C’est 
pour cette raison que le theoreme enonce en la page 28 nous a paru 
avoir une connexion necessaire avec la matiere que nous traitons, 
quoiqu’il se rapporte au mouvement de la chaleur dans le vide. Nous 
aurions regarde coinme incomplete la theorie de la propagation de la 
chaleur dans les solides, si nous n’avions point considere la loi a la- 
quelle cette propagation est assujettie dans Tenveloppe extreraement 
mince qui lermine les corps, et si nous n’avions point explique com- 
ment ces memes corps solides parviennent, independamment du con- 
tact, a Tequilibre de temperature. Nous devons done esperer que cette 
partie de notre Ouvrage ne sera point regardee comme etrangere a 
Tobjet principal que nous nous sommes propose. 

Letraite que M. le professeur Prevost a public en 1809 sur la cha- 
leur rayonnante contient Texposition des phenomenes connus qui de- 
pendent de cette theorie. L’auteur a donne le premier une hypothese 
physique qui explique tres clairement la reflexion apparente du 
froid et toutes les circonstances de Tequilibre de la chaleur. M. le 
D*' Leslie, d’Edimbourg, et M. le comte de Rumford ont enrichi cette 
branche de la Physique d’un grand nombre de fails nouveaux. Toutes 
ces decouvertes ont ete preparees et excitees par les recherches de 
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M. M.-A. Pictet, a qui I’on doit des experiences capitales, et qui a fait 
connaitre le premier toute I’importance des recherches de ce genre 
(Essaisur le feu, public en 1790). 

MM. Leslie et Prevost avaient deja considere comme indiquee par 
les observations la loi du decroisseinent de I’intensite des rayons 
obliques. Le premier attribue d’abord cette loi a remission de la lu- 
miere. Void ses expressions : « Puisque le boulet devenu rouge ne se 
distingue pas d’un disque lumineux, il s’ensuit que la lumide est 
emise avec moins d’abondance dans les directions obliques, et que la 
densite des rayons est a peu pres comme le sinus de leur ddiation de 
la perpendiculaire. » 

, M. Prevost, apres avoir cite ces memes expressions, ajoute : « Voilii 
une analogic dont on pent faire I’application au calorique rayonnant; 
et, en effet, des experiences que nous rapporterons portent a croire 
que remission du calorique estassujettie a la memeloi. » Et plus loin ; 
« J’ai dit ci-dessus qu’il paraissait, par quelques experiences de 
M. Leslie, que le calorique emanait avec plus d’abondance selon la di- 
rection perpendiculaire a la surface qui I’emet que selon toute autre 
direction : voici les expd'iences qui rendent ce fait probable. » 

Elies consistent principaleraent dans I’observation, qu’afaiteM. Les- 
lie, de I’effet produit par une surface ecbauffd a laquelle on donnait 
des situations plus ou moins obliques. 

On place un miroir metallique concave m {fig. 10), d’une forme 


Fig. JO. 



parabolique, devant une surface plane echauflfee ee, dont les rayons, 
reflecliis par le miroir, echauffent la boule t d’un thermoscope place 



60 THEORIE DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR 

pres du foyer. Deux plans e, e interceptent une partie des rayons en- 
voyes par le plan echauffe vv, et ces ecrans sont separes par un inter- 
vallenra, qui laisse parvenirune partie des rayons &Txmmm. Apres avoir 
observe et mesure I’effet que produisent sur le thermoscope les rayons 
emanes du plan echauffe dans la position on change cette position, 
et Ton donne a la surface la direction v'v', sans changer la place du 
centre. On observe alors que I’effet produit sur le thermoscope est a 
tres peu prfes le meme qu’auparavant. 

11 faut supposer : que la temperature de la surface est la memo 

en ee et en e'e', ou qu’on tient compte de la diminution de temperature ; 
2 “ que le deplacement n’est point assez grand pour que la ligne v'n, 
qui passe par I’extremite du plan echauffe et celle de I’ecran, cesse de 
rencontrer le miroir. 

M. Leslie, apres avoir rapporte ces experiences, et remarque des 
circonstances accessoires qui lui paraissent devoir se compenser pres- 
que exactement, ajoute : « Je suis dispose a compenser ce deficit par 
ce que j’ai remarque ci-dessus. Nous pouvons done conclure en general 
que Taction eloignee d’une surface echauffee est equivalente a celle de 
sa projection orthographique, et doit etre estimee par la grandeur 
visuelle de la source. » 

On voit par ces citations que, en observant les effets des rayons 
obliques, on a ete naturellement conduit a Icur attribuer une inten- 
site variable et proportionnelle au sinus de Tangle d’eraission. 

L’action de la chaleur rayonnante est assujettie dans les espaces 
vides d’air aux lois mathematiques que nous avons exposees; mais, 
lorsqu’elle se propage dans Tatmosphere, elle suit des lois differentes 
ot beaucoup moins simples, qui sont aujourd’hui presque entierement 
ignorees. L’air interpose re?oit en partie la chaleur rayonnante, et il 
agit ensuite lui-meme sur les corps voisins. Nous avons plusieurs fois 
constate par des experiences attentives cette influence marquee par la 
presence de Tair. Comme Temploi des miroirs concaves complique les 
resultats en meme temps qu’il les rend plus sensibles, nous avons 
mesure Taction directe d’une surface echauffee sur la boule d’un ther- 
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moscope qu’on plagait a differentes distances. On a apporte un soin 
extreme dans ces observations, et Ton a reconnu que les lois qui 
scraient observees dans les espaces vidos sont notablement alterees 
par Taction de Tair intermediaire. Ainsi I’efFetproduit par une surface 
inclinee se rapproche visiblement de celui de la projection orthogra- 
pliique; mais il y a tonjours une difference tres sensible entre les deux 
vesultats. 

Pour rendre plus manifeste cet effet de I’interposition de Pair, on 
avait introduit dans une enveloppe conique, et vers le sommet en /' 
{ ftg- I i), la boule d’un thcrmoscope; on plaqait ensuite ce recipient 


Fig. 


V 


V 
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a cote et au-dessus d’une surface echauffee ee; un ecran ee empechait 
les rayons sortis dc ev de tomber directement sur la surface interieure 
du recipient. On a toujours remarque que la boule du thermoseopc 
s’cchauffait rapidcmcnt, et il a ete facile de reconnaitre que celapro- 
venait do Tair intermediaire mmm, qui, etant ecbauffe, montait dansle 
recipient. Ainsi tout corps expose dans Tair a Taction directe d’unc 
surface echauffee eprouve en meme temps celle d’une masse fluide 
qui Tenvironne dc toutes parts, et cet effet accessoire est une partie 
notable de Teffet principal. 

Ces m6mes experiences, qui avaient pour objet de mesurer avec pre- 
cision Taction directe d’une surface echauffee sur la boule du ther- 
moscope, nous ont donne lieu d’examiner comment Taccroissement de 
la distance, en augmentant la quantite d’air interpose, concourt a la 
diminution de Teffet produit; mais nous avons obtenu des resultats 
sensiblement differents de ceux qui auraient lieu d apres la regie pro- 
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posee parM. Leslie, et qu’il a conclue de quelques-unes cle ses obser- 
vations sur la chaleur reflechie. 

Quant a Taction des rayons solaires, elle doit, a plusieurs %ards, 
etre distinguee de celle de la chaleur obscure. Nous appelons ainsi celle 
qui, ne pouvant traverser directement les liquides diaphanes, ne rend 
point les corps visibles. Pour faire connaitre la necessite de cette dis- 
tinction, il nous suffira de rapporter Texperience suivante, que nous 
avons faite recemment. 

On a place au devant de la boule d’un thermoscope un plateau de 
glace transparente, d’une epaisseur assez considerable; on a ensuite 
approche rapidement au devant du plateau une plaque de fer tres 
('chauffee, mais non lumineuse; on n’a remarque aucun mouvement 
dans Tindice du thermoscope (la boule etait garantie, de toutes parts, 
do Tacces de Pair echaulFe, et Ton avait pris toutes les precautions 
roquises). On a ensuite retire la plaque echauffee, et on Ta remplacee 
par la flamrne d’une bougie ordinaire : aussitot Tindice du thermoscope 
s’ost nais en mouvement. On arepete plusieurs foisces epreuves, etTon 
n’a pu observer quelque mouvement dans le thermoscope qu’en faisant 
rougir la plaque metallique. L’instrument etait tres sensible, car Te- 
tondue d’un degre octogesimal etait d’environ deux pouces ; et il etait 
aussi tres mobile, car Tindice commengaita marcher lorsqu’on presen- 
taitla main etendue au devant de la boule a quatre ou cinq pieds de 
distance. 

Il resultc de cette experience et de plusieurs autres que la chaleur 
rayonnante, qui ne penetre point directement les liquides diaphanes, 
suit parce qu’elle manque de vitesse, soitpour toute autre cause, ne se 
comporte point dans Tair et dans les solides transparents comme celle 
qui emane des foyers lumineux. Il faudra done avoir egard a cette 
distinction lorsqu’on entreprendra de determiner Taction des rayons 
solaires sur Tatmosphere et sur les eaux. Ces rechercbes ne peuvent 
etre fondees que sur une longue serie d’observations. Au reste, elles 
n’appartiennent point a la matiere que nous traitons aujourd’hui. Il 
faut bien remarquer qu’en soumettant au calcul la question des tern- 
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peratures terrestres, nous avons ecarte tout ce qu’il pourrait y avoir 
d’hypothetique et d’incertain dans la mesure de I’effet des rayons so- 
laires. En effet, on peutregarder I’etat de la surface du globe comme 
donne par les observations, et il s’agit ensuite d’en deduire I’etat des 
molecules interieures. Cette derniere question depend entierement de 
notre theorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides. 

XIV, 

Comparaison des resultats de. Id iheone avec ceucc 
de diverses experiences. 

101 . 

11 nous reste a comparer les resultats que fournit I’analyse avec ceux 
de nos propres experiences. Ces observations ontete faites avec beau- 
coup de soin, et souvent repetees. Le nouveau degre de precision que 
nous sommes parvenu a leur donner nous a fait reconnaitre uiie con- 
formite encore plus exacte entre les faits et la theorie. Pour etablir 
avec ordre cette comparaison, nous avons considere, dans les diverses 
questions, les resultats les plus remarquables et qu’on pent constater 
avec precision. Ainsi, la theorie faisant connaitre que les teuiperatures 
fixes de divers points places a distances egales sur la circonference de 
I’annille fornientune serie recurrente (art. 10) ('), nous avons cher- 
che a verifier ce resultat en mesurant les temperatures a, b, c, d de 
quatre points consecutifs et en comparant le quotient - au quo- 
tient — qiii doit etre le memo que le precedent. 

II n’est pas moins facile d’observer, pendant le refroidissement de 
Tarmille, les temperatures A et A' de deux points situes aux deux 
extremites d’un ineme diametre, et de les comparer aux temperatures 
B et B' de deux autres points situes aux extremites d’un autre diametre. 


(1) Theorie de la chaleur, art. 109, p- 89 . 


G. D. 
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Les deux soinmes A + A' et B + B' doivent tendre de plus en plus a 
devenir et a demeurer egales pendant la duree du refroidissement 
(art. 37) (‘). II faut examiner si cette relation, donnee par la theorie, 
se manifeste dans les experiences. 

On a vu aussi que le systeme variable des temperatures des ditfe- 
rents points d’un corps donne s’approche continuellement d’un etat 
regulier et final, dans lequel les rapports des temperatures ne changent 
plus avec le temps, chacune d’elles decroissant comme I’ordonnee 
d’une meme logarithmique dont le temps est I’abscisse. II s’agit done 
d’observer les temperatures , P’ 2 , e,, ... d’un point determine, cor- 
respondantes aux temps ..., et de comparer entre elles les 


quantiles 


lOgt’l— ]Og(’,. 
^2 



> ••• afin de reconnaitre si ces quan- 


tiles sont ou deviennent sensiblement egales, comme la theorie le 


suppose. 

En general, le calcul nous apprenant que la chaleur affecte tou- 
jours dans I’interieur des solides une disposiiion reguliere et syme- 
trique, il est int^ressant de rendre ces proprietes sensibles par I’expe- 
rience, et de pouvoir distinguer a quelque caractere certain si le 
systeme des temperatures est entre et persiste dans cet etat regulier, 
independant de rechaufFement initial. 

Nous n’avons pas eu seulement pour but dans ces experiences de 
verifier les resultats remarquables de la theorie; nous les avons encore 
choisies telles qu’on put connaitre pour une substance (le fer) les trois 
qualites specifiques qu’il est necessaire de mesurer pour faire I’appli- 
cation des formules. Ces elements sont la conducibilite propre, la con- 
ducibilite exterieure et la capacite specifique de chaleur. 

La premiere experience a ete faite sur un anneau de fer poli, expose 
par I’un de ses points a Taction d’une chaleur constante. On a place 
sur trois supports de bois sec un anneau de fer poli d’environ un pied 
de diametre; son plan est horizontal; il est perce de six trous, comme 


(1) Theorie de la chaleur, art. 245, p. 249 . 


G. D. 
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oa le voit dans \a fig. 12 . Les trois premiers occupent le quart dela 
circonference, et leur distance est du huitieme de cette circon fere nee; 
les trois autres leur sont diametralement opposes ('). Les trous ne 
penetrent point jusqu’a la surface inferieure, mais seulement au dela 
(111 milieu de I’lipaisseur. On a place dans Tarmille divers thermo- 
metres, en sorte quo le centre du reservoir de chacun correspondit au 
milieu de I’epaisseur; on a ensuite rempli avec du mercure les trous 
oil Ton avait mis les thermometres; ceux qui restaient et qui n’avaient 
pas de thermometres ont aussi ete remplis avec du mercure. On a 
echauffe I’anncau en placant au-dessous une lampe d’Argant dont on 


Fig. 12. 



pouvait augmenter on diminuer la flamme. On observait la tempera- 
ture dc Tappartement au moyen d’un thermometre libre; I’air etait 
Iranquille; on tenait (jchaulTee une piece voisine du lieu de I’expe- 
rience, et Ton entr’ouvrait, lorsqu’il (3tait necessaire, la porte de com- 
munication avec cettc etuve. On est parvenu ainsi a retenir dans un 
(Icgre fixe la temperature de fair. Le point au-dessous duquel on avait 
inis le foyer etait tres voisin d’un des thermometres places dans I’ar- 
inille, et Ton riiglait continuellement I’activite de la flamme en sorte 
que ce tbermometre marquait un degre fixe. En apportant beaucoup de 
soil! dans cos experiences, on est parvenu, apres des tentatives reite- 
rees, a entretenir dans un etat fixe, pendant plus de cinq heures con- 
secutives, la temperature de I’air et celle du thermometre voisin du 
foyer. Los thermometres plus eloignes se sonteleves successivement; 

(1) Le diamelre total 7? w ost le diamfetre int^rieurw est lApaisseur w// 

est o’”,oa6; la hauteur pq est o"',o4o : pour chacun des trous le diarafetre est o’". 01 45 ; la 
hauteur o'", 0270. 

II. 


9 
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leur mouvement s’est ralenti de plus en plus, ensuite il a cesse. Les 
temperatures out ete stationnaires pendant un long temps, et alors 
on les a observees. On a fait plusieurs experiences de ce genre, en 
variant la position des foyers, celle des thermometres, et I’etat des sur- 
faces, qui etaient tres polies, ou enduites, ou recouvertes de diverses 
enveloppes. Quelquefois on a expose I’anneau a Taction constante de 
plusieurs foyers appliques a des points diflerents. Dans tons ces cas, 
on observait les temperatures stationnaires A, B, C de trois thermo- 
metres consecutifs, et, retranchant la temperature commune de Fair, 
on comparait les trois elevations a, h, c, afin de connaitre le rap- 
port — Chaque experience donnait au moins une valeur de ce 

rapport, et Ton a remarque, en effet, que cette valeur etait con- 
stante (*), et qu’elle ne dependait ni de Tintensite des foyers, ni 
des points ou ils etaient places. Mais ce quotient change avec Tetat 
des surfaces, et il varie aussi lorsque la distance de deux thermo- 
metres consecutifs devient plus grande. En designant par q la valeur 
que prend ce rapport lorsque la distance de deux thermometres est^ 
(le la circonference, et par r la valeur qui convient a une distance 
double, on a trouve par la theorie la relation suivante q — \/r-+- 2; 
ce qui est exactement conforme aux observations (wfr ci-dessous, 
p. 68 et suiv.). 

On va maintenant rapporter les resultats numeriques des six obser- 
vations qui ont ete faites sans que Tetat des surfaces fut change. Les 
thermometres a, b, c, (^etaient places comme Tindique la Jig. i3. Le 
foyer permanent etait au-dessous du point f, voisin du point c; le 
thermometre c, qui etait en ce dernier point, a marque constamment 
99” 3 a Techelle octogesimale, et la temperature permanente de Tait* 
etait de 1']°^. Il s’est ecoule 4'* 24 ™ depuis le moment oil Ton a pose le 
foyer jusqu’a celui oil Ton a mesure les temperatures stationnaires : 
on les a trouvees alors telles qu’elles sont indiquees dans la Table 
ci-jointe. Les points o, i, 2, 3, 4, 5, 6, 7 designent les points de divi- 


(1) Theorie de la chaleur, art. 107, p. 88. 


G. D. 
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sion de la circonference, partagee en huit parties egales; s,, -3. 

designent les quantiles dontla temperature de ces point? 

Fig. i3. 



surpasse la temperature de I’air. Le point c correspond au point o, et 
Ton connait par I’experience les quatre quantiles -i- 


£xc6s 

de la temperature 

du point Temperature 

Thermom6lro. Temperature. sur celle de Pair. de Pair. 

o 0 

99 V So = 81 I 

: 2 = 48 -| 

d 5oi S3 =32 II 

a 44 34 = 26 ' 


11 resulte de la theorie (^) que les elevations z.,, z.^, z^, z,^, 

z^^, 5, fornient une serie recurrente, et que le quotient — est un 
nombre constant, qui ne depend que de la nature et des dimensions de 
I’anneau, et se trouverait toujours le meme, de quelque cote qu’on 
plagat les foyers de chaleur constante. On avail pour oJ>jet de trouver 
ce quotient, afm de le comparer a celui que donneraient d’autres, obser- 
vations : on n’avait alors que quatre thermometres que I’on put appli- 
quer a I’armille; mais on pouvait suppleer au nombre des thermo- 
metres en variant les observations. 

On a trouve = 2,2683, valeur du quotient cherche. On pon- 

vait d’abord verifier ce resultat par le ealcul suivant. On a vu que le 


( 1 ) Theorie de la chaleur, art. 109, p. 89. 


G. 
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quotient serait different si la distance de deux thermonietres 

consecutifs, au lieu d’etre egale a { de la circonference, etait egale a 
la quatrieme partie de cette circonference. On suppose qu’il y ait iin 
therniometre au point G, et Ton designe par I’elevation de la tem- 
perature de ce point au-dessus de celle de I’air. Soient 9 et 

— = r-, il cst facile de trouver (') entre ^ et r la relation suivantc : 

(! HZ 0) + — Gl /* &)“ -|— — - • 

Eliminons co, on a 

q zzzsj r 2 . 

Ainsi, en determinant r, on en pourra conclure une nouvelle valeur 
de q. 

Pour trouver /•, on aura les deux equations 



eliminantsj, qui estinconnue, on a 

7-2sj— rs,= 34+ So- 
on peut done obtenir la valeur de r au moyen de z.,, s.,, coniine on 
a obtenu celle de q au moyen de z.,, s,, s,,. En faisant ce calcul, on a 
trouve r = 3 ,i 4 o; et de I’equation q ~ \/r-h 2 ona conclu q= 2,2673. 
(]ette seconde valeur differe extremement peu de la premiere. Au reste, 
il est probable que cette conformite resulte en partie de la compensa- 
tion fortuite des erreurs. 

On a fait diverses experiences du meme genre, en variant la position 
des quatre therinometres. Quelquefois on a place plusieurs foyers, en 
apportant la plus grande attention pour que les thermometres denieu- 
rassent stationnaires, ce a quoi Ton peut toujours parvenir. On a 
change aussi la temperature de Tappartement, et Ton a prolonge la 


(*) Theorie de la chaleur, art. HO, p. 89. 


G. D. 
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Le quotient q ou — est 2,320; le quotient r ou — ^ est 3,335, 

et si Ton calcule une seconde valeur de q au moyen de la relation 
q =z \jr -h T., on trouve q = 2,3098. 

Les six experiences ont donne onze valeurs du nombre q, qui 
peuvent servir a determiner ce nombre tres exactement. L’erreur sera 
moindre que la quatre-vingt-dixieme partie de la valeur du nombre si 
Ton emploie les experiences faites en divers temps; et si Ton ne se 
sert que des experiences faites le meme jour, I’erreur sur la valeur de 
q sera beaucoup moindre que la deux-centieme partie de cette valeur. 
On peut done calculer avec precision le rapport g des deux conduci- 
bilites. 

Nous ferons remarquer que la valeur numerique de q, ebangeant 
avec I’etat des surfaces ('), a du subir quelque alteration dans notre 
armille. Les premieres experiences ont ete faites en 1806 et les der- 
nieres on 181 1 : dans cet intervalle on entretenait de temps a autre 
I’etat net et poll de la surface; mais on n’a pu eviter quelque leger 
changement. C’est pour cela que les deux valeurs de q conclues d’une 
seule experience sont en general plus voisines que celles qui ont ete 
donnees par des experiences differentes. Au reste, on ne pouvait point 
attendre des resultats plus conformes entre eux, soil a cause des erreurs 
provenant des thermometres, soit a raison des circonstances propres a 
I’experience. En effet, les resultats theoriques auxquels nous sommes 
parvenus supposent que Fair est deplace avec une vitesse uniforme ; 
mais le courant d’air qui s’etablit pres de la surface de I’anneau, et 
emporte dans le sens vertical les molecules echauffees devenues plus 
legeres, a une vitesse moindre dans les parties dont la temperature 
est moins elevee. Les points de I’anneau situes dans une meme section 
perpendiculairo a I’axe n’ont point, comme on le suppose, une egale 
temperature. La difference, quelque petite qu’elle soit, influe sur les 
valeurs des temperatures fixes; il en est de meme des interruptions 


(^) TMorle de la chaleur, art. 79, p. 56. 


G. D. 
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qu’eprouve la masse de I’anneau, a raison des trous qui re^oivent les 
thermometres et sont remplis de mercure; enfin il doit s’ecouler une 
petite quantite de chaleur dans les supports. Toutes ces circonstances 
doivent alterer les resultats, et les eloigner de ceux que donne la 
theorie. On voit cependant qu’clles n’empechent point qu’on n’ob- 
tienne des valeurs tres voisines des veritables. 

i02. 

On a observe aussi le mouvement de la chaleur dans cette meme 
armille qui a servi aux experiences precedentes. Ce solide avait etc 
place sur trois supports de hois sec; son plan etait horizontal, et Ton 
avait mis quatre thermometres a, b, c, d {Jig- i 5 ) aux points designes 

I'ifr. l5. 



par ces lettrcs dans la figure; ensuite on avait rempli de mercure les 
trous a, h, c, d, et les deux autres m et n, qui n’avaient point de ther- 
mometres. Un cinquiemc thermometre etait libre et servait a mesurer 
la temperature du lieu de I’experience. La piece oil Ton observait etait 
assez vaste, et Ton prenait soin de ne pas agiter Fair. Elle communi- 
quait avec une seconde piece echauffee, et Ton ouvrait, lorsqu’il etait 
necessaire, la porte de communication, afin d’obtenir une temperature 
constante; ce qui a eu lieu en effet. 

Le point f ayant ete expose pendant 26 minutes environ a la flamme 
d’une lampe d’Argant, les thermometres c, h, d, a se sont eleves suc- 
cessivement. Apres 26 minutes ecoulees, on a ote le foyer, et dans ce 
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moment, a le thermometre c marquait 127 °! environ, et les 

aiitres marquaient exactement, savoir : 

Thermomdlro- Temperaluro. 

- 0 

Ij 55 1 

a 20 

d 35 I 

celui de la chambre, designe par t, 

t... 18 i 


A 7 '' 34'“, le thermometre c etait descendu a 1 1 1 “| environ ; et les 
aiitres thermometres marquaient exactement, savoir : 


Therinom^lre. 


Temperature. 


b 


d. 

t. 



On a commence a mesurer les temperatures avec le plus grand soin ; 
line personne observait un seul thermometre, et toutes etaient avertics 
au ineme instant par celle qui observait le temps eeoule. On reinar- 
quait aussitot la position du mercure dans le thermometre, et Ton en 
tonait note. 

La Table suivante contient ces resultats : 
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THERMOMETRES 

SOMMES 

DIFFERENCE 

des 

c. 

b. 

a. 

d. 




doml- 

sommes. 

89f 

59 

28 

40 1 

0 1 unpeu 
liaut 

58,916 

49,833 

H- 9,083 

75 I 

56 i 

3oi 

42 i 

i8i id. 

53, 167 

49>4'7 

4- 3,760 

66 i 

53 i 

32 i 

42 f 

1 8 -I id. 

49,260 

47,833 

-1- 1,4.7 

60 

5o| 

33| 

4if 

i8|id. 

46,833 

46, 167 

4- 0,666 

55^ 

47 1 

341 

4i h 

i8| 

44>Soo 

44,483 

4- o,3i^ 

5if 

45 1 

341 

4oi 

i8| 

43,333' 

43,067 

4- 0,266 

47 

43 

35 

38 ft 

i8| 

4l ,000 

40,967 

4“ 0 , o33 

43 1 

4r 

34i 

38 

i8f 

39,354 

39,500 

— 0, i46 

42 i 

39 1 

34 i 

37 i 

.8-1 

38 j5oo 

38,483 

4 - 0,017 

4o| 

37! 

34 i 

36 1 

.81- 

37,375 

37,041 

-j- 0 , 334 

39 iV 

37 

34 

35 H 

i8f 

36,85o 

36,467 

4" 0 , 383 

37 i 

36 

33 fulble 

34 B 

I ^ faiblo 

35,167 

35,367 

— 0,200 

36 

35 

32-1 

33 1 

un peu 
19 fulblo 

34,365 

34,3oo 

-h o,o65 

34 i 

33 1 

32 i 

33 1 

19 id. 

33,35o 

33 ,5oo 

— 0, i5o 

33 1 

33 A 

3r| 

32 B 

19 id. 

32,791 

32 , 950 

— 0,169 

33 

32 1 

3ii 

32 

19 id. 

32, 125 

32,200 

— 0,075 

32 

3if 

3 i^ 

31-1 

19 id. 

3i,533 

31,733 

— 0,200 

3oi 

3of 

3o| 

Q- 1 unpeu 
fort 

19 id. 

3o,3i2 

3o,5oo 

— 0, 188 

27 i 

27I 

27 1 

^7l 

19 

27,666 

27,760 

— 0,084 

27 

?7i 

27 i 

■27-1 

.9 id. 

27,125 

27,291 

— 0,166 

26 i 

26|Trr 

26 1 

26 1 

19 id. 

26,625 

26,666 

— o,o 4 i 


II. 
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L’esperience a ete termmeea io*‘ 28 “ du soir. 

Nous avons vu (') que la loi de la propagation de la chaleiir dans 
une armille devient de plus en plus simple a mesure que le refroidis- 
sement s’opere, et qu’apres un certain temps ecoule la chaleur est dis- 
tribuee symetriquement. Dans ce dernier etat, qui dure jusqu’a la fin 
du refroidissement, la circonference est divisee en deux parties inega- 
lement echauffees. Tous les points d’une moitie de I’annille ont une 
temperature superieure a la temperature moyenne, et tous les points 
de la moitie opposee ont des temperatures inferieures a cette valeur 
moyenne. La quantite de la difference est representee par le sinus de 
Fare compris depuis chaque point jusqu’a I’extremite du diametre 
mene par le point qui a la temperature moyenne. On avait pour but, 
dans I’experience precedente, de connaitre le moment ou le solide 
commence a entrer dans I’etat que nous venons de decrire. Commela 
temperature moyenne equivaut, dans cet etat, a la demi-somme des 
temperatures do deux points situes aux extremites d’un meme dia- 
metre et que, par consequent, cette demi-somme est la meme pour 
deux points quelconques, pourvu qu’ils soient opposes, on a choisi 
cette propriete comme I’indice de la disposition symetrique qu’il s’agit 
de rendre sensible. Tout se reduit done a observer pour le meme in- 
stant la valeur de la difference de la demi-somme des temperatures 
a-h c et la demi-somme des temperatures d -h d, et a examiner au 
moyen des resultats precedents s’il arrive, apres un certain temps, que 
ces temperatures deviennent et demeurent egales. Or les resultats des 
experiences sent a cet egard tres remarquables, et ne laissent aucun 
doute sur cette distribution reguliere de la chaleur. 

En effet, lorsqu’on a eloigne le foyer, a 7 '* 3 i“, la demi-somme 
^(a-i-c) valait environ 76 "^, et la demi-somme i(b -h d) valait 45”|. 
Ces deux quantites, loin d’etre egales, differaient de 3o°|. A 7 ’’ 34 “, 
la demi-somme Ka-f-c) valait environ 68 °|, et la demi-somme ^(b-hd) 
valait environ 47"| = ainsi la difference etait encore de 21 ". En conti- 


(1) Theorie de la chaleur, art. 245, p. 25o. 


G. D. 
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nuant jiisqu’a la fm de Texperience cette comparaison des deux demi- 
sommes, il est facile de juger si elles tendent a devenir egales, et res- 
tent sensiblement dans cet etat d’egalite; ou si, au contraire, elles 
peuvent se separer et donner des differences croissantes de signe 
oppose. 

On a marque dans la Table, pour chaque valeur du temps ecoule, la 
valcur correspondante de la demi-somme Ka + c), celle de la demi- 
sommc d), ct la difference des deux valeurs. On voit par cette 

Table que la difference des demi-sommes, qui etait d’abord So*’, 66, a 
etc reduite, en 3 minutes, a 21"; elle est devenue 9° pendant les 5 mi- 
nutes suivantes, et elle a ensuite continue a decroitre ; mais elle n’a pu 
acquerir aucune valeur negative do quelque etendue. Cette difference 
des demi-sommes a passe, en 26 minutes, de la valeur de 3 o” a celle 
d’un demi-degre environ; elle a conserve des valeurs tres petites, qui 
se sont abaissecs successivement au-dessous d’un tiers et d’un cin- 
quieme do degre. 11 faut ajouter que les valeurs apparentes de cette 
difference resultent en majeure partie des erreurs presque inevitables 
des instruments et des observations. D’ailleurs on a fait I’experience 
dans fair tranquille, au lieu de determiner un courant d’air d’une 
vitesse uniforme; il etait facile de prevoir que I’omission de cette con- 
dition n’aurait point une influence considerable sur les resultats. 

On a souvent repete des experiences de ce genre, en faisant varier 
toutes les circonstances, ou successivement, ou ensemble. On a plu- 
siours fois employe six thermometres, dont trois etaient opposes a trois 
autres; alors on a compare les trois demi-s6mmes, et Ton a toujours 
rcconnu qu’elles tendaient rapidement a devenir egales, et qu’ensuite 
dies demeuraient dans cet etat pendant toute la duree de I’experience. 
On a echauffe I’anneau au moyen de deux foyers, et d’autres fois on a 
transporte le foyer en divers endroits, afin d’occasionner le plus d’ine- 
galite possible dans la distribution de la chaleur. Enfin, on a fait con- 
courir le frottement a la production de la chaleur; et, de quelque 
maniere que I’anneau ait ete echauffe, on a toujours observe que les 
demi-sommes convergent rapidement vers une valeur commune, en 
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sorte qii’on a reconnu par le fait I’impossibilite d’obtenir un resultat 
different de celui que Tanalyse nous a fait connaitre. Au reste, I’obser- 
vation de ces faits n’ajoute rien a la certitude des consequences theo- 
riques : elles derivent necessairement du principe de la communica- 
tion de la chaleur ; elles out toute I’exactitude de ce principe, et 
seraicnt assujetties aux memes corrections, si des experiences ulte- 
rieures en faisaient connaitre la necessite. 

103. 

On a expose, pendant 3o minutes environ, a Taction d’un foyer de 
chaleur une masse de fer de forme spherique, et dont la surface avail 
ete polie avec le plus grand soin : le diametre de la sphere est d’en- 
viron 4 pouces ('); un thermometre exactement construit penetrait 
au dela du centre de la sphere; le trou cylindrique qui recevait ce 
thermometre etait rempli de mercure. 

Inexperience avait lieu dans Tair tranquille, au milieu d’une piece 
assez vaste, entretenue a une temperature constante. Le thermometre 
libro qui indiquait la temperature del’air marquait i 2 ®A 

La temperature de la sphere s’est elevee au dela de loo® (division 
octogesimale). Alors on Ta separee du foyer et on Ta exposee isole- 
ment a Fair; elle etait suspendue par deux cordons de soie, qui pas- 
saient dans deux anneaux extremement petits fixes a la surface. On a 
essuye la surface, afin de faire disparaitre les taches que la flamme 
aiirait pu kisser. Le thermometre s’est abaisse successivement. La 
Table suivante donne : les valeurs du temps; 2 ® les elevations cor- 

respondantes du thermometre de la sphere depuis 63° jusqu’a 43°; 
3° les elevations du thermometre libre. 

(‘) Lo diam^tro de la sphere est de o'", 1106; le diamfelre du trou cylindrique est de 
o'", oi5 ; la profondeur de ce trou est de o'", 080; le poids du solide, sans celui du mercure, 
est do 53 io^^ 7. 
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Valours 

(iU 

temps t. 

h m 

8./,i 

8.58 i 
9-t8i 
94 o| 
lo- 7i 


DinTcretice 

dcs 

temps. 

m 

I7| 

0.0 



Valcur de .s, 
temperature 
de la sphere. 

Lc thermomelre 
marque 

o 

63 

58 

53 

48 

43 


Valeur de n, 
temperature 
de la chambre. 

Lc therm omfetre 
marque 

o 

12 I 
12 1 



Valeur de y, 
elevation 
an - dessus 
de la temperature 
de I’air. 

50.5 

45.5 

40.5 

35.5 

30.5 


Valeur de x 
dans 

I’equation 
j = A at. 


0,99406 

0,99420 

0,99416 

0,99422 


Ell resolvant la question de la propagation de la chaleur dans une 
sphere, nous avons remarque que les temperatures se rapprochent 
continuellement du systfemc durable dans lequel elles decroissent en 
inemc temps, sans quo lours rapports soient changes (*). Alors ces 
temperatures varieat, depuis le centre j usqu’a la surface, de meme que 
le rapport du sinus a I’arc varie depuis une extremite de la demi-cir- 
confercncc j usqu’a I’extremite d’un certain arc moindre que cette 
demi-circonferencc. Cliacune des temperatures en particulier, etpar 
consequent la temperature moyenne, decroit coinme I’ordonnee d’une 
logarithmique dont le temps est I’abscisse. On peut reconnaitre, au 
raoycn do robservatiou, le moment oii cette distribution reguliere de 
la cbaleur est etahlic. En effet, il suffit d’examiner si le mouvementdu 
thermombtre pout etre represente par une logarithmique; car cette 
dernierc propriete u’appartient qu’a I’etat regulier dont il s’agit. 
Soient i:, et ^3 deux temperatures indiquees par le thermoraetre de la 
sphere et correspondantes aux temps t, et t^; soient ala temperature 
constantc de Fair, et y Tele-vation s — a. Si la valeur de / est donnee 
par I’equation y — A etant une quautite constante et a une frac- 
tion, on aura 

yi = Aix‘' et y^—Ax‘>; 

d’oii Ton tire 

tz — Cl 

En prenant les deux temperatures 63° et 58® qui donnent 5o,5 et45,5 

(>) TMorie de la chaleur, art. 292, p. 3i5, et art. 29S, p. 3i8. • G. D. 
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pour les deux valeurs/, et j,, on trouve, pour la fraction a, 

0,99406. 


Si Ton fait le meme calcul pour I’intervalle suivant, c’est-a-dire en 
prenant 

Ji = 45,5) 72 = 40)5 et u — ij = 2 o, 


on trouve une second e valeur 0,99420 de a. Le troisieme intervalle 
donno 

a = 0,99416; 


le quatrieme 


a = 0,99422. 


On a rapporte dans la Table precedente ces differentes valeurs de a. 

On voit par ces resultats que, si Ton considere deux elevations con- 
secutives, par exemple et 45 ° 4 ) comme les deux termes extremes 
d’une progression geometrique, et que Ton insere entre eux un nombre 
de moyens proportionnels geometriques egal au nombre de minutes 
ecoulees moins un, on trouve pour la raison de la progression une 
fraction a qui dififere tres peu de celle qu’on aurait trouvee pour I’in- 
tervalle suivant, forme des elevations 45“5 et 4o°i- Le mouvement du 
thermometre pent done sensiblement etre represente par une courbe 
logarithmique. En effet, si Ton suppose, dans I’equation y = Aa', 

A=:5o,4o6 et a=:o,994i5, 

on aura les valeurs suivantes, qui different tres peu de celles que Ton 
a observees. 


Valeurs 

observees. 

Valeurs deduitos 
de I’cquatlon. 

DifTcrences. 

5o,5 

5o,4o6 

0,094 

45,5 

45 >, 5 oo 

0,000 

40,5 

4o , 466 

o,o34 

35,5 

35,5oo 

0,000 

0 

CO 

30,352 

00 

0" 


Le refroidissement depuis 63 “ jusqu’a 43 “ a dure plus de 86 mi- 
nutes, etdans cet intervalle le mouvement du tbermometre est exprime 
par I’equation y = Acc‘ a moins d’un sixieme de degre pres, erreur 
qui n’est pas la deux-centieme partie de la temperature observee. 
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Au reste, il y a diverses circonstances qui troublent ici le mouve- 
ment de la chaleur et doivent. alterer un peu I’exactitude des resultats. 
La partie de la masse qui est formee du mercure et du thermometre 
est dans un etat bien different de celui que la theorie considere, et le 
tbermometre n’indique pas exactement la temperature moyenne du 
solide; mais la cause qui influe le plus sur les resultats est la diminu- 
tion continuelle de la vitesse de I’air. Ses molecules, qui s’echauffent 
a la surface de la sphere, sont emportees vers le haut par un courant 
dont la vitesse se ralentit a mesure que le corps devientplus froid. Or 
il y a une partie dc la chaleur perdue par la surface qui depend de la 
vitesse du courant; par consequent le refroidissement devient moins 
prompt, et la fraction a, par laquelle on doit multiplier la temperature 
pour connaitre ce qu’elle devient apres une minute, acquiert des va- 
lours de plus en plus grandes. Get effet s’est manifeste dans toutes nos 
observations ; mais il est peu sensible dans celle-ci, parce que Ton s’est 
borne a un intervalle de 20 “. La loi du refroidissement dans un air 
tranquillc differe done un peu de celle qu’on observerait si le corps 
eta it expose a un courant d’air invariable. 11 serait facile de determiner 
cettc premiere loi avec une approximation suffisante, et I’on en con- 
clurait les differences qui existent entre les resultats de la premiere 
hypotbeso et ceux dc la seconde; mais nous ne nous sommes point 
propose dc traitor cettc question, qui se rapporte a la propagation de 
la chaleur dans les fluides. 

independamment dc I’cxperience precedente, on en a fait plusieurs 
du mcme genre sur des spheres de diverses dimensions. Lorsqu’on a 
commence ces observations, on prenait soin d’echauffer les solides 
uniformement, en les retenant dans un bain de mercure entretenu a 
une temperature pcrmanentc. Apres que I’immersion avait dure un 
temps assez considerable, et que le tbermometre plonge dans la masse 
indiquait constamment la temperature requise, on retirait ce solide, et 
on le suspendait au milieu de I’air plus froid, afin d’observer les abais- 
sements successifs du thermometre. On a toujours remarque que la 
valeur de la fraction a augmente, quoique tres lentement, a mesure 
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que la duree du refroidissement augmente. Cette valeur peut etre re- 
gardee comme constante lorsque la difference des deux temperatures 
extremes n’est pas considerable. On a plusieurs fois, dans nos expe- 
riences, observe les abaissements du thermometre de degre en degre, 
depuis ioo“jusqu’a 12 " ou i5°.On est parvenu, dans tousles cas, a des 
resultats semblables a ceux que Ton vient d’exposer. On a enfonce les 
spheres dans un liquide entretenu a une temperature constante, ou on 
les a cntourees de sable ou de limaille continuellement echauffes. On 
a place au-dessous une lampe allumee que I’on retirait ensuite. On n’a 
point remarque, dans les resultats, de difference qui put etre attribuee 
a la maniere dont le solide avait ete echauffe. II parait que la diffusion 
de la chaleur dans la masse s’opfere assez facilement, et que, dans une 
sphere de dimensions mediocres, les temperatures arrivent bientot a 
cet etat oil elles sont representees par les quotients du sinus par Fare. 
On peut dans ces experiences, et sans craindre d’alterer la precision 
des resultats, suspendre les corps dans Fair, et les echauffer au moyen 
d’unc ou plusieurs lampes d’Argant; on retire ensuite les foyers, et 
Ton attend que le refroidissement ait dure quelque temps avant d’ob- 
server les abaissements du thermometre. Nous avons fait aussi d’autres 
experiences afin de connaitre les effets de la chaleur dans des solides 
de diverses formes et dimensions, dans differents liquides, dans les 
fluides elastiques et dans le vide; mais ces observations sont impar- 
faites et meriteraient peu I’attention du lecteur; elles n’ont point d’ail- 
leurs un rapport direct avec la matiere que nous avons traitee dans 
ces Memoires. On rapportera seulement deux observations faites avec 
be.aucoup de soin sur une sphere et sur un cube de fer. 

104. 

On a place dans Fair, entretenu a une temperature constante, une 
sphere solide de fer d’environ 2 pouces de diametre ('); la surface 

(1) Lo diametre de la sphere est de le diamhtre du trou cylindrique est de 

o“,oi5; la profondeur de ce trpu est de le poids de la sphere, sans celui du mer- 

cure, est de 653®'', 7. 
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etait parfaitement polie, et Ton y avail fixe deux anneaux Ires petits, 
oil Ton passait deux cordons destines a suspendre la masse. La sphere 
est percee d’un trou cylindrique ou Ton mettait un thermometre. Le 
centre du reservoir coincide avec le centre de la sphere, et Ton rem- 
plissait le trou avec du mercure. On a place sous la sphere une lampe 
allumee. Le thermometre s’est eleve a plus de io3"; on a retire le 
foyer, et Ton a observe, assez longtemps apres, les temperatures sui- 


vantes : 

A 6'‘34"' le thermometre a pass6 a 63° 

A 7 *' 7"’4o“ le thermomelre a pass6 a 43° 


L’experience a eu lieu dans I’air tranquille. Un poele echauffait une 
piece voisine, et I’on entr’ouvrait, s’il etait necessaire, laporte de com- 
munication, afin de maintenir la temperature de Tappartement, qui 
etait de 1 

On a expose de la meme maniere a I’action du foyer, et dans descir- 
constances seinblables, une masse cubique de fer dont la surface avait 
(Vte exactement polie; le cote du cube est d’ environ deux pouces (^). 
Le thermometre dont on s’est servi pour la sphere a ete place dans le 
cube, au milieu du trou cylindrique, qui penelrait im pen au del'a du 
centre et quo, Ton a rempli avec du mercure; le thermometre s’est 
clove a 8 o°(une plus grande elevation no changerait pas les resultats). 
Alors on a eloigne le foyer, et Ton a observe, quelque temps apres, les 
temperatures suivantes : 


A 8" lo ihermomctro a pass6 a 63° 

A 8''5C'"4<>'* lo lliormom6ti'e a pass6 a 43° 


Le tbermometre place dans I’air marquait i 2 ‘’|. 

Ainsi la temperature s’est abaissec dc 63® a 46 ® en 33“4o® pour la 
sphere, et de 63" a 43“ on 39'“4’ poui* le cube, dont le cote est sensi- 
blcment egal au diametre de la sphere. 

En comparant ces resultats, il est necessaire de remarquer, comme 

(!) Lo cold du cube est do le diamdtre du trou cylindrique est de o”’,oi5 ; 

la profoadciir do co trou est’de o'”,o 42 ; le poids du cube, sans celui du mercure, est de 
f 245a'. 

JI. 'I 
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on I’a fait precedemment (art. 101), que plusieurs circonstancf 
courent a en alterer Texactitude. II faut observer surtout que la 
(lu solide qui est formee de mercure se trouve dans un etat tres 
rent de celui que la tbeorie suppose; et les dimensions desirous 
driques sent telles dans les differents solides que la cause prec 
a d’autant plus d’effet que les corps ont de moindres dimens 
cette cause tend a augmenter le rapport des durees du refroi 
inent. 

105 . 

Nous terminons ici toutes nos recherches sur la propagation 
clialeur dans les corps solides. La Table placee a la fin de cet Oi 
indique I’ensemble et les resultats generaux de notre tbeorie. . 
ne nous parait plus remarquable que cette disposition reguliere 
chaleur affecte toujours dans I’interieur des solides, et que I’A 
matbematique, devanqant toutes les observations, nous fait con 
aujourd’bui. Pour representer generalement cet effet, il faut con 
que tons les points d’un corps d’une figure donnee, par exemple 
sphere ou d’un cube, ont d’abord requ des temperatures differ 
qui diminuent toutes en meme temps lorsque le corps est plac 
un milieu plus froid. Or le systeme des temperatures initiales per 
tel, que les rapports etablis primitivement entre elles se cons 
sans aucune alteration pendant toute la duree du refroidissemei 
etat singulier, qui jouit de la propriety de subsister lorsqu’il est ] 
peut etre compare a la figure que prend une corde sonore lorsc 
fait entendre le son principal. Le meme etat est susceptible au 
diverses formes, analogues a cedes qui repondent dans la cord 
tique aux sons subordonnes. 11 y a done, pour ebaque solide, ur 
nite de modes simples suivant lesquels la cbaleur peut se props 
se dissiper sans que la loi de la distribution initiale eprouve 
changement. Si Ton formait dans le solide un seul de ces etats sii 
toutes les temperatures s’abaisseraient en meme temps, en cons 
leurs premiers rapports, et cbacune d’ elles diminuerait comm 
donnee d’une meme logaritbmique, le temps etant pris pour abi 
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De quelque maniere que les differents points d’un corps aient ete 
echauffes, le systeme initial et arbitraire des temperatures se decom- 
pose en plusieurs etats simples et durables, pareils a ceux que nous 
venons de decrire. Chacun de ces etats subsiste independamment de 
tous les autres, et n’eprouve d’autres changements que ceux qu’il 
eprouverait s’il etait seul. La decomposition dont il s’agit n’est point 
un resultatpurement rationnel et analytique; elle a lieu effectivement 
et resulte des proprietes physiques de la chaleur. En effet, la vitesse 
avec laquclle les temperatures decroissent dans chacun des systemes 
simples n’est pas la meme pour les differents systemes ; elle est extre- 
mement grande pour les etats subordonnes. 11 arrive de la que ces der- 
niers etats n’ont une influence sensible que pendant un certain inter- 
vallede temps: ils finissent en quelque sorte par disparaitre.et s’efifacent 
pour no laisser subsister visiblemcnt que I’etat principal. On en tire 
cette consequence que, de quelque maniere que la chaleur initiale ait 
ete repartie entre les points du solide, elle ne tarde point a se distri- 
huer d’ellc-memc suivant un ordre constant. Le systeme des tempera- 
tures passe dans tous lea cas possibles a un meme etat, determine par 
la figure du solide et iiidepcndant du systeme initial : on pent con- 
naitrc par I’observation le moment oil cet etat principal est forme; car, 
lorsqu’il a lieu, la temperature d’un point quclconque decroit comme 
les puissances successivcs d’une meme fraction. II sufBt done de me- 
surer la temperature variable d’un point du solide, afin de distinguer 
le moment ou la loi precodente commence d’etre observee. 

La propriete que la chaleur a d’affecter dans les solides une distri- 
bution reguliere independantc des causes exterieures se manifeste 
encore lorsque les temperatures sent devenues permanentes. Ainsi, 
lorsqu’un cylindre, ou un prisme metallique d’une longueur conside- 
rable, est expose par une extremitea Taction durable et uniforme d’un 
foyer de chaleur, cliaque point du solide acquiert une temperature 
fixe. La loi suivant laquelle la chaleur se distribue est d’autant plus 
simple que les points observes sont plus eloignes de Textremite echauf- 
fec. L’etat du solide, dans la partie qui est soumise a Tinfluence pro- 
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chaiae du foyer, se compose de plusieurs etats particuliers dont chacun 
peut subsister independamment des autres; mats les temperatures 
prises a une certaine distance de I’origine jusqu’a I’extremite opposee 
ne forment plus qu’un systeme unique et principal, qui sei’ait encore 
le meme si Ton cbangeait d’une maniere quelconque Taction perma- 
nente du foyer. 

Les phenomenes dynamiques presentent aussi des proprietes ana- 
logues, telles que Tisochronisme des dernieres oscillations qu la re- 
sonance multiple des corps sonores. Ces resultats, que des experiences 
journalieres avaient rendus manifestes, ont ete ensuite expliques par 
le calcul. Ceux qui dependent du mouvement de la chaleur ne peuvent 
etre constates que par des observations plus attentives ; mais TAnalyse 
mathematique, empruntantla connaissance d’un petit nombre de faits 
gencraux, supplee a nos sens et nous rend en quelque sorte tenioins 
de tons Ics changements qui s’accomplissent dans Tinterieur des corps. 
Ellc nous devoile cette composition harmonique des mouvements 
simples auxquels la chaleur est assujettie, soit qu’elle se propage uni- 
formemcnt pour entretenir des temperatures fixes, soit qu’elle tende 
et se dispose par degres insensibles a ce dernier etat. 

Des observations plus precises et plus variees feront connaitre par la 
suite si les effets de la chaleur sont modifies par des causes que Ton 
n’a point aper^ues jusqu’ici, et la theorie acquerra une nouvelle per- 
fection par la comparaison continuelle de ses resultats avec ceux des 
experiences; elle expliquera des phenomenes importants que Ton no 
pouvait point encore soumettre au calcul; elle apprendra a determiner 
les effets variables des rayons solaires, les changements que subit la 
temperature dans Tinterieur du globe terrestre, aux sommites des 
montagnes, a differentes distances de Tequateur, etles grands mouve- 
ments que les variations de la chaleur occasionnent dans TOcean et 
dans Tatmosphere; elle servira a mesurer la conducibilite interieure 
ou exterieure des diCTerents corps et leur capacite de chaleur, a distin- 
guer toutes les causes qui modifient Temission de la chaleur a la sur- 
face des solides et k perfectionner les instruments thermometriques. 
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Cette theorie excitera dans tons les temps Tattention des geometres; 
clle les interessera par les difficultes d’analyse qu’elle presente et par 
la grandeur et I’litilite qui lui sont propres. Aucun sujet n’a des rap- 
ports plus etendus avec I’etude de la nature et les progres de I’indus- 
trie ; car Taction de la chaleur est toujours presente; elle penetre les 
corps ct les espaccs ; elle influe sur les precedes de tous les arts et 
concourt a tous les phenomenes de Tunivers. 
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84. Lorsque la profondeur est telle que les variations periodiques ne sont pas entie- 
rement insensibles, mais ont seulement de petites valeurs, ces variations 


I r 

J o{t)dt, ou sont exprimees par le premier des termes 


qui 


entrent sous le signe 

Cette difference entre la temperature d’un point interieur et la tempe- 
rature moyenne varie avec le temps, et comme le sinus du temps qui s’est 
ecoule depuis I’instant oii elle 4tait nulle. Elle reprend toutes ses premieres 
valeurs pendant la dnree 6 de la periode suivante. 

Le maximum de la difference n’est pas le meme pour differentes profon- 
deurs; il decroit en progression geometrique k mesure que la profondeur 
augmonte de quantites egales. Les diffdrents points d’une mtoe verticale ne 
parviennent point dans le mtoe temps k la temperature moyenne, et cette 
derniere temperature passe d’un point a un autre avec une vitesse imiforme. 

La duree 6 de la periode et la conducibilitd dii solide influent beaucoiip 
sur la profondeur a laquelle les variations deviennent insensibles, et sur la 
distance des deux points d’une meme verticale qui atteignent en meme temps 
la temperature moyenne 


8o. On applique ces resultats k une masse spheriqiie homogene de fer, dont la sur- 
face serait assujettie k des variations diurnes et annuelles de temperature. 
Ayant determine, par les experiences rapportees dans ce Memoire, la valeur 
approchde du nombre K, on trouve que les variations diurnes sont presque 
nulles a a"*, 3, et que les variations annuelles sont insensibles k 6o‘" environ. 
La temperature moyenne descend dans I’interieur du globe avec une vitesse 
d’ environ So"* en six mois ’ 


86. On applique la solution gendrale au cas ou les temperatures de la surface varie- 

raient comme les sinus des temps ecouies . 

La durde 0 de la pdriode est partagde en deux saisons dgales. Pendant la 
premiere, le globe s’echauffe, le foyer lui communiquant une nouvello quan- 
titd de chaleur; pendant la secondo, le solide perd cette mdme chalour qu’il 
avait acquise et la rend a I’espace extdrieur. 

Le globe commence k s’echauffer un huitieme d’annde avant que la tempe- 
rature de la surface passe au-dessus de sa valeur moyenne; il commence 
a se refroidir six mois apres. On pent determiner toute la quantitd de cha- 
leur qui, pendant la saison de rdchauffement, penetre dans le solide en 
traversant une portion determinde de la surface. 

Dans le climat ou la tempdrature annuelle s’dleve de 8° (octogdsim.) au- 
dessus de la valeur moyenne, la chaleur totale qui pdnetre pendant le cours 
d’une amide une surface de serait, pour un globe do fer, dquivalento a 
a856; c’est-a-dire qu’elle pourrait fondre 2856'^® de glace 

87. La temperature fixe des lieux profonds n’est point la mdmo dans tons les cli- 

mats, et elle diminue k mesure que Ton s’dloigne de I’dquateur. Si Ton fait 
abstraction de I’envoloppe sphdrique dont les points sont assujettis k des 
variations pdriodiques de tempdrature, on pent considdrer le globe terrestre 
comme une sphdre solide dont les points situds k la surface sont entretenus 
a des tempdratures fixes, mais qui different d’un point k un autre. On peut 
ddterminer par le calcul I’etat des moldcules intdrieures. 
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designe la distance d’un point du solide au plan de Tequateur, et j la 
distance de ce point a I’axe de Tequateiir. X et Y sont les valeurs de .r et 
de j pour les points de la surface. Des causes exterieures quelconques 
retiennent tous les points de la surface situ6s sur un m6me parallele k une 
temperature commune et fixe F(X); il en est de m6me de chacun des paral- 
161es, en sorte qiie la loi suivant laquelle les temperatures diminuent, depuis 
lo pole jusqu’e Tequateur, est repr6sentee par la fonction connue F(X); 
quelles que soient les temperatures initiales des points interieurs, elles 
changent continuellement et elles s’approchent de plus en plus d’un etat final 
permanent. 

Get dtat est exprimd par T^quation 


p p I dp 


p est la tempdraturo fixe du point dont les coordonndes sont x et j. 

On pent assignor pour une valour particuli^re de p la fonction cos.r f n dq^ 


oil 






Si done on donne aux diffdrents points d’une sphere solide les temperatures 
exprimdes par cetto fonction, et si Ton maintiont ensuite dans leur 6tat 
actuel les tompdratures do la surface, il no pourra y avoir aucun change- 
ment dans I’intdrieur de la sphere 20 

88. Cette solution, quoique particulidre, fait connaitre comment la chaleur pdndtre 
par les rdgions dquatorialos, et s’avance do plus en plus dans I’intdrieur du 
globe pour remplacer colie qui so ddtourno et se dissipe vers les p61es aS 


XIII. 

Des lois mathdmatiques de rdqullihrc do la chaleur rayonnantc. 


89. Principe gdndral do I’dquilibro des tempdratures a8 

90. Mesuro do Pintonsitd des rayons do chaleur. 3i 


91. Un plan circulaire dtant maintonu k la tompdraturo a, on place, en im point de 
la perpondiculairo dlevde par lo centre du cercle sur son plan, un disque 
infinimont petit, dont le rayon est fx et dont le plan est paralldle k celui du 
cercle. La quantity do chaleur que lo plan envoie sur le disque est 

/'rw* 

ah 

f F{z)dz 

h est la conducibilitd de la surface dchauffde; z est le sinus de Tangle o que 
fait avec lo plan la direction d’lm rayon qui, ayant son centre sur ce plan, 
embrasso le disque infmiment petit; F( 2 ) ou F(sincp) roprdsente la loi indd- 

11 . 
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terminee suivant laquelle Fintensite varie avec Tangle cp. Z ou sin<i> repre- 
sente la valeur extreme do 3 , ou celle qui repond a un point de la circonfe- 
rence qui termine le plan. 

Si Fintensite des rayons est constante quel que soil Tangle o, Faction da 
plan sur le disqiie est sin verse XT, en designant par W la moitie de 

Tangle dont le sommet est au centre du plan, et dont les cotes comprennent 
le disqiie. 

Si Fintensite ddcroit comme le sinus de Tangle d’ emission, c’est-^-dire si 
F(sincp) = sincp, Faction du plan sur le disque est sin^Xi", 

Si le plan circulaire a un rayon infini, Faction totale da plan sur le disque 
est toujours cela a lieu quelle que soit la distance du disque a la sur- 

face dchauffee et quelle que soit la fonclion de sin cp qui exprime la loi des 
intensit^s. 

Si, en un point quelconque de Fespace compris entre deux surfaces planes, 
paralleles et inQnies, maintenues a la temperature a, on place un disque 
infiniment petit parallelement aux plans, il acquerra et conservera une tem- 
perature a egale ^ celle des deux surfaces. Ce resultat a lieu quelle que soit 
la fonction F( sincp) 3^ 

92. Si Ton place une molecule sph 6 rique, dont le rayon est p, au centre d’une 
enceinte sphdrique entretenue par une cause quelconque h la temperature a. 
Faction de la surface int^rieure de la sphere sur la moldcule sera 

F(a) 

1 

f{z)dz 



Si Fintensitd des rayons 6 tait la m 6 me pour tous les angles cp, la molecule 
acquerrait la moiti 6 seulement de la temperature de Fenceinte. 

Si Fintensite des rayons decroit proporlionnellement a sincp, la molecule 
acquerra une temperature e’gale a celle de Fenceinte 36 


93. 'L’action d’un plan circulaire sur une molecule spherique placeo en un point do 
Faxe du plan est 

j^^F(z)dz 


a/iTzp'^ 


^0 


dz 


Si Fintensite des rayons emisest invariable, Faction de la surface echauffee 

est «// 7 rp 2 log 5 ^ etant la valeur extreme de cp. La molecule pourrait 

acquedr, en vertu de Faction du plan, une temperature infiniment plus grande 
que a. 

Si Fintensite des rayons emis est proportionnelle au sinus de Tangle d'd- 
mission, Faction du plan sur la molecule est 

2a/zTrp2(T — sin’ll); 

et si, dans ce meme cas, on place une molecule spherique en un point quel- 
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conqae de Fespace compris entre les deux surfaces ecliauffees. cette mole- 
cule acqiierra et conservera la temperature a des deux surfaces 

<)i. Si Fon place une molecule sph 4 rique en im point quelconque de I’axe d’une 
eiiveloppe cylindrique entretenue a la temperature on d 6 termmera facile- 
ment Faction de celte enveloppe sur la molecule. 

Si Fintensitd des rayons emis est invariable, Faction de la surface sur la 
molecule sera iF'). ef^F' sont les angles que font, avec la per- 

pendiculaire abaissde de la molecule sur la surface, des lignes qui, partant 
de cette molecule, aboutissent aux deux extremites de la surface. Dans ce 
cas, la longueur de Fenveloppe etant infmie, la molecule acquerrait une tem- 
perature moindre que a dans la raison de t: a 4. 

' Si Fintensite des rayons 6 mis dderoit comme le sinus de Fangle d’ emission. 
Faction de Fenveloppe sur la molecule est 


a/i Tip^ ( 2 sin^F -f- 2 sin W') ; 


et si la longueur du cyliadre est infinie, la molecule acquiert et conserve la 
temperature a de la surface echauff 6 e 

95. Si Fon place une molecule sph^rique en un point quelconque de Faxe d’une 
enveloppe cylindrique ferm 6 e par deux plans circulaires, etque cette enceinte 
soit maintenue par une cause ext 6 rieure quelconque k la temperature a, il est 
facile do connaitre la temperature que la molecule doit acqu 6 rir, soit que 
Fintonsite des rayons ne depende point de Fangle d’ 6 mission, soit qu’ello 
varie proportionnollernent au sinus de cet angle. Dans le premier cas, la tem- 
perature acquiso d 6 i)ond do la place qu’occupe la molecule, et elle pent etro 
ou moindre ou infiniment plus grande que dans le second cas, la tempera- 
ture acquise est toujours dgale k cello de la surface ediauffee, en (luelquo 
lieu quo Fon place la molecule 

l)(i. On suppose qu’uno oncointo d’lmo figure quelconque, terminant de toutes parts 
im cspacc vide d’air, soit maintenue k une temperature constante a, et que 
Fon motto en un point do cot cspace un corps d’uno figure quelconque. On 
pro live que ce corps doit acquerir et conserver la memo temperature que 
Foiiceinto, si Fintonsite des rayons dmis ddcrolt proportionnellement au sinus 
do Fangio d’emission. Dans co cas, la partie infiniment petite s de la surface 
du corps regoit d’une portion infiniment petite a de Fenceinte autant de cha- 
leur qu’ello lui on onvoio. 

Cotto egalite des actions rdciproques qui constitueFdquilibre n’alieu qu’au- 
tant quo Fintonsite dderoit proportionnelloment au sinus de Fangle d’emis- 
sion; olio no pout resultor d’aucuno autre loi. 

Co rdsultat de Faction mutuelle de deux surfaces infiniment petites s et cj, 
dont Fune a la temperature a ot Fautre la temperature b, est 

, , . .9 sinp X a since 

■ ; 

j est la distance des deux elements s ol a; p est Fangle que fait la distance 
/ avec s; cp est Fangle que faitj avec h est la conducibilite des deux sur- 
faces. Cette proposition est independante de toute hypothese physique sur la 
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Pendant touto la durdo du refroidissement, I’dtat du solide a dtd exacte- 
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formes ^ coux do la tbdorio 76 

104. On a rapportd aussi deux experiences faitos avec beaucoup de soin, pour com- 
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ducibilitd extdrieure et la conducibilitd propre de cette substance 80 
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NOTA. 


Cette Table termine le Mdmoire cleM. Fourier sur la Th^orie de la clialeur. 
Une premiere Partie de la Table, celle qui se rapporte k la Partie principale 
du M6moire, ou I’auteur traile des lois gdndrales de la distribution de la cha- 
leur, a 6td inseree dansle Volume precedent. 

Ces deux Parties de I’Ouvrage de M. Fourier, et I’une etl’autre Tables, sont 
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ici publiees sans aucuii changemenl ni addition quelconque. Le lexte est lit- 
teralement conforme au manuscrit depose, qui fait partie des archiv^es de 
riristitut, afin qu’il puisse toujours etre represente. 

Les premieres recherches analytiques de Tauteur sup la communication de 
la clialeur ont eu pour objet la distribution entre des masses disjoinles ; on 
les a conservees dans la premiere Partie du Memoire. 

Les questions relatives aux corps continus ont ete resolues par I’auteur plu- 
sieurs annees apres. II a expose pour la premiere fois cette theorie dans uri 
Ouvrage manuscrit remis a I’lnstitut de France a la fin de Tannee 1809, 
dont il a ete publie un extrait dans le Bulleti/i des Sciences de la Societe Phi- 
iomatliiquey annee 1808, p. 112. 11 a joint ensuite a ce premier Ouvrage des 
Notes sur la convergence des series, la diffusion de la chaleur dans unprisme 
infini, son Emission dans un espace vide d’air, les constructions qui servent a 
rendre sensibles les principaux theoremes de cette analyse; enfm la solution 
d’une question qui etait alors entierement nouvelle, celle du mouvement 
p6riodique de la chaleur a la surface du globe terreslre. 

Le second Memoire sur la propagation de la chaleur a ete depose aux 
archives de I’lnslitutle 28 septembre 1811 : il est forme du precedent et des 
Notes d6ja remises. L’auteur a seulement retranche des constructions geome- 
triques et des details d'analyse qui n’avaient pas un rapport necessaire avec 
la question physique, et il a ajoute I’equation generale qui exprime Tetat de 
la surface. C’est cet Ouvrage qui, ayant ete couronne au commencement 
dc 1812, est textuellement insere dans la collection des Memoires. Il a ete 
livr6 ^ I’impression en 1821 par M. Delambre, secretaire perpetuel; savoir : 
la premiere Partie, dans le Volume de 1819; la seconde, dans le Volume sui- 
vant. 

Les r6sultats de ces recherches, et de cedes que I’auteur a faites depuis, 
sent aussi indiques dans divers Articles rendus publics. (Voir les Annales de 
Chimie et de Physique, t. Ill, p. 2D0, annee 1816; t. IV, p. 128, ann6e 1817 ; 
t. VI, p. 259, annee 1817 ; le Bulletin des Sciences de la Societe Philoniathique, 
annee i8j8, p. i, et annee 1820, p,6o; V Analyse des tra^aux de V Academic 
des Sciences par M. Delambre, annee 1820, etc., et I’Ouvrage public par hau- 
te ur sous ce titre : Theorie analytique de la chaleur^ in- 4 °; Paris, 1822). 
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Memoireft de r Academic Royale des Sciences de Vlnstitut de France, 
t. VII, p. 570 ^ 604. Paris, Didot; 1827 (i). 


La question des temperatures terrcstrcs, i’une des plus importantes 
et des plus difficiles do toute la Philosophie naturelle, so. compose 
d’elements assez divers qui doivent etrc consideres sous un point de 
vue general. J’ai pense qu’il serait utile de reunir dans un seul ecrit 
les consequences principales de cettc thebrio; les details analytiques 
que Ton omet ici se trouvont pour la plupart dans les Ouvrages que 
j’ai deja publies. J’ai desire surtout presenter aux physiciens, dans un 
tableau peu etendu, I’cnsemble des pbenomenes et les rapports mathe- 
matiques qu’ils ont entre cux. 

La chalour du globe terrestre derive de trois sources qu’il estd’abord 
necessaire de distingucr : 

1° La Terre est eebauffee par les rayons solaires, dont I’inegale dis- 
tribution produit la diversite des climats; 

2“ Elle participe a la temperature commune des ospaces planetaires, 

(1 ) Co M^moire a 6t6 aussi imprim6, avec de tr^s 16g6res modifications, dans les Anaahs 
de Chimie et de Physique (t. XXVn,p. i36^ 167; 1824) sous lo litre sui van t : Remarqiies 
generales sur les temperatures du globe terrestre et des espaccs plane'taires . G. D. 

11. i3 
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etant exposee a rirradiation des astres innombrables qui environnent 
de toutes parts le systeme solaire; 

3” La Terre a conserve dans I’interieur de sa masse une partie de la 
chaleur primitive qu’elle contenait lorsque les planetes ont ete for- 
mees. 

En considerant chacune de ces trois causes et les phenomenes 
qu’elle produit, nous ferons connaitre le plus clairement qu’il nous 
sera possible, et autant que I’etat de la Science le permet aujoiird’hui, 
les principaux caracteres de ces phenomenes. Afin de donner une idee 
generate de cette grande question et d’indiquer d’abord les resultats 
de nos recherches, nous les presentoiis dans le resume suivant, qui 
est en quelque sorte une Table raisonnee des matieres traitees dans 
cet ecrit et dans plusieurs des Memoires qui Tont precede. 

Notre systeme solaire est place dans une region de I’univers dont 
tons les points ont une temperature commune et constante, determinee 
par les rayons de lumiere et de chaleur qu’envoient tous les astres 
environnants. Cette temperature froide du ciel planetaire est peu infe- 
rieure a celle des regions polaires du globe terrestre. La Terre n’aurait 
que cette meme temperature du Ciel, si deux causes ne concouraient 
a rechaulFer. L’une est la chaleur interieure que cc globe possedait 
lorsque les corps planetaires ont ete formes, et dont une partie seule- 
ment s’est dissipee a travers la surface. La seconde cause est Taction 
continuelle des rayons solaires qui ont penetre toute la masse, et qui 
entretiennent a la superficie la difference des climats. 

La chaleur primitive du globe ne cause plus d’elfet sensible a la sur- 
face, mais elle peut etre immense dans Tinterieur do la Terre. La tem- 
perature de la surface ne surpasse pas d’un trentieme de degre cente- 
simal la derniere valeur a laquelle elle doit parvenir : elle a d’abord 
diminue tres rapidement; mais, dans son etat actuel, ce changoment 
continue avec une extreme lenteur. 

Les observations recueillies jusqu’a ce jour indiqucnt que les divers 
points d’une meme verticale, prolongee dans la terre solide, sont d’au- 
tantplus echauffes que la profondeur est plus grande, et Ton a evalue 
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cet accroissement a i“ pour 3 o™ ou 40™. Un tel resultat suppose une 
temperature interieure tres elevee; il ne peutprovenir de I’action des 
rayons solaires : il s’explique naturellement par la chaleur propre que 
la Terre tient dc son origine. 

Cet accroissement, d’environ i“ pour 82™, ne sera pas toujours le 
memo : il diminue progressivement; mais il s’ecouleraun grand nombre 
de siecles (beaucoup plus de trente mille annees) avant qu’il soit re- 
duit il la moitie de sa valeur actuelle. 

Si d’autres causes jusqu’ici ignorees peuvent expliquer les memes 
faits, et s’il existe d’autres sources ou generates ou accidentelles de la 
cbaleur terrestre, on les decouvrira par la comparaison des resultats 
de cette theorie avec ceux des observations. 

Les rayons de cbaleur que le Soleil envoie incessamment au globe 
terrestre y produisent deux ePfets tres distincts : I’un est periodique et 
s’accomplit tout entier dans I’enveloppe exterieure, I’autre est con- 
stant; on I’obscrvc dans les lieux profonds, par exemple a 3 o“ au-des- 
sous dc la surface. La temperature de ces lieux ne subit aucun change- 
ment sensible dans le cours de I’annee, elle est fixe ; mais elle est tres 
differente dans les difrerents climats : elle resulte de Taction perpe- 
tucllc des rayons solaires et de Tinegale exposition des parties de la 
surface, depuis Tequateur jusqu’aux poles. On pent determiner le 
temps ((ui a du s’ecoulcr pour que cette impression des rayons du 
Soleil ait produit la diversite des climats telle que nous Tobservons 
aujourd’hui. Tons ces resultats s’accordent avec ceux des 'theories 
dynarniques qui nous ont fait connaitre la stabilite de Taxe de rotation 
de la Terre. 

L’effet periodique dc la chaleur solaire consiste dans les variations 
diurnes ou annucllcs. Cet ordre de faits est represente exactementet 
dans tous scs details par la theorie. La comparaison des resultats avec 
les observations servira a mesurer la faculte conductrice des matieres 
dont Tenveloppe terrestre est formee. 

La presence de Tatmosphere et des eaux a pour effet general de 
rendre la distribution de la chaleur plus uniforme. Dans TOcean et les 



too 


MfiMOIRE SUR LES TEMPERATURES 


lacs, les molecules les plus froides, ou plutot celles dont la densite est 
la plus grande, se dirigent continuellement vers les regions inferieures, 
et les mouvements de la chaleur dus a cette cause sont beaucoup plus 
rapides que ceux qui s’accomplissent dans les masses solides en vertu 
de la faculte conductrice. L’examen mathematique de cet effet exige- 
rait des observations exactes et nombreuses : elles serviraient a recon- 
naitre comment ces mouvements interieurs empechent que les effets 
de la chaleur propre du globe soient sensibles dans la profondeur des 
eaux. 

Les liquides conduisent tres difficilement la chaleur; mais ils ont, 
comme les milieux aeriformes, la propriete de la transporter rapide- 
inent dans certaines directions. C’est cette meme propriete qui, se 
combinant avec la force centrifuge, deplace et mele toutes les parties 
de Tatmospliere et celles de I’Ocean; elle y entretient des courants 
reguliers et immenses. 

L’iiiterposition de Fair modifie beaucoup les effets de la chaleur a la 
surface du globe. Les rayons du Soleil, traversant les couches atmo- 
spheriques condensees par leur propre poids, les echaufifent tres ine- 
galement : celles qui sont plus rares sont aussi plus froides, parce 
qu’elles eteignent et absorbent une moindre partie de ces rayons. La 
chaleur du Soleil, arrivant a I’etat de lumiere, possede la propriete de 
penetrer les substances solides ou liquides diaphanes, et la perd 
presque entierement lorsqu’elle s’est convertie, par sa communication 
aux corps terrestres, en chaleur rayonnante obscure. 

Cette distinction de la chaleur lumineuse el de la chaleur obscure 
explique I’elevation de temperature causee par les corps transparents. 
La masse des eaux qui couvrent une grande partie du globe et les 
glaces polaires opposent moins d’obstacles a la chaleur lumineuse 
affluente qu’a la chaleur obscure, qui retourne en sens contraire dans 
I’espace exterieur. La presence de I’atmosphere produit un effet du 
meme genre, mais qui, dans I’etat actuel de la theorie et a raison du 
manque d’observations comparees, ne peut encore etre exactement 
d6fini. Quoi qu’il en soil, on ne peut douter que I’effet du a. I’impres- 
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sion des rayons du Soleil sur un corps solide d’une dimension extre- 
mement grande ne surpasse beaucoup celui qu’on observerait en expo- 
sant un thermometre a la lumiere de cet astre. 

Le rayonnement des couches les plus elevees de Tatmospbere, dont 
le froid est tres intense et presque constant, influe sur tous les faits 
meteorologiques que nous observons : il peut etre rendu plus sensible 
par la reflexion a la surface des miroirs concaves. La presence des 
nuages, qui interceptent ces rayons, tempere le froid des nuits. 

On voit que la superficie du globe terrestre est placee entre une 
masse solide, dont la clialeur centrale peut surpasser celle desmatieres 
incandescentes, et une enceinte immense, dont la temperature est infe- 
rieuro a celle de la congelation du mercure. 

Toutes les consequences precedentes s’appliquent aux autres corps 
planetaires. On peut les considerer comme places dans une enceinte 
dont la temperature commune et constante est peu inferieure a celle 
des poles terrestres. Cette meme temperature du ciel est celle de la 
surface des planetes les plus eloignees, car Timpression des rayons du 
Soleil, meme augmentee par la disposition de la superficie, serait trop 
faible pour occasionner des effets sensibles; et nous connaissons, par 
I’etat du globe terrestre, que, dans les planetes, dont la formation ne 
peut etre moins ancienne, il ne subsiste plus a la surface aucune eleva- 
tion do temperature due a la clialeur propre. 

Il est egalement vraisemblable que, pour la plupart des planetes, la 
temperature des poles est asscz peu elcvee au-dessus de celle de I’es- 
pace planetaire. Quant a la temperature moyenne que chacun de ces 
corps doit a Taction du Soleil, elle n’est point connue, parce qu’elle 
peut dependre do la presence d’une atmosphere et de T6tat de la sur- 
face. On peut seulement assignor d’une maniere approchee la tempera- 
ture moyenne que la Terre acquerrait si* elle etait transportee dans le 
meme lieu que la planete. 

Apres cet expose, nous examinerons successivement les diff'erentes 
parties de la question, et nous avons d’abord a exprimer une remarque 
qui s’etend a toutes ces parties, parce qu’elle est fondee sur la nature 
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cles equations difTerentielles du mouvement de la chaleur. Elle consiste 
en ce que les effcts qui proviennent de chacune des trois causes que 
Ton a indiquees peuvent etre calcules separement, comme si chacune 
de ces causes existait seule. II suffit ensuite de reunir les effets par- 
tiels; ils se superposent librement comme les dernieres oscillations 
des corps. 

Nous decrirons, en premier lieu, les resultats principaux dus a Tac- 
tion prolongee des rayons solaires sur le globe terrestre. 

Si Ton place un thermometre a une profondeur considerable au- 
dessous de la surface de la terre solide, par exemple a 4o“, cet instru- 
ment marque une temperature fixe. 

On observe ce fait dans tons les points du globe. Cette temperature 
des lieux profonds est constante pour un lieu determine; mais elle 
n’est pas la meme dans les divers climats. Elle decroit en general lors- 
qu’on s’avance vers les poles. 

Si Ton observe la temperature des points beaucoup plus voisins de 
la surface, par exemple a i“ ou 5“ ou lo™ de profondeur, on remarque 
des effcts tres differents. La temperature varie pendant la duree d’un 
jour ou d’un an; mais nous faisons d’abord abstraction de Tenveloppe 
terrestre oil ces variations s’accomplissent et, supposant que cette 
enveloppe est supprimee, nous considerons les temperatures fixes de 
tous les points de la nouvelle superficie du globe. 

On pent concevoir que Tetat de la masse a varie continuellemcnt a 
mesure qu’elle recevait la chaleur sortie du foyer. Cet etat variable 
des temperatures interieures s’est altere par degres, et s’est approche 
de plus en plus d’un etat final qui n’est sujet a aucun changement. 
Alors chaque point de la sphere solide a acquis et conserve une tempe- 
rature determinee, qui ne depend que de la situation de Ce point. 

L’etat final de la masse, dont la chaleur a penetre toutes les parties, 
est exactement comparable a celui d’un vase qui regoit, par des ouver- 
tures superieures, le liquide que lui fournit une source constante et 
en laisse echapper une quantite precisement egale par une ou plu- 
sieurs issues. 
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Ainsi la chaleur solaire s’est accumulee dans I’intefieur du globe et 
s’y renouvelle continuellement. Elle penetre les parties de la surface 
voisines de I’equateur et se dissipe a travers les regions polaires. La 
premiere question de ce genre qui ait ete soumise au calcul se trouve 
dans un Memoire que j’ai lu a I’lnstitut de France sur la fin de 1807, 
article 115 , p. 167 (') : cette piece est deposee aux Archives de I’Aca- 
demie des Sciences. J’ai traite alors cette premiere question pour offrir 
un exemple remarquable de I’application de la nouvelle theorie exposee 
dans le Memoire, et pour montrer comment I’analyse fait connaitre 
les routes que suit la chaleur solaire dans I’interieurdu globe terrestre. 

Si nous retablissons presentement cette enveloppe superieure do la 
Terre, dont les points ne sont pas assez profondement situes pour que 
leurs temperatures soient devenues fixes, on remarque un ordre de 
fails plus composes dont notre analyse donne I’expression complete. A 
une profondeur mediocre, comme 3 '“ a 4 '". la temperature observee ne 
varie pas pendant la duroe de chaque jour; mais elle change tres sensi- 
blcment dans le cours d’unc annee; elle s’elevc et s’abaisse alternati- 
vement. L’etendue de ces variations, e’est-a-dire la difference entre le 
maximum et le minimum de temperature, n’est pas la meme a toutes 
les profondcurs; elle estd’autant moindre que la distance a la surface 
est plus grande. Les differents points d’uiie meme vcrticale ne parvien- 
nent pas on meme temps a ces temperatures extremes. L’etendue des 
variations, les temps do I’annee qui correspondent aux plus grandes, 
aux moyennes ou aux moindres temperatures changent avec la posi- 
tion du point dans la vcrticale. II en est de meme des quantites de 
chaleur (jui descendent et s’elevent alternativement : toutes ces valeurs 
ont entre ellcs des relations certaines, quo les experiences indiquent 
(it que I’analysc exprime tres distinctement. Les resultats observes 
sont conformes a ceux quo la theorie fournit; il n’y a pas d’effet na- 
ture! plus completement explique. La temperature moyenne annuelle 
d’un point quelconque de la vcrticale, e’est-a dire la valeur moyenne 


( 1 ) Fair lo M(5moiro prc 6 dent, p. 3 a 28 . 


G. D. 
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de toutes celles* qu’on observerait en ce point dans le cours 
annee, est independante de la profondeur. Elle est la meme pou 
les points de la verticale, et, par consequent, celle que Ton obser 
immediatement au-dessous de la surface : c’est la temperature fn 
lieux profonds. 

II est evident que, dans I’enonce de cctte proposition, nous f; 
abstraction de la chaleur interieure du globe, et a plus forte raise 
causes accessoires qui pourraient modifier ce resultat en un lieu 
mine. Notre objet principal est de reconnaitre les phenomenes gent 

Nous avons dit plus haut que les divers effets peuvent etre ^ 
deres separement. Nous devons observer aussi, par rapport a tout 
evaluations numeriques citees dans ce Memoire, qu’on ne les pri 
que comme des exemples de calcul. Les observations meteoroloi 
propres a fournir les donnees necessaires, celles qui feraient con 
la capacite do chaleur et la permeabilite des matiferes qui comj 
le globe, sent trop incertaines et trop bornees pour qu’on puisse 
tenant deduire du calcul des resultats precis; mais nous indiquo 
nombres pour montrer comment les formules doivent etre applic 
Quelque peu approcliees que soient ces evaluations, elles sont 
coup plus propres a donner une juste idee des phenomenes qi 
expressions generates denuees d’applications numeriques. 

Dans les parties de I’enveloppe les plus voisines de la superfi 
thermometre s’eleve et s’abaisse pendant la duree de chaque jou 
variations diurnes cessent d’etre sensibles a la profondeur de 2“ i 
On ne pent observer au-dessous que les variations annuelles, qi 
paraissent elles-memes a une plus grande profondeur. 

Si la vitesse de rotation de la Terre autourdeson axe devenait i: 
parablement plus grande, et s’il en etait de meme du mouvem( 
cette planete autour du Soleil, les variations diurnes et les vari 
annuelles cesseraient d’etre observees; les points de la sup 
auraient acquis et conserveraient les temperatures fixes des lieu 
fonds. En general, la profondeur qu’il faut atteindre pour qi 
variations cessent d’etre sensibles a un rapport tres simple a 
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duree de la periode qui ramene les memes effets a la surface. Cette pro- 
fondeur est exactement proportionnelle a la racine carree de la periode. 
C’est pour cette raison que les variations diurnes ne penetrent qu’a une 
profondeur dix-neuf fois moindre que celle oil Ton observe encore les 
variations annuelles. 

La question du mouvement periodique de la chaleur solaire a ete 
traitee pour la premiere fois et resolue dans un ecrit separe que j’ai 
remis a I’Institut de France en octobre 1809. J’ai reproduit cette solu- 
tion dans une piece envoyee sur la fin de 1811, et imprimee dans la 
Collection de nos Memoires. 

La meme tlieorie donne le moyen de inesurer la quantite totale de 
chaleur qui, dans lecours d’une annee, determine les alternatives des 
saisons. On a eu pour but, en choisissant cet exemple de I’application 
des formulcs, do montrer qu’il existe une relation necessaire entre la 
loi des variations pOdodiques et la quantite totale de chaleur qui 
accomplit cette oscillation; en sorte que, cette loi etant connue par 
les observations faites en un climat donne, on pent en conclure la 
quantite de chaleur qui s’introduit dans la terre et retourne dans Fair. 

Considerant done une loi semblable a celle qui s’etablit d’elle-meme 
dans I’intcricur du globe, on trouve les resultats suivants. Un hui- 
tieme d’annec avant que la temperature do la surface s’eleve a sa valeur 
moyenno, la terre commence a s’ecbauffer; les rayons du Soleil la pe- 
netrent pendant six mois. Ensuite la chaleur de la terre prend un mou- 
vement oppose; ollc sort ct se repand dans Fair et Fespace exterieur : 
or la quantite de chaleur qui subit ces oscillations dans le cours d’un 
an est cxprimcc par le calcul. Si Fenveloppe terrestre etait formee 
d’une substance metallique, le for forge (matiere que j’ai choisiepour 
exemple aprhs cn avoir mesure les coefficients specifiques), la chaleur 
qui produit I’alternative des saisons serait, pour le climat de Paris et 
pour un metre carre de superficie, equivalente a celle qui fondrait une 
colonne cylindrique de glace ayantpour base ce metre carre, et dont la 
hauteur serait environ 3 “,!. Quoique Fon n’ait pas encore mesure la 
valeur des coefficients propres aux matieres dont le globe est forme, 
II. i4 
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on voit facilement qu’ils donneraient un resultat beaucoup nioindre 
que celiii qui vient d’etre indique. II est proportionnel a la racine carree 
du produit de la capacite de chaleur rapportee au volume et de la per- 
meabilite. 

Considerons maintenant cette seconde cause de la chaleur terrestre 
qui reside, selon nous, dans les espaces planetaires. La temperature 
de cet espace exactement defmie est celle que marquerait le thermo- 
metre si Ton pouvait concevoir que le Soleil et tous les corps plane- 
taires qui I’accompagnent cessent d’exister, et que I’instrument fut 
place dans un point quelconque de la region du ciel presentement occu- 
pee par le systeme solaire. 

Nousallons indiquer les fails principaux qui nous ont faitrecoiinaitre 
I’existence de cette chaleur propre aux espaces planetaires, indepen- 
dante de la presence du Soleil, et independante de la chaleur primitive 
que le globe a pu conserver. Pour acquerir la connaissance de ce sin- 
gulier phenomene, il faut examiner quel serait I’etat thermometrique 
de la masse terrestre si elle ne recevait que la chaleur du Soleil ; et 
pour rendre cet examen plus facile, on peut d’abord supposer que I’at- 
mosphere est supprimee. Or, s’il n’existait aucune cause propre a donner 
aux espaces planetaires une temperature commune et constante, c’est- 
a-dire si le globe terrestre et tous les corps qui forment le systeme 
solaire ctaient places dans une enceinte privee de toute chaleur, on 
observerait des effets entierement contraires a ceux que nous connais- 
sons. Les regions polaires subiraient un froid immense, et le decrois- 
sement des temperatures depuis I’equateur jusqu’aux poles serait 
incomparablement plus rapide et plus etendu que le decroissement 
observe. 

Dans cette hypothese du froid absolu de I’espace, s’il est possible 
de la concevoir, tous les effets de la chaleur, tels que nous les obser- 
vons a la surface du globe, seraient dus a la presence du Soleil. Les 
moindres variations de la distance de cet astre a la Terre occasionne- 
raient des changements tres considerables dans les temperatures, I’ex- 
centricite de I’orbite terrestre donnerait naissance a diverses saisons. 
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L’intermittence des jours et des nuits produirait des effets subits et 
totalement difTerents de ceuxquenous observons. La surface des corps 
serait exposee tout a coup, au commencement de la nuit, a un froid 
infiniment intense. Les corps animes et les vegetaux ne resisteraient 
point a une action aussi forte et aussi prompte, qui se reproduirait en 
sens contraire au lever du Soleil. 

La chaleur primitive conservee dans I’interieur de la masse terrestre 
ne pourrait point suppleer a la temperature exterieure de I’espace, et 
n’empecherait aucun des effets que Ton vient de decrire; car nous 
connaissons avec certitude, par la theorie et par les observations, que 
cette chaleur centrale est devenue dcpuis longtemps insensible a la 
superficie, quoiqu’elle puisse etre tres grande a une profondeur me- 
diocre. 

Nous concluons de ces diverses remarques, et principalement de 
Texamen matbematique de la question, qu’il existe une cause physique 
toujours presente qui modere les temperatures a la surface du globe 
terrestre, et donne a cette planete une chaleur fondamentale, inde- 
pendante de Taction du Soleil et de la chaleur propre que sa masse 
interieure a conservee. Cette temperature fixe que la Terre rcQoit ainsi 
de Tcspace differc peu de celle que Ton mesurerait aux poles ter- 
restres. Elle est necessaircment moindre que la temperature qui appar- 
tient aux contrees les plus froides; mais, dans cette comparaison, 
Ton ne doit admettre que des observations certaines, et ne point con- 
siderer les effets accidentels d’un froid tres intense qui serait occasionne 
par Tevaporation, par des vents violents et une dilatation extraordi- 
naire de Tail’. 

Apres avoir reconnu Texistence de cette temperature fondamentale 
del’espace sans laquelle les effets de chaleur observes a la superficie 
du globe seraient inexplicables, nous ajouterons que Torigine de ce 
phenomene est pour ainsi dire evidente. 11 est du au rayonnement de 
tousles corps de Tunivers dont la lumiere et la chaleur peuvent arriver 
jusqu’a nous. Les astres que nous apercevons a la vue simple, la mul- 
titude innombrable des astres telescopiques ou des corps obscurs qui 
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remplissent I’univers, les atmospheres qui environnent ces corps 
immenses, la matiere rare disseminee dans diverses parties de I’es- 
pace, concourent a former ces rayons .qui penetrent de toutes parts 
dans les regions planetaires. On ne peut concevoir qu’il existe un tel 
systeme de corps lumineux ou echauffes, sans admettre qu’un point 
quelconque de I’espace qui les contient acquiert une temperature de- 
term i nee. 

Le nombre immense des corps compense les inegalites de leurs tem- 
peratures, et rend I’irradiation sensiblement uniforme. 

Cette temperature de I’espace n’est pas la meme dans les differentes 
regions de I’univers; mais elle ne varie pas dans celles oii les corps 
planetaires sont renfermes, parce que les dimensions de cet espace 
sont incomparableTnent plus petites que les distances qui le separent 
dcs corps rayonnants. Ainsi, dans tous les points de I’orbite de la 
Terre, cette planete trouve la meme temperature du ciel. 

II en est de meme des autres planetes de notre systeme ; elles parti- 
cipent toutes egalement a la temperature commune, qui est plus ou 
moins augmentee, pour chacune d’elles, par I’impression des rayons 
du Soleil, selon la distance de la planete a cet astre. Quant a la ques- 
tion qui auraitpour objet d’assigner la temperature que chaque planete 
a du acquerir, void les principes que fournit une theorie exacte. L’in- 
tensite et la distribution de la chaleur a la surface de ces corps resulte 
de la distance au Soleil, de I’inclinaison de I’axe de rotation sur I’or- 
bite et de I’etat de la superficie. Elle est tres differente, meme dans sa 
valeur moyenne, de celleque marqueraitun thermometre isole que Ton 
placerait au lieu de la planete; car I’etatsolide, la tres grande dimen- 
sion, et sans doute la presence de Tatmosphere et la nature de la sur- 
face concourent a determiner cette valeur moyenne. 

La ehaleur d’origine qui s’est conservee dans I’interieur de la masse 
a cess6 depuis longtemps d’avoir un effet tres sensible a la superficie; 
I’etat present de I’enveloppe terrestre nous fait connaitre avec certi- 
tude que la chaleur primitive de la surface s’est presque entierement 
dissipee. Nous regardons eomme trbs vraisemblable, d’apres la consti- 
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tution de notre systeme solaire, que la temperature des poles de chaque 
planete, ou du moins de la plupart d’entre elles, est peu differente de 
celle de I’espace. Cette temperature polaire est sensiblement la meme 
pour tous ces corps, quoique leurs distances au Soleil soient fres 
inegales. 

On pent determiner d’une maniere assez approchee le degre de cha- 
leur que le globe terrestre acquerrait s’il etait substitue a cliacune de 
cesplanetes; mais la temperature de la planete elle-meme ne peut etre 
assignee; car il faudrait connaitre I’etat de la superficie et de I’atmo- 
sphere. Toutefois cette incertitude n’a plus lieu pour les corps situes 
aux extremites du systeme solaire, comme la planbte decouvcrte par 
Herschel. L’imprcssion dcs rayons du Soleil sur cette planete est 
presque insensible. La temperature de sa superficie est done tres peu 
differente de celle dcs espaces planetaires. Nous avons indique ce 
dernier resultat dans un discours public prononce recemment en pre- 
sence de I’Academie. On voit que cette cons^uence ne peut s’appli- 
quer qu’aux planijtos les plus cloignees. Nous ne connaissons aucun 
moyen d’assigner avec quelquc precision la temperature moyenne des 
autres corps planetaires. 

Les mouvements de I’air et des eaux, I’otcndue dcs mers, I’clevation 
et la forme du sol, les effets de I’industric humaine et tous les chan- 
geinents accidentels do la surface terrestre modifient les temperatures 
dans ebaque climat. Les caracteres des plienomenes dus aux causes 
generates subsistent; mais les effets tbermometriques observes a la 
superficie sent differents de ceux qui auraient lieu sans I’influence des 
causes accessoires. 

La mobilite des eaux et de fair tend a moderer les effets de la clia- 
leur et du froid ; elle rend la distribution plus uniforme ; mais il serait 
impossible que Faction de I’atmospherc suppleat k cette cause univer- 
selle qui entretient la temperature commune des espaces planetaires ; 
et, si cette cause n’existait point, on observerait, nonobstant Faction 
de Fatmosphere et dcs mers, dcs differences enormes entre les tempe- 
ratures des regions equatoriales et celle des poles. 
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II est difficile de coniiaitrejusqu’a quel point I’atmosphere influe sur 
la temperature moyenne du globe, et Ton cesse d’etre guide dans cet 
examen par une tlieorie mathematique reguliere. On doit au celebre 
voyageur M. de Saussure une experience qui parait tres propre a 
eclairer cette question. Elle consiste a exposer aux rayons du Soleil 
II n vase convert d’une ou de plusieurs lames de verre bien transpa- 
rent, placees a quelque distance les unes au-dessus des autres. L’inte- 
rieur du vase est garni d’une enveloppe epaisse de liege noirci, propre 
a recevoir et a conserver la chaleur. L’air echauffe est contenu de 
toutes parts, soit dans I’interieur de la boite, soit dans chaque inter- 
valle -compris entre deux plaques. Des thermometres places dans ce 
vase et dans les intervalles superieurs marquent le degre de chaleur 
acquise dans chacune de ces capacites. Cet instrument a ete expose 
au soleil vers I’heure de midi, et Ton a vu, dans diverses experiences, 
le tlicrmometre du vase s’elever a 70°, 80°, 100°, no® et au dela 
(division octogesimale). Les thermometres places dans les intervalles 
ont acquis des degres de chaleur beaucoup moindres, et qui decrois- 
saient depuis le fond de la boite jusqu’a I’intervalle superieur. 

L’elfet de la chaleur solaire sur I’air contenu par des enveloppes 
transparentes avait ete depuis longtemps observe. L’appareil que nous 
venons de decrire a pour objet de porter la chaleur acquise a son 
maximum, et surtout de comparer I’effet solaire sur une montagne tres 
elevee a celui qui avait lieu dans une plaine inferieure. Cette observa- 
tion est principalement remarquable par les consequences justes et 
etendues que I’inventeur en a tirees : elle a ete repetee plusieurs fois 
a Paris et a Edimbourg, et a donne des resultats analogues. 

La theorie de cet instrument est facile a concevoir. II suffit de remar- 
quer : 1° que la chaleur acquise se concentre, parce qu’elle n’est point 
dissipee immediatement par le renouvellement de Fair; 2° que la cha- 
leur emanee du Soleil a des proprietes diflerentes de celles de la cha- 
leur obscure. Les rayons de cet astre se transmettent en assez grande 
partie au dela des verres dans toutes les capacites et jusqu’au fond de 
la boite. Ils echaulFent I’air et les parois qui le contiennent : alors Icur 
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chaleur ainsi cotnmuniquee cesse d’etre lumineuse; elle ne conserve 
que les proprieles communes de la chaleur rayonnante obscure. Dans 
cet etat, elle ne pent traverser librement les plans de verre qui cou- 
vrent le vase; elle s’accumule de plus en plus dans une capacite enve- 
loppee d’une matiere tres peu conductrice, et la temperature s’eleve 
jusqu’a ce que la chaleur affluente soit exactement compensec par 
celle qui se dissipe. On verifierait cette explication, et Ton en ren- 
drait les consequences plus sensibles, si I’on variait les conditions', en 
employant des verres colores ou noircis, et si les capacites qui con- 
tiennent les thermometres ctaient vides d’air. Lorsqu’on examine cet 
effet par le calcul, on troiive des resultats cntieremcnt conformes a 
ceux que les observations ont donnes. II est necessaire de considerer 
attentivement cet ordre de faits et les resultats du calcul lorsqu’on veut 
connaltre I’influence do I’atmospherc et des eaux sur I’etat thermome- 
trique du gtobe tcrrestre. 

En effet, si toutcs les couches d’air dont I’atmosphere est formee 
conservaicnt leur dcnsitc avec leur transparence, ct perdaient seule- 
ment la mobilite qui lour est proprc, cetle masse d’air ainsi dcvenue 
solide, etant exposee aux rayons du Soleil, produirait un effet du meme 
genre quo cclui ([ue I’on vient de decrire. La chaleur, arrivant a I’etat 
de lumiere jusqu’a la terre solide, pcrdrait tout a coup et prcsque 
entierement la faculte qu’clle avait de travorsf'i* les solidcs diaphancs; 
elle s’accumiilerait dans les couches inlerieures de ratmosphere, qui 
acqucrraicnt ainsi des temperatures clcvees. On observerait en memo 
temps une diminution du degre de chaleur acquise, a partir de la sur- 
face de la Terre. La mobilite de I’air, qui se d6place rapidement dans 
tous les sens et qui s’eleve lorsqu’il est dchauffe, le rayonnement de la 
chaleur obscure dans Fair diininuent l’intensit6 des effets qui auraient 
lieu sous une atmosphere transparente et solide, mais ne denaturent 
point entierement ces diets. Le decroissement de la chaleur dans les 
regions elevecs de Fair ne cesse point d’avoir lieu; e’est ainsi que la 
temperature est augmentee par Finterposition do Fatmosphere, parce 
que la chaleur trouve rnoins d’obstacle pour penetrer Fair, etant a 
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I’etat de lumiere, qu’elle n’en trouve pour repasser dans I’air lors- 
qu’elle est convertie en chaleur obscure. 

Nous considererons maintenant la chaleur propre que le globe ter- 
restre possedait aux epoques ou les planetes ont ete formees, et qui 
continue de se dissiper a la surface sous I’influence de la temperature 
froide du ciel planetaire. 

L’opinion d’un feu interieur, cause perpetuelle de plusieurs grands 
phenomenes, s’est renouvelee dans tons les ages de la Philosophie. Le 
but que je me suis propose est de connailre exactement suivant quelles 
lois une sphere solide, echauffee par une longue immersion dans un 
milieu, perdrait cette chaleur primitive si elle etait transportee dans 
un espace d’une temperature constante inferieure a celle du premier 
milieu. Cette question difficile, et qui n’appartenait point encore aux 
sciences mathematiques, a ete resolue par une nouvelle methode de 
calcul qui s’applique a divers autres phenomenes. 

La forme du spheroide terrestre, la disposition reguliere des couches 
interieures rendue manifeste par les experiences du pendule, leur den- 
site croissante avec la profondeur et diverses autres considerations con- 
courent a prouver qu’une chaleur tres intense a penetre autrefois toutes 
les parties du globe. Cette chaleur se dissipe par I’irradiation dans I’es- 
pace environnant, dont la temperature est tres inferieure a celle de la 
congelation de I’eau. Or I’expression mathematique de la loi du refroi- 
dissement montre que la chaleur primitive contenue dans une masse 
spherique d’une aussi grande dimension que la Terre diminue beau- 
coup plus rapidement a la superficie que dans les parties situees a 
une grande profondeur. Celles-ci conservent presque toute leur cha- 
leur durant un temps immense; et il n’y a aucun doute sur la verite 
des consequences, parce que j’ai calcule ces temps pour des substances 
metalliques plus conductrices que les matieres du globe. 

Mais il est evident que la theorie seule ne peut nous enseigner que 
les lois auxquelles les phenomenes sont assujettis. 11 reste a examiner 
si, dans les couches du globe oii nous pouvons penetrcr, on trouve 
quelque indice de cette chaleur centrale. Il faut verifier, par exemple, 
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SI, au-dessous de la surface, a des distances oil les variations diurnes et 
annuelles ont entierement cesse, les temperatures des points d’une 
verticalo prolongee dans la terre solide augmentent avec la profon- 
deur : or tous les faits qui ont ete recueillis et discutes par les plus 
habiles observateurs nous apprennent que cet accroissement subsiste : 
il a etc estinie d’environ i° pour 3o“* ou 4o™. 

La question mathematique a pour objet de decouvrir les conse- 
quences certaines que Ton peut deduire de ce seul fait, en I’admettant 
comme donne par I’observation directe, ct deprouver qu’il determine ; 
i" la situation de la source de chaleur; 2 ° I’exces de temperature qui 
subsiste encore a la surface. 

II est facile de conclure, et il resulte d’ailleurs d’une analyse exacte, 
quo I’augmentation de temperature dans le sens de la profondeur ne 
peut etre produite par Taction prolongee des rayons du Soleil. La cha- 
leur bmanee de cet astre s’est accumulee dans Tinterieur du globe; 
inais Ic progres a cesse presque entierement; et, si Taccumulation 
continuait encore, on observerait Taccroissement dans un sens preci- 
sement contraire a celui que nous venons d’indiquer. 

La cause qui donne aux couches plus profoiides une plus haute 
temperature est done une source interieure de chaleur constante ou 
variable placee au-dessous des points du globe ou Ton a pu penetrer. 
(lette cause eleve la temperature de la surface terrestre au-dessus de 
la valour que lui donnerait la seule action du Soleil. Mais cet exces de 
la temperature de la superficie est devenu presque insensible; et nous 
en sommes assures, parce qu’il existe un rapport mathematique entre 
la valcur de Taccroissement par metre et la quantite dontla tempera- 
ture de la surface excede encore celle qui aurait lieu si la cause inte- 
ricure dont il s’agit n’existait pas. C’est pour nous une memo chose de 
rnesurer Taccroissement par unite de profondeur ou de mesurer Texces 
de temperature de la surface. 

Dans un globe de fer, Taccroissement d’un trentieme de degre par 
metre donnerait seulement un quart de degre centesimal pour Televa- 
tion actuelle de la temperature de la surface. Cette elevation est en 
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raison directe de la conducibilite propre de la substance dont 
loppe est form^Gj toutes les autres conditions demeurant les n 
Ainsi I’exces de temperature que la surface terrestre a presen 
en vertu de cette source interieure est tres petit; il est vrais 
hlement au-dessous d’un trentieme de degre centesimal. II fai 
remarquer que cette derniere consequence s’applique a toutes 1 
positions que Ton pourrait faire sur la nature de la cause, soi 
la regardc comme locale ou universelle, constante ou variable. 

Lorsqu’on examine attentivement et selon les principes des tl 
dynamiques toutes les observations relatives a la figure de la Te 
ne peut douter que cette planete n’ait regu a son origine une te: 
ture tres elevee; et, d’un autre cote, les observations thermoinei 
montrent quo la distribution actuelle. de la chaleur dans I’env 
terrestre est cclle qui aurait lieu si le globe avait ete forme d 
milieu d’uno tres haute temperature, et qu’ensuite il se fut con 
lemcnt refroidi. 

La question des temperatures terrestres m’a toujours paru 
plus grands objets des etudes cosmologiqucs, et je I’avais pr 
lement en vue en etablissant la theorie mathematique de la cl 
J’ai d’abord determine I’etat variable d’un globe solide qui, apre 
ete longtemps plonge dans'^un milieu echauffe, est transporte d 
espace froid. J’ai considere aussi I’etat variable d’une sphere soli 
ayant ete plongee successivement etdurant un temps quelconqi 
deux ou plusieurs milieux de temperatures diverses, subirait un 
dissement final dans un espace de temperature constante. Apre 
remarque les consequences generales de la solution de cette qu 
j’ai examine plus specialement le cas oil la temperature pr 
acquise dans le milieu echauffe serait devenue commune ii ti 
masse.; et, attribuant a la sphere une dimension extremement | 
j’ai cherch6 quelles seraient les diminutions progressives de la 
rature dans les couches assez voisines de la surface. Si I’on aj 
les resultats de cette analyse au globe terrestre pour connaitr 
seraient. les effets successifs d’une formation initials semblable 
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que Ton vient de considerer, on voit que raecroissement d’un tren- 
Ueme de degre par metre, considere comme resultant de la chaleur 
centrale, a ete autrefois beaucoup plus grand, et qu’il varie mainte- 
nant avec une lenteur extreme. Quant a I’exces de temperature de la 
surface, il varie suivant la meme loi: la diminution seculaire ou la 
quantite dont il s’abaisse durant un siecle est egale a la valeur actuelle 
divisee par le double du nombre de siecles qui se sent ecoules depuis 
I’origine du refroidissement; et, comme une limite de ce nombre nous 
est donnee par les monuments historiques, on en conclut que, depuis 
I’ecolc grecque d’Alexandrie jusqu’a nous, la temperature de la surface 
terrestro n’a pas diminue, pour cette cause, de la trois-centieme partie 
d’un degre. On retrouve ici ce caractere de stabilite que presentent 
tons les grands phenomfenes de I’univers. Cette stabilite est d’ailleurs 
un resultat necessaire, et independant de toute consideration de I’etat 
initial, puisque I’exces actuel de la temperature est extremement petit, 
et qu’il ne peut que diminuer pendant un temps indefiniment pro- 
longe. 

L’effet de la chaleur primitive que le globe a conservee est done 
devenu pour ainsi dire insensible a la superficie de I’enveloppe ter- 
restre; niais il sc manifeste dans les profondeurs accessibles, puisque 
la LemperaLure des couches augmente avec leur distance a la surface. 
Get accroissement, rapporte a I’unite de mesure, n’aurait pas la meme 
valour a des profondeurs beaucoup plus grandes : il diminue avec 
cette profondeur; mais la meme tbeorie nous montre que la tempera- 
ture excedante, qui est presque nullc a la derniere surface, peut etre 
enorme a la distance de quelques myriametres; en sorte que la cha- 
leur des couches intermediaires pourrait surpasser beaucoup celle des 
maticres incandescentes. 

Le cours des siecles apportera de grands changements dans ces tem- 
peratures interieurcs; mais a la surface ces changements sent accom- 
plis, et la deperdition continuelle de la chaleur propre ne peut occa- 
sionner desormais aucun refroidissement du climat. 

Il est important d’observer que la temperature moyenne d’un lieu 
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pent subif, pour (raiilros causes acecssoircs, (l('s variations iii(a)inpa- 
raldciiK'iit plus s('usilil('s quo c('Ilcs qui provi(‘n(lrai('iit du ndroitlis- 
s('iu('nt scculaiia' du fflohc. 

l/claldiss(Mii('ut ct Ic pro{j;i'i‘s <l('s socicics humaincs, I’aclioii des 
Corccs na(ur(‘II(‘s pcuivcnt cliaup;('r notahli'iucnt, cl tlans dc vas((‘s con- 
(rccs, I’clal dc la surface; du sol, la dislriluilioii des eaux et les frrands 
inouvt'iiK'uts dc Pair. De; teds ellels soul pro|)res a faire varier, dans le 
cours de. plusieurs sii'clcs, h* d(‘fj;re de la edialcur iiKtyeune; car les 
(>xpressions aualyti(|U(‘s couqireiiiKuil des coedUcieuls ejui st* rapportent 
a I’etat superlic.ied et qui influe'iit l)eaucou|) sur la valeur <le la (einpe- 
rature. 

(^)uoique I’edet de la chaleur iulerieure lu’soit |)lus seuisibh' a la sur- 
face d(‘ la Terre, la ({ttaiilile (otale di' celle chaleur qui si' dissi[)e datis 
uti temps doiiiie, eomme uue aiinee on un sii'cle, esl mesurahle, et 
nous I’avoiis determiuei' : celle qui travi'rse iluraut un sii'cle un inelri' 
earre de su|)erfic,ie et se repand dans les espacesi'elestes pourrail foudre 
line eolonne de glace qui aurait pour base cc metre earre et une liau- 
teur <renviron '5“. 

(lette consequence derive d’une proposition fondanientale qui appar- 
tienl a toiiles les (|uestions du niouveinen! de la elialenr, et ([ui s'aji- 
pliqtte surtout a celle des temperatures terrestres : je veux purler de 
reipiation dillerentielle qui exprime pour eliaque instant I’elat de la 
surface, (letle et(uation, dont la verile ost .sensible et facile a deniou- 
trer, etablit une relation simple entre la temperature d’nn eleiiienl de 
la surface et le inmiveinent normal de la chaleur. (‘.e qui rend ce r»'- 
sultat tbeorique tri's imimiTant, el plus {iropre ipi’aueun autre it ei'lairer 
les questions ipii .sont Tobjet de ee .Memoire, e’est (pi’il subsiste inde- 
pendarnment de la forme et des dimensions des corps, i;l iptelle que 
suit !a nature des substances, bornogenes on di verses, dont la masse 
intikieure serait comjmstu*. Ainsi les consequences ijue run deiluit de 
cette equation sont absolues; elles subsistent ijuels que puis.Heiit etn* 
la constitution malerielle ot I’etat originaire du globe. 

Nous avons publits, dans le cours de ranniu; iHuo, Textrait d’un 
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Memoire sur le refroidissement seculaire du globe terrestre {Bulletin 
des Sciences, Societe philomathique, annee 1820, p. 58 et suiv.). On y 
a rapporte les formules principales, et notamment celles qui expriment 
I’etat variable du solideuniformementechauffe jusqu’a une profondeur 
ddterminee et extremement grandei Si la temperature initiale, au lieu 
d’etre la m^me jusqu’a une tres grande distance de la surface, resulte 
d’une immersion successive dans plusieurs milieux, les consequences 
ne sent ni moins simples ni moins remarquables. Au reste, ce cas et 
plusieurs autres que nous avons consideres sont compris dans les 
expressions generales qui ont ete indiquees. 

La lecture de cet extrait me donne lieu de remarquer que les for- 
mulcs (i) et (2) qui y sont rapportees n’avaient pas ete transcrites 
cxactement. Je suppleerai par la suite a cette omission, qui, au reste, 
no ebange rien aux autres formules, ni aux consequences dont I’extrait 
renferme I’enonce. 

Pour decrire les principaux effets tbermometriques qui proviennent 
(le la presence des mers, concevons d’abord que les eaux de I’Ocean 
sont retirees des bassins qui les renferment; en sorte qu’il ne reste 
quo des cavites immenscs dans les terres solides. Si cet etat de la 
supcrficie terrestre, privee de I’atmosphere et des eaux, avait dure 
pendant un tres grand nombre de siecles, la cbaleur solaire produirait 
des alternatives de tempeirature semblables a celles que nous obser- 
vons dans les continents, et assujetties aux memes lois. Les variations 
diurncs ou annucllcs cesseraient a de certaines profondeurs, etil se 
formerait dans les couches inferieurcs un etat invariable qui consiste- 
rait dans le transport coutinuel de la cbaleur equatoriale vers les regions 
polaircs. 

Dans le meme temps, la cbaleur originaire du globe se dissipant a 
travers la surface extericure des bassins, on y observerait, comme 
dans toutes les autres parties de la superficie, un accroissement de 
temperature en penetrant a de plus grandes profondeurs, suivant une 
ligne normale a la surface du fond. 

11 cst necessaire de remarquer ici que I’accroissement de tempera- 
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lure du a la chaleur d’origine depend principalement de la profondeur 
normale. Si la surface exterieure etait horizontale, on trouverait d’e- 
gales temperatures dans une couche horizontale inferieure : inais si la 
superficie de la Terre solide est concave, ces couches d’egale tempe- 
rature ne son t point horizontales, et different entierement des couches 
de niveau. Elies suivent les formes sinueuses de la superficie : c’est 
pour cette raison que, dans I’interieur des montagnes, la chaleur cen- 
trale peut penetrer jusqu’a une grande hauteur. C’est un effet compose, 
que I’on determine par I’Analyse mathematique, en ayant egard a la 
forme et a I’elevation absolue des masses. 

Si la superficie etait concave, on observerait en sens inverse un 
effet analogue, et cela aurait lieu dans I’hypothese que nous conside- 
rons. Les couches d’egale temperature seraient concaves, et cet etSt 
continuerait de subsister si la Terre n’etait point recouverte par les 
eaux. 

Concevons maintenant que, ce meme etat ayant dure un grand nombre 
de siecles, on retablisse ensuite les eaux dans le fond des mers et des 
lacs, et qu’elles demeurent exposees aux alternatives des saisons. 
Lorsque la temperature des couches superieures du liquide deviendra 
moindre que celle des parties inferieures, quoique surpassant de 
quelques degres seulement la temperature de la glace fondante, la 
densite de ces couches superieures augraentera; elles descendront de 
plus en plus, et viendront occuper le fond des bassins qu’elles refroi- 
diront par leur contact : dans le meme temps, les eaux plus echauffees 
et plus legeres s’eleveront pour remplacer les eaux superieures, et il 
s’etablira dans les masses liquides des mouvements infiniment varies 
dont I’effet general sera de transporter la chaleur vers les regions 
elevees. 

Ces phenomenes sont plus composes dans I’interieur des grandes 
mers, parce que les inegalites de temperature y occasionnent des cou- 
rants diriges en sens contraires et deplacent ainsi les eaux des regions 
les plus eloignees. 

L’action continuelle de ces causes est modifiee par une autre pro- 
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priete de I’eau, celle qui limite I’accroissement de la densite et la fait 
varier en sens oppose lorsque la temperature continue de s’abaisser et 
s’approche de celle qui determine la formation de la glace. Le fond 
solide des mers est done soumis a une action speciale qui se renou- 
velle toujours, et qui le refroidit perpetuellement depuis un temps 
immense par le contact d’un liquide entretenuaune temperature supe- 
rieure de quelques degres seulement a celle de la glace fondante. On 
trouve en effet que la temperature des eaux diminue a mesure que Ton 
augmente la profondeur des sondes; cette temperature est dans nos 
climats d’environ 4 ° an fond de la plupart des lacs. En general, si Ton 
observe la temperature de la mer a des profondeurs de plus en plus 
grandes, on approclie sensiblement de la limite qui convient a la plus 
grande densite; raais il faut, dans les questions de ce genre, avoir 
ogard a la nature des eaux, et surtout aux communications etablies 
par les courants : cette derniere cause petit changer totalement les re- 
sultats. 

Get accroissement de temperature, que nous observons en Europe 
en portantle thermometre dans I’interieur du globe solide adc grandes 
profondeurs, ne doit done pas subsister dans I’interieur des mers, et 
le plus gcncralement Tordre des temperatures doit etre inverse. 

Quant aux parties iinmediatement placees au-dessous du fond des 
mers, la loi de I’accroissement de chaleur n’est pas celle qui convient 
aux terres continentales. Ces temperatures sont determinees par une 
cause speciale de refroidissement, le vase etant expose, comme on I’a 
dit, au contact perpetuel d’un liquide qui conserve lameme tempera- 
ture. C’est pour eclairer cette partie de la question des temperatures 
terrestres que j’ai determine, dans la tbeorie analytique de la chaleur 
(ChapitrelX, p. 427 etsuiv.), I’expression de I’etat variable d’uu so- 
lidc primitivernent echauffe d’une manim'e quelconque, et dont la 
surface est retenue pendant un temps indefini a une temperature con- 
stante. L’analyse de ce probleme fait connaitre distincteraent suivant 
quelle loi la cause exterieure fait varier les temperatures du solide. En 
general, apres avoir etabli les equations fondamentales du mouvement 
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lie la cbaleuv et la metbode de calcul qui sert a les integrer, je me suis 
attache a resoudre les questions qui interessent I’etude des tempera- 
tures terrestres et font connaitre les rapports de cette etude ayec le 
systeme du monde. 

Apres avoir explique separement les principes de la question des 
temperatures terrestres, il faut reunir sous un point de vue general 
tous les elFets que Ton vient de decrire, et par la on se formera une 
juste idee de I’ensemble des pbenomenes. 

La Terre reQoit les rayons du Soleil, qui penetrent sa masse et s'y 
convertissent en cbaleur obscure; elle possede aussi une cbaleur 
propre qu’elle tient de son origine, et qui se dissipe continuellement 
a la superficic; enfin, cette planete regoit des rayons de lumiere et de 
cbaleur des astres innombrables parmi lesquels le systeme solaire est 
place. Voila les trois causes generales qui determinentles temperatures 
terrestres. La troisieme, c’est-a-dire I’influence des astres, equivauta 
la presence d’une enceinte immense fermee de loutes parts, dont la 
temperature constante seraitpeu inferieure a celle que nous observe- 
rions dans les contrees polaires terrestres. 

On pourrait sans doute supposer a la cbaleur rayonnante des pro- 
prietes jusqu’ici inconnucs, qui tiendraient lieu en quelque sorte de 
cette temperature fonclamentale que nous attribuons a I’espaco; mais, 
dans I’etat actuel des sciences physiques et sans recourir a d’autres 
proprietes que celles qui derivent d’observations positives, tous les 
faits connus s’expliquent naturellement. 11 suffit de se representer que 
les corps planetaires sont dans un espace dont la temperature est con- 
stante. Nous avons done cherche quelle devrait etre cette tempO’ature 
pour que les effets thermometriques fussent semblables a ceux que 
nous observons : or ils en differeraient entierement si Ton admettait 
unfroidabsolude I’espace; mais, si Ton eleve progressivement la tem- 
perature commune de I’enceinte qui enfermerait cet espace, on voit 
naitre des effets semblables a ceux que nous connaissons. On peut 
affirmer que les pbenomenes actuels sont ceux qui seraient produits 
si le rayonnement des astres donnait a tous les points de Tespace pla- 
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netaire la temperature d’eiiviron 4®° au-dessous de zero (division 
octogesimale). 

La clialeur primitive interieure qui n’est point encore dissipee ne 
produit plus qu’un effet tres petit a la surface du globe terrestre; elle 
se manifeste, par une augmentation de temperature, dans les couches 
profondes. A de plus grandes distances de la surface, elle peut sur- 
passer les plus hautes temperatures que Ton ait encore mesurees. 

L effet des rayons solaires est periodique dans les couches superfi- 
cielles do I’enveloppe terrestre; il est fixe danstous les lieux profonds. 
Cette temperature fixe des parties inferieures n’est point la meme pour 
toutes; elle depend principalement de la latitude du lieu. 

La clialeur solaire s’est accumulee dans I’interieur du globe, dont 
I’etat est devenu invariable. Celle qui penetre par les regions equato- 
riales est exactement compensee par la clialeur qui s’ecoule a travers 
les regions polaires. Ainsi la Terre rend aux espaces celestes toute la 
clialeur qu’elle revolt du Soleil, et elle y ajoute une partie de celle qui 
lui est propre. 

Tous les effets terrestres de la clialeur du Soleil sont modifies par 
I’intcrposition de Tatniosphere et par la presence des eaux. Les grands 
mouvcmciits de ccs fluides rendent la distribution plus uniforme. 

La transparence des eaux et celle de fair concourent a augmenter 
lo degre do clialeur acquisc, parce que la clialeur lumineuse affluente 
penetre assez facilemeiit dans I’intericur de la masse, et que la clialeur 
obscure sort plus difficilement suivant une route contraire. 

Les alternatives des saisons sont entretenues par une quantite im- 
mense dc chaleur solaire qui oscille dans I’enveloppe terrestre, pas- 
sant au-dcssous de la surface durantsixmois, et retournant de la Terre 
dans fair pendant I’autre moitie de I’annee. Rien ne peut contribuer 
davaiitage a eclaircr cette partie de la question que les experiences qui 
out pour olijet dc mesurer avec precision I’effet produit par les rayons 
du Soleil a la surface terrestre. 

.I’ai resume, dans ce Memoire, tous les elements principaux de I’a- 
nalyso des temperatures terrestres. II est forme de plusieurs resultats 
II. '6 
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de mes recherches, depuis longtemps publiees. Lorsque j’ai entr 
de trailer ce genre de questions, il n’existait aucune theorie math 
tique de la chaleur, et Ton pouvait meme douter qii’une telle th 
flit possible. Les Memoires et Ouvrages dans lesquels je I’ai et 
contiennent la solution exacte des questions fondaraentales; ils or 
reniis et communiques publiquement, ou imprimes et analyses 
les Recueils scientifiques depuis plusieurs annees. 

Dans le present ecrit, je me suis propose un autre but, celui 
peler I’attention sur un des plus grands objets de la Philosophie i 
relle, et de presenter les vues et les consequences generales. J’ai es 
queles geometres ne verraient pas seulement dans ces recherchei 
questions de calcul, mais qu’ils considereraient aussi I’importanc 
sujet. On ne pourrait point aujourd’hui resoudre tous les doutes 
une matiere aussi etendue, qui comprend, outre les, resultats c 
analyse difficile et nouvelle, des notions physiques tr'es variees 
multipliera par la suite les observations exactes; on etudiera les 
du mouvement de la chaleur dans les liquides et dans I’air. On df 
vrira peut-etre d’autres proprietes de la chaleur rayonnante, oi 
causes qui modifient les temperatures du globe. Mais toutes les 
principals du mouvement de la chaleur sont connues; cette the 
qui repose sur des fondements invariables, forme une nouvelle bra 
des Sciences mathematiques : elle se compose aujourd’hui des ( 
tions diflferentielles du mouvement de la chaleur dans les solid 
dans les liquides, des integrales de ces premieres equations e 
theoremes relatifs a I’equilibre de la chaleur rayonnante. 

Un des principaux caracteres de I’analyse qui exprime la distribi 
de la chaleur dans les corps solides consiste dans la compositioi 
mouvements simples. Cette propriete derive de la nature des equa 
dilFerentielles du mouvement de la chaleur, et elle convient auss 
dernieres oscillations des corps; mais elle appartient plus spei 
ment a la theorie de la chaleur, parce que les effets les plus comp 
se resolvent reellement en ces mouvements simples. Cette propos 
n’exprime pas une loi de la nature, et ce n’est pas le sens que j 
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attribue; elle expritne un fait subsistant, et non une cause. On trou- 
verait ce meme resultat clans les questions dynamiques oil Ton consi- 
dererait les forces resistantes qui font cesser rapidement I’effet pro- 
duit. 

Les applications de la tbeorie de la chaleur ont exige de longues 
recberches analytiques, et il etait d’abord necessaire de former la 
methode du calcul, en regardant comme constants les coefficients spe- 
cifiques qui entrent dans les equations; car cette condition s’etablit 
d’elle-meme et diire un temps infini lorsque les differences de tem- 
peratures sont devenues assez petites, comme on I’observe dans la 
question des temperatures terrestres. D’ailleurs, dans cette question, 
qui est I’application la plus importante, la demonstration des princi- 
paux resultats est independante de Thomogeneite et de la nature des 
couches interieures. 

•On pent donner a la tbeorie analytique de la chaleur toute I’exten- 
sion qu’exigeraient les applications les plus variees. Voici I’enume- 
ration des principes qui servent a generaliser cette theorie : 

1 ° Les coefficients etant assujettis a des variations tres petites que 
les observations font connaitre, on determine, par le precede des sub- 
stitutions successives, les corrections qu’il faut apporter aux resultats 
du premier calcul. 

2 ° Nous avons demontre plusieurs theoremes generaux qui ne de- 
pendent point de la forme des corps, ou de leur homogeneite. L’equa- 
tion generale relative a la surface est une proposition do ce genre. On 
en trouve un autre exemple tres remarquable si Ton compare les rnou- 
vements de la cbaleur dans des corps semblables, quelle que puisse 
etre la nature de ces corps. 

3° Lorsque la resolution complete des Equations differentielles de- 
pend d’ expressions difficiles a decouvrir, ou de tables qui ne sont 
point encore formees, on determine les limites entre lesquelles les 
quantites inconnues sont necessairement comprises; on arrive ainsi 
a des consequences certaines sur Tobjet de la question. 

4“ Dans les recherches sur les temperatures du globe terrestre, la 
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grandeur des dimensions donne une forme speciale aux resuUats du 
calcul et en rend I’interpretation plus facile. Quoique Ton ignore la 
nature des masses interieures et leurs proprietes relatives a la cha- 
leur, on peut deduire des seules observations faites dans les profon- 
deurs accessibles des consequences fort importantes sur la stabilite 
des climats, sur I’exces actuel de temperature du a la chaleur d’ori- 
g'ine, sur la variation seculaire de I’accroissement de temperature dans 
le sens de la profondeur. C’est ainsi que nous avons pu demontrer que 
cet accroissement, qui est, en divers lieux de I’Europe, d’environ i° 
pour 32 ™, a eu precedemment une valeur beaucoup plus grande, qu’il 
diminue insensiblement, et qu’il s’ecoulera plus de trente mille annees 
avant qu’il soit reduit a la moitie de sa valeur actuelle. Cette conse- 
quence n’est point incertaine, quoique nous ignorions I’etat interieur 
du globe; car les masses interieures, quels que puissent etre leur etat 
et lour temperature, ne communiqueront a la surface qu’une chaleur 
insensible pendant un laps de temps immense. Par example, j’ai voulu 
connailre quel serait I’effet d’une masse extremement ecbauffee, de 
meme etondue que la Terre, et que Ton placerait au-dessous de la 
surface a quelques lieues de profondeur. Void le resultat de cette 
recherche. 

Si, a partir de la profondeur de x2 lieues, on remplagait la masse 
terrestre inferieure jusqu’au centre du globe par une matiere quel- 
conquc dont la temperature serait egale a cinq cents fois celle de I’eau 
houillante, la chaleur communiquee par cette masse aux parties voi- 
sines de la superlicie demeureraittres longtemps insensible; il s’ecou- 
Icrait certainement plus de deux cent mille annees avant que I’on put 
observer a la surface un accroissement de chaleur d’un seul degre. 
La chaleur penetre si lentement les masses solides, et surtout celles 
dont I’enveloppe terrestre est formee, qu’un intervalle d’un tres petit 
nombre de lieues suffirait pour rendre inappreciable pendant vingt 
siecles I’impression de la chaleur la plus intense. 

L’examen attentif des conditions auxquelles le systeme des planfetes 
est assujetti donne lieu de conclure que ces corps ont fait partie de la 
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masse clu Soleil, et Ton peut dire qu’il n’y a aucun phenomene observe 
qui ne concoure a fonder cette opinion. Nous ne connaissons pas com- 
bicn I’interieur de la Terre a perdu de cette clialeur d’origine; on peut 
seulement affirmer qu’a I’extreme superficie I’exces de chaleur du a 
cette seule cause est devenu pour ainsi dire insensible; I’etat thermo- 
inetrique du globe ne varie plus qu’avec une extreme lenteur; et, si 
Ton pouvait concevoir qu’a partir d’une distance de quelques lieues 
au-rdessous de la surface on remplace les masses inferieures jusqu’au 
centre du globe soit par des corps glaces, soit par des portions de la 
substance meme du Soleil qui auraient la temperature de cet astre, 
il s’ecoulerait un grand nombre de siecles avant qu’on put observer 
aucun changement appreciable dans la temperature de la surface. La 
theoric mathematique de la chaleur fournit plusieurs autres conse- 
({uences de ce genre dont la certitude est independante de toute hypo- 
ihese sur I’etat interieur du globe terrestre. 

Ces theories acquerront a I’avenir beaucoup plus d’etendue, et rien 
ne contribuera plus a les perfectionner que des series nombreuses 
d’experiences precises; car I’Analysc mathematique (qu’il nous soit 
permis de reproduire ici cette reflexion) (') peut deduire des pheno- 
menes generaux et simples I’expression des lois de la nature; mais 
I’application de ces lois a des effets tres composes exige une longue 
suite d’ohservations exactes. 


( ' ) Discours prcliminaire de la Theorle de la Chaleur. 
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Lo premier article de cc Memoire fait partie d’unTraite qui ne tar- 
(lera point ii etre public, ct qui contient les resultats de mes recherchcs 
sur la theoric des equations. On demontre dans ce premier article une 
proposition relative a I’emploi des fractions continues pour la distinc- 
tion des racines ima^^inaires. L’illustre auteur du Traite de la resolution 
des eejuaiions nitmerujues avail propose, ainsi quo Waring, pour la deter- 
mination des limites, I’usagc d’une equation dont les racines sont les 
differences des racines de I’equation que Ton veut resoudre. Cette 
metbode est sujette a deux difficultes tres graves qui la rendent inap- 
plicable : I’une consiste dans I’etendue excessive du calcul qui sert 
a former I’dquation aux differences; la seconde, dans le tres grand 
nombre des substitutions quo Ton aurait a effectuer. J’ai recherche 
avee le plus grand soin les moyens de resoudre ces deux difficultes, 
et j’y suis parvenu par deux methodes dififerentes, qui font connaitre 
facilement la nature et les limites des racines. La premiere est exposee 
II. 


n 
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avec beaucoup de details dans I’Ouvrage cite; la seconde est fondee sur 
la proposition suivante. 

On pent omettre dans tons les cas I’emploi de I’equation aux diffe- 
rences, et proceder immediatement au calcul des fractions continues 
qui doivent exprimer les valeurs des racines ; il suffit d’etablir ce calcul 
de la meme maniere que si Ton etait assure que toutes les racines sent 
reelles. On determine sur-le-champ, et par I’application d’un tbeoreme 
general, combien on doit ehercher de racines dans chaque intervalle 
donne; or on distinguera par le resultat meme de I’operation celles de 
ces racines qui sent reelles. Quant au nombre des racines imaginaires, 
il est precisement egal au nombre des variations de signes qui dispa- 
raissent dans les equations successives. Lc Memoire contient la demon- 
stration de cette derniere proposition; il en resulte une metbode tres 
simple pour distinguer avec certitude les racines imaginaires, etpour 
assignee deux limites entre lesquelles chacune des racines reelles est 
seule comprise. 

Le second article du Memoire concerne les equations que Ton a appe- 
lees transcendantes. Je demontre que les theoremes generaux d’Analyse 
algebrique s’appliquent aux equations de ce genre que presentent la 
theorie de la chaleur ou d’autres questions naturelles. Le principe sur 
lequel cette application est fondee consiste en ce que, dans toute equa- 
tion algebrique ou transcendante formee d’un nombre fini ou infini de 
facteurs, parmi lesquels il, se trouve un ou plusicurs facteurs du second 
degre ayant deux racines imaginaires, chacun de ces derniers facteurs 
correspond a une certaine valeur reie/fe qui indique deux racines imagi- 
naires, parce qu’elle fait disparaitre deux variations de signes a la fois; 
et Ton prouve que, si I’equation proposee n’a aucune de ces valeurs 
rdelles et critiques, il est impossible qu’elle n’ait pas toutes ses racines 
reelles. En general, e’est une meme metbode qu’il ffiut employer, soit 
pour distinguer les racines imaginaires dans les equations algebriques 
etpour calculer les valeurs de leurs racines reelles, soit pour distin- 
guer les racines imaginaires des Equations transcendantes et calculer 
leurs racines reelles. La convergence des series qui expriment les fonc- 
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tions transcendantes supplee a la propriete qu’ont les fonctions alge- 
briques d’etre reduites a une constante par des differentiations succes- 
sives. 

On pent faire I’application de ces principes aux equations transcen- 
dantes qui servent a former I’expression du mouvement de la chaleur 
dans la sphere, dans les prismes rectangulaires, et dans le cylindre. 
J’ai rappcle les trois precedes differents dont je me suis servi, dans 
mes rccherches analytiques sur la chaleur, pour resoudre les equations 
dont il s’agit; ils donnent tous les trois le meme resultat : 

1° On emploie les constructions geometriques, parce qu’elles font 
connaitre tres claii'emcnt les limites de chaque racine. 

2® J’ai demontre que toutes les racines des equations trigonome- 
triques qui se rapportent a la sphere ou aux prismes sent reelles, en 
substituant a la place de la variable un binome dont le second terme 
est imaginairc. On voit, par le resultat de cette substitution, que le 
coefficient du second terme est necessairement nul. 

3 ® On demontre aussi que les equations trigonometriques dont il 
s’agit ont toutes leurs racines reelles, sans qu’il soit necessaire de 
regarder com me coniiue la forme des racines imaginaires; car la fonc- 
tion trigonometrique cstle produit d’un nombre de facteurs qui croit 
de plus en plus, et sans limites. Or j’ai prouve rigoureusement que 
chacune des equations successives qui en resulte ne pent avoir que 
des racines reelles. Cette propriete est totalement independante du 
nombre des facteurs. 

Il me rcste a indiquer robjet du troisieme article du Memoire. Get 
objeta un rapport plus sensible avec les phenomenes naturels; il con- 
cerne la question du mouvement seculaire de la chaleur dans I’inte- 
rieur du globp terrestre. 

Nous avons dit que I’cxpression du mouvement de la chaleur dans 
la sphere, dans les prismes rectangulaires et dansle cylindre, contient 
les racines d’une equation transcendante determinee, etque toutes ces 
racines sont reelles. Il est facile maintenant de donner differentes de- 
monstrations do cette proposition, et toutes les recherches ulterieures 
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n’ont pu que la confirmer. Mais quelle est la cause naturelle de cette 
propriete? Pour quelle raison physique est-il impossible qu’il entre des 
expressions differentes dans les solutions donnees par le calcul? Quel 
rapport necessaire y a-t-il entre le principe de la communication de la 
chaleur et un theoreme abstrait sur la nature des equations? 

On resoudra clairement cette derniere question en considerant ce 
qui aurait lieu si I’equation qui determine les exposants de chaque 
terme contenait des facteurs du second degre dont les deux racines 
seraient imaginaires. En effet, chacun de ,ces derniers facteurs pour- 
rait servir a former une solution particuliere de la question, et cette 
solution contiendrait la valeur du temps sous les signes trigonome- 
triques; il en resulterait que la temperature moyenne du solide corres- 
pondante a chaque instant serait exprimee par une quantite perio- 
dique. Cette expression serait formee d’un facteur exponentiel et d’un 
facteur trigonometrique variable avec le temps. La temperature fixe 
du milieu etant supposee celle de la glace fondantc, la temperature 
moyenne du solide serait successivement positive, nulle et negative ; 
ensuite, en continuant de changer, elle dcviendrait de nouveau egale 
et superieure a celle du milieu. Ces alternatives se reproduiraient 
durant un temps infmi divise en mesures egales, comme il arrive dans 
les dernieres oscillations des lames ou des surfaces sonores. Or de 
tels effets ne peuvent avoir lieu; et, pour rendre cette impossibilite 
manifesto, il suffit d’appliquer la solution dont on vient de parlor au 
cas oil la conducibilite propre du solide a une valeur immensement 
grande; car, si le coefficient qui mesure cette qualite specifique ou la 
permeabilite interieure acquiert une valeur infiniment grande, le corps 
dont la temperature varie doit etre compare a un vase contenant un 
liquide perpetuellement agite, et dont toutes les parties ont a chaque 
instant la meme temperature. Il est evident que, dans ce cas, la cha- 
leur du liquide se dissipe continuellement a travers I’enveloppe. On 
ne pent pas supposer que la temperature devient alternativement ne- 
gative, nulle et positive, et que cela constitue le dernier etat du vase 
durant un temps infmi. Nous connaissons avec certitude en quoi con- 
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sistc ce dernier etat : la temperature du vase se rapproche de plus en 
plus de celle du milieu; la chaleur, quelle que puisse etre sa nature, 
n’est point sujette a cette fluctuation que nous avons decrite, parce 
qu’elle ne se communique que par voie de partage; par consequent, la 
temperature finale est toujours plus grande, ou est toujours moindre, 
que celle du milieu. Ainsi il est physiquement impossible qu’il entre 
des exposants imaginaires, ou, cc qui est la meme chose, des facteurs 
periodiques, dans I’expression de la temperature variable d’un solide, 
par exemple d’un cylindre priinitivcment echaulTe ef place dans un 
milieu dont la temperature est constantc. II en resulterait un etat final 
oscillatoire contraire au principe de la communication de la cbaleur, 
et Ton est assure que ces alternatives n’ont point lieu dans un corps 
solide, parce que la solution qui les exprimerait s’appliquerait aussi 
a un etat tres simple oil elles sont manifestement impossibles. 

,On arrive a la meme conclusion si Ton considere dans la theorie 
analytique des mouvemebts de la chaleur les relations qui doivent 
subsister entre les divers elements du calcul pour qu’une meme solu- 
tion convienne a une multitude de questions dilTei'entcs; car on pent 
changer a son gre les Valeurs des coefficients specifiqucs et les dimen- 
sions du solide si Ton change aussi, et dansun certain rapport, I’unite 
dc mesure des temps ecoules. 

Voici une application remarquable dc ce nouveau principe : olle. 
concerne la distribution de la chaleur dans les corps de figure sem- 
blahlc qui ne different quo par Icurs dimensions. Que Ton sc repre- 
scntc deux solides dont les divers points ont reou des temperatures 
initiates; chacun do ces corps pcutn’etre pas homogene; la densite, la 
capacite de chaleur, la conducibilite pourraient varicr d’une maniere 
quelconquc dans I’interieur de ces corps ou a leur surface; mais, pour 
ne comparer que les deux effets qui proviennent de la difference do 
dimensions, on suppose que les deux corps, de surface convexe, ont 
des figures semblables; que les molecules homologues sont de memci 
nature, de meme densite; qu’elles ont rcQu la meme temperature ini- 
tiate; et que les deux solides sont ensuite exposes dans Ic vide, el 
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separement, a Taction constante d’une meme cause qui absorl 
chaleur emise. On congoit que cliacun de ces deux corps passe 
cessivement par une suite d’etats tres differents du premier, el 
manifeste que les changements de temperature s’accompliraient ] 
coup plus rapidement dans celui des deux corps dont la dimei 
serait beaucoup plus petite. Or nous demontrons que, si Ton mi 
les temps ecoules avec deux unites differentes dont le rapporl 
celui du carre des dimensions homologues, on trouvera que 
variable du premier solide est perpetuellement le meme que Tet 
second. Cette proposition est la plus generale de toutes celles qu 
demontrees dans mes recherches sur la chaleur; car elle ne de 
ni de la forme des corps, ni de la nature de la substance doi 
sont formes, ni de la distribution initiate. En general, la dure 
temps necessaires pour que des solides semblables, et semblable 
echaiiffes, parviennent au meme etat est en raison directe du 
des dimensions. 

Cette proposition s’ applique au mouvement seculaire de la cb 
qui a penetre la masse du globe terrestre, aux epoques oil cetti 
nete a ete formee; elle nous donne une juste idee du temps imr 
qui a dii s’ecouter pour qu’une masse d’une aussi grande dime 
put subir un refroidissement sensible. On comparera, au moyi 
theoreme precedent, les eflfets qui seraient observes si Ton assu; 
sail a une temperature fixe (celle de la glace fondante) les surfac 
deux spheres solides dont Tune aurait i“ de rayon, et Tautre un 
egal a celui de la Terre. On trouve que Teffet produit sur la s 
terrestre par un refroidissement qui durerait mille annees eqi 
precisement a Teffet produit sur la sphere de de rayon par T: 
de la meme cause qui ne durerait que la parti c d’une second 
voit par ce resultat que, si la Terre a possede, comme Tindique 
theories dynamiques et un grand nombre d’observations there 
triques, une chaleur primitive qui se dissipe progressivement da 
espaces planetaires, la deperdition de cette chaleur d’origine s 
avec une lenteur extreme. La duree de ces grands phenomenes r 
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aux dimensions de I’univers; elle est mesuree par des nombres du 
meme ordre que ceux qui expriment les distances des etoiles fixes. 

Cette question du mouvement seculaire de la chaleur dans le globe 
terrestre est eclairee par deux propositions tres generates que nous 
fournit la theorie de la cbaleur, et qui sont faciles a demontrer : I’line 
est celle que nous venous d’enoncer concernant les changements de 
temperature des corps semblables; I’autre est I’equation differentielle 
du mouvement de la chaleur a la surface d’un corps quelconque. Cette 
derniere proposition, que j’ai donnec autrefois, est, comnie la prece- 
dente, totalement independante de I’etat interieur du globe, de la 
nature des substances, de la chaleur actuelle ou originaire; elle con- 
vient a tous les corps solides, quels que soient leur forme et I’etat 
physique de la superficic. 

Nous terminerons cet extrait on rapportant la demonstration du 
theoreme relatif au mouvement de la chaleur dans les corps sembla- 
bles. On pourrait deduire cette proposition des equations differen- 
ticllcs que j'ai donndes dans mcs recbercbes precedentes; mais la 
demonstration syntbetique fait mieux connaitre que ce theoreme est 
line consequence evidcnte du principe de la communication de la cba- 
leur. .I’indiquerai d’abord comment ces consequences se sont presen- 
tees pour la premiere fois a I’inspcction des formules qui expriment 
le mouvement de la chaleur dans differents corps. Ensuitc je montrerai 
comment on arrive aux memes resultats sans I’cmploi du calcul et par 
les considerations les plus dlementaires. Nous prenons pour exemple 
la question du mouvement de la chaleur dans une sphfere qui a dte 
plongee une ou plusieurs fois dans un milieu echauffd, et a regu ainsi 
dans les dilferentes couches spheriques dont elle est formde des tem- 
peratures initiales differentes d’une couche a une autre suivant une 
loi quelconque, mais egalcs pour les points d’une meme couche. Nous 
supposons qu’apres avoir retire cette sphere du milieu echauffe, on 
assujettit les points de la surface a une temperature constante et com- 
mune a tous cos points. On trouve, dans le Chapitre V de la Thdorie de 
la chaleur, solution des questions de ce genre, soit qu’on la deduise 
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de la formule generale rapportee page 3i4 de cet Ouvrage, soil qu’on 
resolve directement ce problenie, qui, aujoiird’hui, ne presente aucune 
difficulte. On obtient I’espression suivante des temperatures variables 
de la sphere : 

r K r-Tz - , 

2 , jc. C s 7 

V — ^ e *'■ F(a) sin ace 

/=! •- ® . 

Les coefficients K, C, D representent respectivement la conducibilite 
propre, la capacite de chaleur, la densite; X est le rayon total de la 
sphere; x est le rayon de la couche spherique dont on vent determiner 
la temperature v; et t mesure le temps ecoule depuis I’instant oil le 
refroidissement commence jusqu’a I’instant oil la temperature prend 
la valeur designee par v; F(a) est la temperature initiate de la couche 
spherique dont le rayon est a. 

Gela pose, concevons que deux spheres solldes de differents dia- 
metres, mais formees d’une meme substance, ont rcQu des tempera- 
tures initiates telles que la valeur de cctte temperature pour une 
certaine couche de la moindre sphere est la meme que celle de la 
couche homologue de la plus grande, la fonction F(a) etant d’ailleurs 
entier.ement arbitraire. Soit n le rapport des dimensions des deux 
solides; on aura les relations suivantes, en designant par x et x' les 
longueurs variables des rayons dans la premiere sphere et dans la 
seconde, qui est la plus grande, X = nX', x — nx' , a = no.' . Quant ii 
la fonction F(a), elle est, par hypothese, la meme que F(a') ou 
F(/ 2 a); les coefficients D, C, K sont aussi les memes pour la sphere 
dont le rayon total est X .et pour celle dont le rayon est X'. Si actuelle- 
ment on suppose que le temps t, apres lequel on mesure les tempera- 
tures de la premiere sphere, differe du temps t' , apres lequel on 
mesure les temperatures de la seconde sphere, et si I’on etablit la rela- 
tion t = on trouvera, apres toutes les substitutions, que la valeur 
de vest la meme pour la moindre sphere et pour la plus grande. 11 suit 
de la que, si, dans les deux spheres, les couches horaologues ont rcA'u 
des temperatures initiates quelconques, mais egales entre" elles, ces 
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deux solides se trouveront toujours dans un etat thermometrique sem- 
blable apres des temps ecoules differents pour les deux spheres, et 
dont le rapport soil celui du carre des dimensions. 

Nous allons prouver maintenant quo cette derniere proposition est 
vraie dans le sens le plus etendu; elle ne depend ni de la forme des 
corps semblables que Ton compare, ni de leur bomogeneite ou de 
leurs qualites specifiques relatives a la chalcur. Voicila demonstration 
tres simple de ce theoreme. 

On compare les deux corps solides de figure semblable et de formi' 
convexe. Cette derniere denomination s’applique aux figures telles 
qu’unc ligne droitc inenee entre deux points quelconques de la super- 
ticie ne pent rencontrer cette surface du solide en aucun autre point. 
11 faut concevoir quo cbacun des deux solides est divise en une infinite 
de particules de forme orthogonale. Chaque element du premier cor- 
respond a un element homologue du second. La figure des elements 
interieurs est celle d’un prisme rectangulaire; et chacun des elements 
extremes, dont une face est placee sur la supcrficie du corps, a la 
figure d’un prisme rectangulaire tronque. On suppose que deux ele- 
ments homologues quelconques out rcQu la memo temperature initiale, 
qu’ils ont la ineme propriete de conduirc la clialeur, et la ineine capa- 
cite specifique. Au reste, chacun des corps pent n’etre point homo- 
gene, et toutes les proprietes specifiques peuvent varier d’une maniere 
quclconque dans I’etenduc do chaque solide; on suppose seulement 
qu’elles sent les inemes pour les points homologues. 

Cola pose, ne considerons, dans les deux corps, que deux elements 
semblablement situes, et comparons entre elles les quantites de clia- 
leur qui, pendant une duree infiniment petite, font varier la tempera- 
ture do ces deux molecules. Supposons que les deux elements homolo- 
gucs que Ton compare aient la meme temperature au commencement 
de cet instant; formons d’abord I’expression de la quantite de clialeur 
qui penetre dans une molecule interieure a travers Tune de ses faces, 
scion la direction pcrpondiculaire a cette face. Cette quantite est pro- 
portionnelle a I’aire de la face; elle depend aussi : i° du coefficient k, 
II. 
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mesure de la conducibilite, au point du solide que Ton considere; 
2" de la duree dt de I’instant; 3° de la cause qui porte la chaleur a 
passer avec plus ou inoins de vitesse a travers la face du prisme. Cette 
(lerniere cause est la difference de temperature des points assez voisins 
pour qiTils se communiquent directement leur chaleur. Or nous avons 
deinontre, dans I’lntroduction de notre theorie analytique, que, pour 
comparer entre eux les effets de cette derniere cause dans deux solides, 
il faut elever une perpendiculaire p.v en un point m de la surface que 
la chaleur penetre, et marquer sur cette normale, de part et d’autre du 
pointTTZ aune distance determinee |A, deux points p. et v, dont on deter- 
mine les temperatures actuellcs u et v, la difference u — v mesure la 
vitesse du flux, c’est-a-dire celle avec laquelle la chaleur se transporte 
a travers la surface. Or, si Ton marque ici, dans les deux corps quo Ton 
compare, ces deux points p. et v, dont la distance est A pour I’un et 
I’autre corps, il est evident que la difference ii — v sera plus grande 
dans le moindre corps que dans le second; et, si les dimensions sont 
dans le rapport de n a n', les differences u — v ct scront entre 

elles dans le rapport de n' a /z; ainsi la vitesse avec laquelle la chaleur 
traverse la premiere surface est a la vitesse de ce flux pour I’autre sur- 
face dans le rapport inverse des dimensions. Nous supposons que le 
lecteur a une connaissance complete de ce Icinme, tel qu’il est explique 
et demontre dans divers articles de notre Ouvrage (Thdorie de la cha- 
leur, Chap. I, Sect. IV et Chap. II, p. 117, et Sect. VII du Chap. II, 
p. i22-i 32). Coucevons maintenant que lo transport de la chaleur s’ef- 
fectue, pour Tune des molecules comparees, pendant un instant dt et, 
pour la molecule hoinologue de.l’autre corps, pendant une duree diffe- 
rente dt'; les quantites do chaleur qui penetrent les deux molecules 
sont entre elles comme les deux produits suivants : sk{u — v)dt, 
s' k{u' — v') dt' ; s et / designent les aires des faces dans les deux 
prismes. Le coefficient k est commun; les differences u — v, u'— v' 
sont, comme on I’a dit, dans le rapport de n' a n. Le rapport de s a s' 
est celui de n- a done les quantites de chaleur qui penetrent les 
molecules sont entre elles dans le rapport compose des produits 
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n hi clt, n kndt\ ce rapport est On comparera de la meme ma- 

niere les quantiles de chaleur qui sortent de Tune et I’autre molecule 
prismatique par les faces opposees a celles que Ton vient de consi- 
derer et, le coefficient qui mesure la conducibilite propre etant tou- 
jours le meme aux points homologues, on trouvera comme precMem- 

rnent que le rapport des deux quantites de chaleur sorties est — • 

ii’dt’ 

Or cc sont les differences de la quantile de chaleur qui entre dans 
chaque molecule a la quantile qui en sort par les faces opposees qui 
(letcrmincnt le changement instantane de temperature de ces mole- 
cules. 11 s’ensuit que, si les quantites do chaleur qui produisent les chan- 
gcmcnts etaient proportionnelles a la troisieme puissance de la dimen- 
sion dcs deux molecules, c’est-a-dire proportionnelles aux masses, la 
variation do temperature serait la meme, de part et d’autre, a la fin des 
(lurecs differentes dt et dt'. Done les temperatures de ces molecules 
scraient egales entre elles comme elles I’etaient aft commencement de 
ces instants. II suffit done que Ton ait cette relation 

ndt n' dt' dt n- 

id «'■’ dt' n’- 

Donc, si Ton observe le mouvement de la chaleur dans les deux 
(uirps en me.surant les temps ccoules avec des unites differentes, et si 
(Uis (loux unites de temps sont proportionnelles aux carres des dimen- 
sions, les molecules cornparees auront toujours des temperatures 
egales apres des temps correspondants, c’est-a-dire apres des temps 
formes d’un meme nombre d’unites. 

Nous avons compare jusqu’ici deux molecules homologues situees 
dans I’intericur des deux corps. La meme consequence s’applique aux 
molecules extremes dont les faces inclinees coincident avec la super- 
ficie dll solide. Nous supposons que ces faces extremes sont retenues 
a la temperature fixeiiiero; ou, plus generalement, nous supposons que 
Ton assujeltit deux particules exterieures et homologues a une meme 
temperature fixe, dont la valeur pourrait etre differente pour deux 
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autres particules homologues. Or on reconnait, comme prece 
ment, que les quantiles de chaleur qui penetrent les deux mole 
extremes comparees sont : i° en raison directe de I’etendue des 
faces traversees; qu’il en est de meme des quantiles de chaleur so 
el par consequent des differences qui occasionnent le changeme 
temperature; 2° que les vitesses du flux sont entre elles coma 
differences des temperatures u et 0 de deux points p. et v dont 1 
tance A serait la meme dans les deux corps; en sorte que les vit 
de ce flux dans les deux molecules sont en raison inverse de la di 
sion; 3 " que les quantiles de chaleur qui font varier la temperati 
partagent entre les masses qui sont proportionnelles aux cube 
dimensions. Done, si les durees dt et dl' des instants sont propoi 
nelles aux carres des dimensions, il arrivera toujours qu’a la fi 
deux instants differents dL et dt' les temperatures des deux mole 
homologues seront egales entre elles, comme elles I’etaient au con 
cement de ces niemes instants. Done les deux corps seront ton 
observes dans un etat thermometrique semblable si Ton comp 
temps ecoules en faisant usage de deux unites differentes, et si I 
port de ces unites est celui des carres des dimensions; e’est confl 
ment a cette loi que la temperature varierait dans deux corps en 
ment semblables qui auraient ete semblablement echauffes, et 
les surfaces exterieures seraient assujetlies a des temperatures 
stantes. 

Si les solides que Ton compare ne reqoivent point a leur surfai 
temperatures fixes, mais si la chaleur se dissipe a travers cette su 
nous ajoutons a I’hypothese une condition speciale. On suppose 
ce cas, que le coefficient h, mesure de la conducibilite exterieure 
pasle meme pour les deux corps, mais qu’on lui attribuc des val 
et h' en raison inverse des dimensions. Ainsi le plus petit des 
corps aura une conducibilite exterieure h plus grande que h 
mesure la conducibilite exterieure du second. II en resulte que 
particules homologues placees a la superficie perdront, dans le 1 
qui les environne, des quantites de chaleur inegales. La vitesse d 
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exteneur dans le moindre corps sera plus grande que dans le second, 
et le rapport de ces vitesses sera celui de n' a n. II en sera de nieme 
du flux inierieur, comine on I’a vu dans le cas precedent. Les aires 
de deux elements homologues de la superficie seront proportionnelles 
aux carres des dimensions. Done toutes les cons^uences seront les 
inemes que pour les molecules interieures : done, en mesurant les 
temps ecoules avec des unites differentes dont le rapport sera celui 
du carre des dimensions, on trouvera toujours les deux solides dans 
un etat tliermometrique semblable apres des temps correspondants. 

II faut remarquer que la condition relative au coefTicient A, mesure 
de la conducibilite exterieure, s’accorde avec I’hypothese principalc, 
(}ui consiste en ce que deux points homologues quelconques ont les 
memos proprietes specifiques et une meme temperature initiale. En 
elTet, quelle que puisse etre la cause qui fait passer la chaleur du solide 
dans le milieu environnant, il est certain que cette masse affecte jus- 
qu’a une profondeur tres petite I’enveloppe exterieure du solide. Les 
points extremement voisins de la superficie contribuent tous a remis- 
sion de la chaleur, et Teffet produit est d’autant plus grand que la 
temperature de ces points est plus elevee au-dessus de celle du milieu 
supposec constante. II s’ensuit que, dans le plus petit des deux solides 
compares, les molecules extremement voisines de la surface ont plus 
d’action sur le milieu; car, si Ton marque dans ce moindre solide, sur 
une droitc N, un point intericur pi. distant de la superficie d’une tres 
petite quantite S, et dans I’autre solide, sur la ligne homologue N', un 
point intcrieur pi.' distant de la superficie de la meme quantite S, I’exces 
de la temperature de pi' sur celle du milieu sera plus grand que I’exces 
de la temperature de p. sur celle du milieu; et, par consequent, remis- 
sion de la chaleur a la surface du moindre corps sera plus rapide qu’a 
la surface du plus grand. 

Toutofois nous ne connaissons point assez distinctement la nature 
des forces qui, a la superficie des solides,- modifient remission ou 1 in- 
troduction de la chaleur pour reduire a un calcul exact les efifets de ce 
genre. C’est pour cela que, dans I’enonce du theoreme, nous compre- 



m 


MEMOIRE SUR LA DISTINCTION 


nons une condition speciale relative a la valeur du coefficient. C’est 
pour la ineme raison que nous avons considere seulement les corps 
dont la supcrficie est convexe. Si des portions de la superficie etaient 
concaves, et si la chaleur se dissipait par voie d’irradiation, elle se 
porterait sur d’autres parties du ineme solide. Nous n’examinons point 
ici les cas de ce genre, et nous supposons que les valeurs h et h' sont 
en raison inverse de la dimension des solides. Au reste, ce coefficient 
peut etre different pour differents points de la surface. II suffit que, 
pour deux points liomologues quelconques des deux surfaces, les 
valeurs de h et h' soient dans le rapport de n' a n, qui est la raison 
inverse des dimensions. 

Nous avons rapporte plus liautla solution que Ton trouvo, en inte- 
grant les equations du mouvement de la chaleur dans la sphere; mais 
nous avons reduit cette solution au cas oil la surface est assujcttie dans 
tons les points a une temperature constante zero. On a vu comment la 
formule ainsi reduite s’accorde avec le theoremc general quo I’on vient 
de demontrer. On peut aussi considerer le cas plus general oii la clia- 
leur du solide se dissipe a travers la surface dans un milieu dont la 
temperature est constante. On attrihuera au coefficient qui mesure la 
conducibilite exterieure une valeur determince h, et Ton aura, pour 
exprimer les temperatures variables du solide, I’equation suivante (' ) 

'■=“ . -A-"?' \ 

, . V Sinn,® e t-" T' i-. ^ , 

(1) (’ = 2 > / a I' ( a) Sin /)./ a rfot; 

,= i X ^sin2«,X-^» 

2/11 

la valeur de Ui est une racine de I’equation determince 

( 2 ) — I 

tang(/i,-X) K^^- 

Les quantites cc, v, t, K, C, D ont la meme signification que dans 
I’article precedent. Le coefficient A exprime la conducibilite de la sur- 


(1) The'orie de la chaleur, p. 3i2 et 3 14,. 


G. D. 
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face, relative au milieu dent la temperature constante est zero. La fonc- 
tion F(a) represente, commenous I’avons dit, le systeme des tempera- 
tures initiates. L’equation ( 2 ) donne, pour la valeur de une infinite 
de racines, et nous avons demontre plusieurs fois, soit par le calcul, 
soit par des considerations prop:*es a la theorie de la chaleur, que 
toutes ces racines sent reelles; la temperature variable v est le double 
de la somme de tons les termes dont la valeur est indiquee. 

Supposons maintenant que Ton compare les mouvements de la cha- 
leur dans deux spheres differentes, dont I’une a pour rayon x, et I’autre 
a pour rayon x' , egal a mx. Si la chaleur initiate est tellement distri- 
buee dans ces deux corps que la temperature commune aux points 
d’une surface spherique interieure dans le premier soit egale a la tem- 
perature de la surface semblablement placee dans le second, et si, les 
coefficients K, C, D etant les memes, le coefficient h qui appartient a la 
moindre sphere a pour la plus grande une valeur differcnte A', il sera 
facile de connaitre dans quel rapport doivent etre les temps ecoules 
pour que la temperature v ait une ineme valeur dans Tune et I’autre 
sphere. Soient respectivement L et 1! les temps ecoules apres lesqucls 
on mesure les temperatures dans les deux corps, on ecrira les rela- 
tions 

X'=wX, x'—inx, h'——, 

’ in 

On conservera, selon riiypothesc, les valeurs de K, C, D et 
reconnaitra que la valeur de e ne change point. Ainsi, les temps ecoules 
etant mesures avec des unites differentes, et le rapport de ces unites 
etant celui des carres des dimensions, les deux spheres seront toujours 
dans un etat thermometrique semblable apres des temps exprimes par 
un memc nombre d’unites; ce qui est conforme a la proposition gene- 
rale. 

On pourrait deduire cette proposition de la solution propre a cha- 
cune des questions particulieres; mais on voit combien il est prefe- 
rable de rendre la demonstration independanie des solutions : car il y 
a un grand nombre de cas oil, dans I’etat actuel de 1’ Analyse raathema- 
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tique, on iie pourrait point former explicitement ces solutions; mais 
la verite de la proposition generate n’en est pas nioins certaine, quelles 
que puissent etre la figure des corps convexes, I’heterogeneite des 
masses et leurs proprietes relatives a la chalcur. Les applications 
des Sciences matliematiques presentent certaines questions, rares a la 
verite, que Ton resout par des considerations theoriques tres simples, 
en obtenant des resultats beaucoup plus generanx que ceux ^ui se de- 
duiraient d’une analyse difficile. Nous pourrions en citer un cxemple 
non nioins remarquable, et que nous n’avons point encore public; il 
appartient a I’une des questions les plus importantes de la theorie des 
probabilites, celle qui concerne la comparaison de I’avantage inatM- 
matique moyen a I’avantage relatif. Au reste, lorsque les principes 
des theories sontconnus depuis longtemps, les consequences les plus 
generales sont presque toujours celles que donnent les solutions ana- 
lytiques. 
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Mcmoires de I’ Academie Roy ale des Sciences de VInstitut de France pour rana6e iSaS, 
t. VIII, p. 58 i ^ 622. Paris, Didot, 1829. 


I. 

Ohjet de la question^ formula qui en donne la solution. 

Ce Memoire a pour objet la solution d’une question d’Analyse qui 
appartient a la tlieorie de la clialeur. Cette nouvclle recherche servira 
a pcrfcctionner les applications, en introduisant dans le calcul les 
variations que Ton observe dans les coefficients specifiques. On peut a 
la-verite regardcr ces coefficients comme constants dans la question 
des temperatures terrestres, qui est I’application la plus importante; 
mais il v a d'autres questions pour lesquelles il serait necessaire d’a- 
voir egard aux variations que les experiences ont indiqu6es. Les pro- 
positions qui sont demontrees dans le Memoire ont un rapport direct 
avee I’analysc de ces approximations successives. 

Jc nc rappellerai point ici les questions fondamentales de la theorie 
de la chaleur. Il y a peu d’annees qu’elles n’avaient point encore ete 
soumises au calcul; on pouvait memo douter que I’Analyse mathema- 
tique s’etendit a cet ordre de phenomenes et fut propre a les exprimer 
d’une mauiere aussi claire et aussi c.omplete par des integrales d’e- 
quations a differences partielles. Les solutions que j’ai donnees de ces 
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questions principales sont aujourd’hui g&neralement connues; elles 
ontete confirmees par les recherches de plusieurs geometres. 

J’ai traite ensuite une question beaucoup plus composee que les 
precedentes, mais que Ton peut encore soumettre a I’Analyse mathe- 
matique. Ellc a pour objet de former les equations differentielles du 
mouvementde la chaleur dans les liquides, les variations des tempe- 
ratures etant occasionnees par la communication de la chaleur entre 
les molecules, et en meme temps par les deplacements infiniment varies 
que subissent toutes les parties du liquide a raison des changements 
continuels de densite. J’ai donne les equations dont il s’agit dans un 
Memoire lu a cette Academie, et dont I’extrait a ete public. 

Je me propose maintenant d’ajouter a la meme tbeorie la solution 
d’une question nouvelle, que je considere d’abord comme purcment 
analytique, et dont je presenterai par la suite des applications variees. 
11 s’agit d’assujettir les deux e.xtremites d’un prisme (') ^ des tempe- 
ratures entierement arbitraires exprimees par deux functions diffe- 
rentes du temps, qu’ elles soient ou non periodiques. L’etat initial du 
prisme est donne; il est represente par une troisieme fonction ; on se 
propose d’integrer I’equation differentielle du mouvement de la cha- 
leur en sorte que I’integrale comprenne trois functions arbitraires, 
savoir : celle qui represente I’etat initial du solide, et deux autrcs dont 
chacune exprime I’etat donne et variable d’une extremite. 

On pourrait appliquer a cette question les theoremes que j’ai donnes 
dans mes rechercbes precedentes, et qui servent a transformer une 
fonction quelconque, soit en series exponentielles, soit en integrales 
definies; car I’emploi des deux propositions principales peut evidem- 
mentconduire a I’integrale cherchee; mais, sous cette forme, le calcul 
est tres compose, et ne pourrait point faire connaitre les lois simples 
auxquelles les resultats sont assujettis. 

C’est par I’application de ces theoremes que j’ai determine autrefois 

(1) Dans leqael tons les points d’une section droito quelconque ont la mOme tempdra- 
ture. C’est ce qui a lieu si, la section- droite dtant trds petite, le prisme peut 6tre assimild 
4 un fll. G. D. 
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les lois (lu mouvement periodique de la chaleur solaire qui penetre la 
masse terrcstre jusqu’a une certaine profondeur et cause les variations 
diurnes ou annuelles; mais, dans cette recherche sur les mouvements 
alternatifs de la chaleur solaire, les temperatures de I’extremite du 
solide sont exprimees par des functions periodiques, ce qui rend I’ana- 
lyse plus facile. Dans la question actuelle, les temperatures des deux 
extremites du solide sont exprimees par des fonctions quelconques, et, 
quoique les principes deja connus suffisent pour montrer que la solu- 
tion est possible, ils ne donneraient point cette solution sous une forme 
propre a representer clairement les resultats. J’ai done deduit I’inte- 
grale cherchee do considerations differentes et speciales, qui rendent 
les consequences tres manifestes et facilitent toutes les applications. 

Voici la formule qui donne.la solution de cette question : 


V,= 


(0 


+- ^ /(f) -H ^ cosjTt |/(o) -t-jT /'(/•) 

H- - ^ er'^^sinix J 4'('') 


TT — X 


X designe la distance d’un point quelconque m du solide a sa premiere 
extremite o; f est le temps ecoule a partir de I’etat initial; exprime 
la temperature du point m apres le temps t; la distance de la seconde 
extremite it a rorigino o est representee par le nombre les fonc- 
tions du temps f(t), ®(0 sont arbitraires; elles expriment respective- 
mcntles temperatures variables des deux extremites o et-irdu prisme('). 
La troisieme function arbitraire qui affecte la distance variable x 
d’un point interieur a I’extremite o, represente le systeme des tempera- 
tures initiales. 

(1) Fourier suppose, sans le dire explicitement, que les unit6s de longueur out 6t6 ehoi- 
sies de telle mani^ro que la longueur du prisme soil mesur^e par le rapport de la cir- 

CD 

conference au diaxn^tre et que le quotient -g- soit 6gal a Tuiiit^. G. D. 
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On doit donner an nombre entier i sous le signe ^ toutes les valours 
possibles depuis et y compris i ; il faut prendre la somme do ces va- 
lours. Le signe d’integration definie J" porte, suivant notre usage, les 
limites entre lesquelles I’integrale doit etre effectuee; r est une quan- 
tile auxiliaire qui disparait apres I’integration definie, en sorte qu’il 
ne reste dans I’expression de Vf que des quantiles coiinues. 

n. 

La solution a trois parties distinctes. 

La valeur donnee par I’equation (i) contient trois parties diffe- 
rentes. Si, dans la premiere, qui forme la premiere ligne, on ecrit 
t: — a? au lieu de x, et tp au lieu de f, on trouve la secondc partie. On 
verra par la suite que la premiere represente I’etat oil le solide par- 
viendrait apres le temps ecoule t si, toutes les temperatures initiales 
des points dont la distance a I’origine o est plus grande que zero et 
moindre que % etant supposees nulles, on assujettissait pendant lo 
temps t le point o a la temperature constante zero, et le point tt a la 
temperature variable /(it)- 

La seconde partie de la formule represente I’etat oil se trouverait le 
meme solide apres le temps ecoule t si, les temperatures initiales des 
memos points intermediaires dont la distance a I’origine o surpasse 
zero et est moindre que u etant supposees nulles, on assujettissait pen- 
dant le temps t le point o a la temperature variable 9 (it), et le point tc 
a la temperature fixe zero. 

Enfin la troisieme partie de la formule (i) represente I’etat oil se 
trouverait le solide apres le temps ecoule t si, le systeme des tempera- 
tures initiales etant exprime par une function quelconque <1^(37) de la 
distance x, on assujettissait le solide a chacune de ses deux extremites 
a la temperature fixe zero. 

Quant a la valeur complete Yt, elle fait connaitre quel sera, apres le 
temps ecoule t, I’etat du prisme si, les temperatures initiales etant 
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exprimees par les deux extremites sont assujetties a des tem- 

peratures variables, savoir : Tune /(i) au point o, et I’autre s(it) au 
point TT. 

III. 

Premiere demonstration. La formule satis/ait a V equation differentieUe, 
aux conditions des extremites, et a I’etat initial. 

Sans developper dans ces premiers articles la suite des raisonne- 
ments qui m’ont conduit a la solution, j’en demontrerai d’abord la 
verite en la fondant sur un principe general qui est evident, et dont 
voici I’enonce. Si Ton forme une valcur o de la temperature variable 
qui satisfasse a I’equation differentieUe du mouvement de la chaleur et 
a toutes les conditions relatives aux extremites, et qui, pour un temps 
donne, coincide avec I’etat du systeme, on est assure que I’expression 
de 0 est I’integrale cherchee. II ne peut y avoir aucune autre int^grale 
reellement differente de celle-la, quel que puisse etre d’ailleurs le 
nombre des functions arbitraires. II suftira done de prouver que la for- 
mule qui donne I’exprcssion Vj satisfait a I’equation differentieUe et 
aux conditions des extremites, et que de plus, en donnant au temps t 
sa premiere valeur zero, la temperature Vo represente le systfeme 
des temperatures initiales. 

Or I’equation differentieUe du mouvement lineaire de la chaleur est 

dv _ R d^v 
dt ~~ CD 

K t 

et, si Ton ecrit i au lieu de Qjj on a 

^ 

dt dx'^ 

II faut done considerer Tequation a differentielles partielles tres 
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On reconnaitra, comme il suit, que Fexpression de satisfait a cette 
derniere equation. En effet, on conclut de Tequation (i) 


dcT- 


(^0 


et 


I ^ 
dt 


= ~ 2 sin/^cos/Ti 

/ TT 

tj;(r) sin ir dr, 

= + ^ /^(^) — cos^TT /'(/■) 

2 i -s, . . . 

-i- ^sin^a^cosiTT-^ 

^ j^9(o) -H J \\r)e^‘^'dv 

2 I .2, . . dQ 

L dt 

r.TT 

— / 4'(^’) siui/’ ^1?/'. 

^ do 

On represcnte par P le facteur 

/M-V-f f{r)d^‘^’d/\ 

do 

et par Q le facteur 

?(o)+r ^'{r)e'-’' dr; 
do 


( 3 ) 




or, pour trouver la differenticlle de P par rapport a t ou, ce qui est la 
meme chose, la dififerentielle du terme / f'(r')e^^’'dr, il faut omettre le 

dt, 


signe d’integration definie et donner a la variable auxiliaire r la va- 
leur t qui est sa limite; nous supposons connue cette regie, qui est 
demontree dans plusieurs Ouvrages, et dont la verite est pour ainsi 
dire evidente; on a done 
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dt 


■■ 9 '(i)e'‘^ 


II reste done, dans la premiere partie de le dernier terme 


V siiujT 

-/ (02^—7— cos « t:, 


et, dans la deuxieme partie de le dernier terme 


dt 



(02 


Sin i.r 


% 


Or la quantite ^ cositt est connue, et la quantite ^ est 
connue aussi ; la premiere est — et la seconde est !(■:: — x). Nous 
rappellerons plus bas la demonstration de ces deux propositions. II 

s’ensuitque, dans I’expression de les termes^/'(^) et ^ 
sont detruits par des termes suivants, et que les deux valeurs de 
et sont identiques : done I’expression de Vf donnee par la for- 
mule (1) satisfait a I’equation dilferentielle du mouvement de la cha- 
leur. 

De plus, il est facile de reconnaitre que I’etat initial est represente 
par cette valeiir de V^; en effet, si, dans I’equation (i), on pose t = o, 
on trouve 


( 4 ) 


.r , a .'v'Sinf.r 
-+ - /(o) + -/(o)2i— T'cosr 

+ —?(o)-- 9 ( 0 ) 2 ,— 

X n 

>p(r)sinirdr 


Or, de ces trois parties de la valeur de Vq, la premiere et la seconde 
sont nulles, comme on le montrera plus bas, et la troisieme donne la 

valeur de 

II. 


20 
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Je ne rappellerai point les differentes demonstrations que To 
donner de cette derniere proposition; je me borne a en ex] 
le veritable sens. II faut concevoir que, pour former Tint 



sin^>^//’, on donne d’abord a i une seule valeur j, prise 


les nombres entiers i, 2 , 3 et qu’ensuite on donne a la var 

toLites les valeurs qu’elle peut avoir depuis r—o jusqu’a r = 
pourrait construire une courbe dont I’ordonnee est sinyr. 
de cette courbe qui repose sur I’intervalle de o a -ir equivaut a ui 
taine quantite qui contient /, et que nous representons par c 
forme done le terme aysin/ir; puis, attribuant a i toutes ses \ 
successives i, 2 , 3, 4, • • • . on a la serie 


sci siiia;-!- ^2 sin2j7 + a,, sinSo? -h. . 

e’est la soinme de cette serie que Ton represente par ^a, sin, 
cette meme serie est toujours convergente. On donne a a? une 
quelconque plus grande que o et moindre que -ir; alors la somi 
termes approche de plus en plus, et sans fin, d’une certaine limi 
depend de la distance a;; e’est-a-dire que Ton peut concevoir le n 
des termes de la serie assez grand pour que la somme des term 
fere de sa limite d’une quantite aussi petite qu’on le voudra. 

Nous avons demontre plusieurs fois le theorem e exprime par 1 
tion 

(5) ip(a:) = - ^sinia^ I ^(r) sinird/-; 

on y peut parvenir de differentes manieres, et la formulc se 
tres facilement de I’integration definie; mais ce qu’il importe s 
de reconnaitre distinctement, e’est que la serie est toujours c 
gente, et que la valeur attribuee a la variable a; doit ici etre coi 
dans I’intervalle de o a tc. On ne considere point ici les valeurs 
meme serie exprimerait si Ton donnait a a? des valeurs singuliei 
ne seraient pas plus grandes que zero et moindres que tt ; la c 
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sion cle ces valeiirs est facile, mais elle n’appartient pas a la question 
actuelle. 

Si maintenant on applique le theoreme dont il s’agit au cas oil la 
fonction que Ton vent representer est t: — x dans I’intervalle de o a t:, 
on trouve 

^sin ix 


Tl — .r ™ ‘2 


2 - 


en appliquant le merae theoreme (5) a la fonction a;, on trouve 


sin IX 

X =1— 2^ — — cos in, 


serie qui etait connue depuis longtemps. II est done certain, comme 
on I’a enoiice plus haut, qu’en faisant t = o dans I’expression de Vt 
donnee par I’equation (i), les termes qui contiennent /'{o) et '/(o) 
disparaissent et qu’il ne reste que la quantite 


2 \7( sini.r r’' , , , . . 


r dr, 


qui, suivant Ic ineme theoreme, equivaut a I’etat initial du 

solide est represente par la valeur de Vo de I’equation (4). 

Quant aux conditions relatives aux cxtremites, elles subsistent pour 
toutes les valeurs de l; car, si Ton fait .j? = -ir dans I’expression V^, elle 
dcvient egale a /(i), quelle que soit la valeur de /; et, lorsque .r = o, 
elle devient Done I’expression de Vf representera les tempera- 
tures variables du solide pendant toutc la duree du phenomenc, puis- 
qu’ellc convient a I’etat initial, aux conditions des extremit6s et a 
I’equation dilferentielle. 


IV. 

Enonce des trois questions parlielles dont on reunit les solutions. 

Apres avoir demontre la verite do cette solution, il nous reste a ex- 
poser les considerations dont on peut la deduire; cet examen est utile. 
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parce que les memes considerations s’appliquent a diverses autres 

reclierclies. 

La question a pour objet de trouver une expression de c qui repre- 
sente I’etat initial lorsqu’on fait t — o, qui devienne f{t) lorsqu’on 
fait X = et qui devienne lorsque a; = o. Or on peut considerer 
separeinent chacune des trois questions suivantes : la premiere con- 
siste a determiner I’etat variable du solide lorsque, I’etat initial' et 
arbitraire etant donne, chacune des deux extremites est retenue a la 
temperature zero; ensuite on formera une seconde question qui con- 
siste a determiner quel serait I’etat variable du prisme si. la premiere 
extremite etant retenue a la temperature zero, la seconde etait assu- 
jettic a une temperature variable donnee par une fonction quelconque 
du temps, et si Ton supposait d’ailleurs quo, dans I’etat initial du 
prisme, les temperatures des points dont la distance a I’origine est 
moindre que zero et plus grande que tt sont toutes nullcs. 

La troisieme question est, pour ainsi dire, la meme quo la seconde; 
elle consiste a trouver I’etat variable du prisme lorsque, les tempera- 
tures initiales des points intermediaires etant supposees nullcs, la pre- 
miere extremite est assujettie a une temperature variable donnee par 
la fonction (j!)> seconde extremite etant retenue a la temperature 
zero. 

Cela pose, si Ton congoit que ces trois questions sont resolues et 
qu’elles sont appliquees a un meme prisme, ayant les memes extre- 
mites o et 7€, il est certain que la superposition des trois resultats don- 
nera la solution de la question oil Ton considerc trois fonctions dont 
Tune exprime I’etat initial du solide, et les deux autres expriment 
I’etat variable des deux extremites. 11 suffit done de resoudre chacune 
des trois questions et d’ajouter les resultats. Or la solution de la pre- 
miere est connue; je I’ai donnee, pour la premiere fois, dans mes 
Recherches sur la Theorie de la chaleur, lues et deposees a Tlnstitut dc 
France le 2i decembre 1807. En designant par le systeme des 
temperatures initiales du solide, etpar v la temperature apres le temps 
ccoule t en un point dont la distance a I’origine o est x, on a cette 
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expression : 

(^^>) f r <?;(/’) sin i'r <i/*. 

Nous passons al’examen de la seconde question. 

V. 

Temperature variable a Textremite da solide. On resout la question 
en determinant sous le signe ^ une fonclion inconnue. 

Pour resoudre la seconde question, c’cst-a-dire pour trouver [’ex- 
pression de la temperature variable d’un point quelconque du prisine 
lorsque la premiere extremite o est assujettie a la temperature fixe zero, 
et la seconde extremite tt a la temperature variable /(t), on conside- 
rera d’abord le cas tres simple oil la temperature de la seconde extre- 
mite estelle-meme fixe, mais differente do zero. Dans cecas, I’etat final 
du systeme est tel que les temperatures qui subsisteraient apres un 
temps infini croissent comme les ordonnees d’une ligne droite, depuis 
la premiere extremite jusqu’a la seconde. Nous avons demontre ce 
lemmo dans I’lntroduction a la Theorie de la chaleur; e’est I’etat inva- 
riable vers lequel le systeme converge de plus en plus. II est ainsi 
exprime 

, — if 

ce qui est d’ailleurs une consequence evidento du principe de la com- 
munication de la chaleur; b designe la temperature fixe de I’extre- 
mite -IT. 

Quant a I’etat variable qui precede ce dernier etat du prisme, il est 
facile de le former suivant les principes deja connus. En effet, en desi- 

gnant par F(a;) I’etat initial du systeme, la difference ^ — F(a;) entre 
I’etat final ^ etlc premier etat f(oc) s’altere continuellement, et de 
la meme maniere que si, I’etat initial du prisme etant ^ — F(ir), on 
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assujettissait chacune des deux extremites a la temperature fixe zero; 
la question ne differe done pas de celle que nous avons consideree la 
premiere. II suffit de remplacer dans I’equation (6) la fonction '.j;(r) 
qui repond al’etat initial par celle-ci : — — F(r); nous examinerons 
plus has le resultat de cette substitution; mais I’etat variable du meme 
solide serait tres different de celui que Ton vient de considerer si la 
temperature de I’extremite t:, au lieu d’etre fixe et egale a b, variait 
avec le temps comme une fonction f{t), celle du premier point o etant 
toujours supposee constante et nulle. Cette seconde question est beau- 
coup plus composee que la precedente. J’indiquerai d’abord comment 
elle pourrait etre resolue par un procede que j’ai employe dans d’au- 
tres recherches, et qui consiste a placer sous le signe d’integration 
definie une fonction indeterminee : il faut trouver pour cette fonc- 
tion inconnue une expression qui satisfasse aux conditions proposees. 
Ensuite je montrerai comment on deduit la solution d’une autre con- 
sideration tres simple qui s’applique aux actions variables de la eba- 
leur. 

Si nous employions en premier lieu I’expression suivante 

<’ «,■ e“'"‘ * sin ix, 

en designant par a^- une fonction inconnue du temps t, qui contient 
aussi I’indice i, on voit que v deviendrait nulle lorsque x — o, et 
deviendrait encore nulle lorsque a; = Tc. Or, pour cette derniere valeur 
de X, la quantite v doit devenir f{t); on aura done 

il reste a determiner sous le signe ^ la fonction a,- en sorte quo 
I’equation differentielle soil satisfaite, et que la valeur de e se reduise 
a zero lorsqu’on fait t — o', car, dans cette question, les temperatures 
initiates intermedi'aires sont supposees nulles. Or I’equation differen- 
tielle est 

c di’ 
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ce qui donne, d’apres la derniere expression de e. 


done I’eqiiation differentielle sera satisfaite si Ton a 
(9) ^/'(^) 

C’est par cette condition qu’il faut determiner la fonction a,. Or la 
valeur dea? pent etre remplacee dans cette derniere equation (8) par 
I’expression connue 

— — cos^tt; 

substituanl done cette valeur de x dans {’equation (9), on trouve 


ce qui aura lieu si I’on a 


doci 2 , i 

^ TTr •= -/ (0 ~ COSiTT. 
dc TC'^ ^ l 


On prendra done pour la fonction a^- I’integralc 

^ s£|i;y..v'(orf< 

ou 

en designant par c une constante arbitraire et prenant I’integrale par 
rapport a la quantite auxiliaire r depuis r = o jusqu’a r = t. 

On aura done 


X 


sinix 


( 10 ) I 


-i'i c-H r e^'’'f\r)dr ; 
*^0 


faisant t = o dans cette expression de elle doit, selon I’hypothese, 
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(levenir nulle. On aura done 


et, mettant pour x sa valeur 


cosi TT sin i.r 


~o; 


sin It. 
— 2 ^ — ~i — 


on a 


~ — 2 — COS^TT ~ ^ ^ J — COSiTI == o; 


par consequent la constante c est egale a /(o); done Texpression clier- 
chee de v est 


o)- 4 - r e^^-^'f'{r)dr 

On parvient ainsi a resoudre la seconde question que nous avons 
enoncee; quant a la troisieme, elle se rapporte a la seconde, puisque 
les temperatures respectives des extremites o et i: sont, pour la se- 
conde, zero et et pour la troisieme, ^(0 et o. La solution de cette 
troisieme question est exprimee comme il suit : 


(ii) (’= -/(O + - y COSITI — /( 

it, lU I 


(I2) 


■?{0 


2 

Ti • 


smiic 


®(o)+ r e‘‘'' dr , 
- '^0 


formule qui derive aussi de la precedente (ii) en substituant tt — rv 
au lieu de cc. 

Si Ton reunit les trois resultats precedents, on trouve pour solution 
generale la formule donnee par I’equation (i). La premiere ligne se 
rapporte a la seconde question, la deuxieme ligne a la troisieme ques- 
tion, et la troisieme ligne a la premiere question. 

Quoique Ton puisse en effet parvenir a la solution en determinant 
comme on vient de le faire la fonction inconnue a,- sous le signe 
on peut dire que ce procMe n’eclaire point assez la question, en ce 
que Ton ne voit pas d’abord qu’il doit necessairement.conduire a la 
solution, II ne sera point inutile, dans une matiere encore nouvelle. 
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d’envisager les memes resultats sous divers points de vue, et surtout 
d’indiquer la route que Ton a suivie elfectivement pour decouvrir la 
solution; I’article suivant fait connaitre comment on s’est dirige dans 
cette recherche. 


VI. 

Principe donl on a deduit la solution generale. 

La question principale se reduit a trouver I’expression e de la tempe- 
rature lorsque, la premiere extremite du prisme, au point o, etant re- 
tenue a la temperature zero, la seconde extremite, au point-n, est assu- 
jettie a la temperature variable /(<); car il suit evidemmentdes principes 
de la Theorie que la superposition des trois etats du prisme indiques 
dans I’article IV donnera la solution generale. Concevons que le point o 
est retenu a la temperature zero, et que la temperature du point tc 
change par degres. Si cette temperature du point u etait fixe et egale a 
h, la question n’aurait aucunc difficulte, comme nous I’avons remarque 
(art. V); I’objct de la recherche se reduit done a trouver le changement 
qu’il faut apporter a la solution exprimee par I’equation (6) pour que 
cette solution represente I’etat variable qui se formerait si la tempera- 
ture du point u, au lieu d’etre constante et egale a h, etait representee 
par /(O- Supposons que le temps T soit partage en une multitude 

de parties z,, t.,, On assujettit d’abord Textremite o du prisme 

a la temperature zero, et rextremite u a une temperature fixe b; on 
determine I’etat oil le solide est parvenu apres le temps t^. On consi- 
dere ensuite cet etat que Ton vient de determiner comme I’etat initial 
oil se trouve le solide lorsqu’on commence a assujettir la seconde extre- 
mite u a une autre temperature fixe -i- b.,. Cette seconde disposition 
subsiste pendant le temps L; et, pendant ce meme temps la pre- 
miere extremite o demeure assujettie a la temperature zero; on deter- 
mine I’etat oil le prisme est parvenu a la fin du second temps t,, et 
Ton considere ce dernier etat comme I’etat initial du systeme au com- 
mencement du temps On assujettit, pendant cette duree les 
II. 21 
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extremites o et t: aux temperatures respectives zero et b^-^ 
on determine encore I’etat du systeme a la fin du temps ; et Ton con- 
tinue ainsi de considerer comme etat initial celui que Ton a determine 
par I’operation precedente; on augmente d’une nouvelle partie la tem- 
perature fixe a laquelle I’extremite est assujettie et Ton suppose que 
cette disposition dure pendant une nouvelle partie du temps; il est 
manifeste que Ton parviendrait ainsi a connaitre I’etat qui aurait lieu 
apres le temps total L + ^2+ ^4 A-- • • • ne reste pilus qu’a sup- 
poser que les accroissements progressifs do la temperature de la se- 
conde extremite sent infiniment petits, ainsi que I’elemen t du temps dl, 
et que la valeur de I’accroissement est f'{t) dl. II faut examiner attcn- 
tivement les resultats de ce calcul. 

VII. 

Application de ce piincipe, calcul. 

Le systeme des temperatures initiales dans tous les points interme- 
diates du solide, depuis o jusqu’a -it, etant exprime par si les 

extremites o et t: sont respectivement assujetties pendant un temps 
donne aux temperatures fixes zero et b, I’etat du solide a la fin du 
temps 0 sera exprime ainsi 

(i3) Ve 2 =:^ — sinj'a — F((3t)J rfa; 

cette solution resulte evidemment des principes connus. L’etat final et 
invariable dont le systeme s’approche continuellement est — > et la 

TT 

difference entre ce dernier etat et le premier (p(a;) diminue continucl- 
lement et finit par s’evanouir. Cette alteration progressive de I’etat ini- 
tial represente par ^ — F(a;) s’opere suivant la loi que Ton observe- 
rait si, dans un prisme dont les temperatures initiales sontdonnees, 
on assujettissait chacune des extremites a la temperature fixe zero. 

Nous supposerons maintenant dans tout ce qui suit que les tempera- 
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lures initiales des points du prisme qui ont ete designees dans I’equa- 
tion (i3) par la fonction F sont nuUes, el que les extremites o et ir sont 
retenues pendant le temps 0 a des temperatures fixes, savoir : zero 
au point o, et b au point n; on omettra done dans Tequation (i3) le 
terme F(a) et Ton trouvera 

(14) ¥ 0 =-— — - e~‘'^ sinia: f ~ slniccda; 

7 T IT Jo TT 

i) OL 

— sinj’a dcL, afin de developper sous 

le signe on aura 

(15) Vo= ^ — ^(e-®sinj7 — I sinaa: -h -J- e-*’® sin3 j: — . . .); 


on appliquera cette equation (i5) au cas oil le temps ecoule est designe 
par et la temperature fixe du point it par />, , et Ton aura 

(16) V/ = sina; — sinaa? -4- 1, sin 3 ^ 

' ' ' 7 T 71 ■' ^ 


On considere maintenant I’etat exprime par eomme un etat initial 
donne, et Ton assujettit, pendant le temps t.,, les deux extremites 0 
et -IT aux temperatures respectives zero et + h.,-, il est faeile de con- 
naitre I’etat qui sera forme a la fin du temps total 4- i.,. II faut, dans 
la formule precedente (i3), ecrire h^ 4- b., au lieu de b, 1., au lieu de 0, 
et remplacer la fonction F(a) qui se rapportc a I’etat initial par la 
fonction que Ton trouve cn ecrivant dans V,,, au lieu de x, la quantile 
auxiliaire a. On aura done, en designant par ¥((,+,,) I’expression de I’etat 
variable a la fin du temps total t, 4- 


, , Tr biX b^x 2 -v IS, ■ ■ r fbiot. . . , 

(17) h— \e-‘‘‘ssinix f —4 W sauarfa, 

^ ' TT 71: 7 T ^ t/o \ '^ J 

et il faut mettre pour W sa valeur 

^ 1 ^ — sin 2 oc + 1 sin 3 a — . . ; 


71 


TT 
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il en resulte premierement qu’une partie de la valeur cherchee de 


est 


2 h^ct . . 

_r % I siriia 

TT TT ^ Jo ^ 


dot. 


Cette partie exprime, d’apres I’equation (i4), i’etat oiz serait le meme 
solide apres le temps si, au commencement de ce temps les tem- 
peratures des points intermediaires, de o a t:, etant supposees nulles, 
on assujettissait les deux extremites pendant le temps if, aux tempera- 
tures respectives o et i,. 

L’ autre partie de la valeur de parait d’abord plus composee, 
elle a pour expression 

7 7 

(i8) ^ i sinja<^a(e“'i sina — •Ie“’^''isin2a-t-4'e~“’'isin3a — ...) 

' ' Tt Jf, 


il faudrait done prendre pour i tous les nombres entiers et effectuer les 
operations indiquees. 

Or il faut remarquer que, si i et j sont des nombres entiers differents, 

I’integrale definie / sinta sinyac^a a toujours une valeur nulle, ce 

qu’il est facile de verifier, et ce que nous avons demontre plusieurs 
Ibis dans le cours de nos recherches; mais, si les nombres i et j sont 
les meraes, I’integrale n’est point nulle ; sa valour est jir. Nous suppo- 
sons ces propositions connues. Il en resulte que, pour combiner toutes 
les valeurs de i avec celles qui proviennent de la serie 

e~h sin a — sin 2 « + sin3« — . . . , 


il faut omettre toutes les combinaisons pour lesquelles le coefficient i 

r ^ 

souslc signe / dans sinfa est different du coefficient de a dans un 

facteur sinfa qui appartient a un terme de la serie; et, comme on doit 
prendre la somme des exposants de e dans les deux termes combines, 
on trouve que la seconde partie de la valeur de est 


^ ^ [e-t«.+y sin a; — i sin 2 a? + i sin 3 a; — . . . ] ; 
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on forme ainsi I’expression complete de la temperature du solide apres 
le temps 

CO 2 ^ / 

«,+«,)= ^2- — + sinSa;— . . .) 

1 [g— ('i+'a) 810.2; — 81022; + sioSa; — . . . 

TT TV " 

etl’on volt que la seconde partie represente, d’apres I’equation (i4), 
I’etat on le systeme des temperatures se trouverait si, les valeurs ini- 
tiales de ces temperatures etant supposees nulles, on assujettissait 
pendant le temps total -t- les deux extremites o et u du prisme a 
des temperatures fixes, savoir : zero pour Tune au point o et, pour 
Tautre, 4, au point tc. 

II faut maintenant considerer cette valeur de ^((,-,-c,) comme expri- 
mant un etat initial et assujettir I’extremite it pendant une nouvelle 
partie tg du temps a la temperature fixe df -h l>g-h l> 3 , I’extremite o 
etant toujours retenue a la temperature zero. Dans I’equation gene- 
rale (i3), on fera 0 = ig et l> — 6, -t- dg -+- et Ton prendra pour F(a) 
la valeur de dans laquelle on ecrira a au lieu de cc. On aura done, 

on designant par V(f,+.t,+o I’expression de la temperature a la fin du 
temps total 4- -f- ifa- 

('9) , / X 

I — ~ s\nix J smioc da^b^ ^ H- ^2 “ -H ^3 " WaJ . 

On designe ici par Wa I’expression de dans laquelle on ecrit a au 
lieu de cc. On voit d’abord qu’une premiere partie de la valeur cherchee 
GSt 

J ^TT ^ 

' bz" siniada, 

0 

C’est, d’apres I’equation (i4)» I’expression de I’etat oil le prisme se 
trouverait apres le temps tg si, en supposant les temperatures initiates 



166 


SUR LA THEORIE ANALYTIQUE 

nulles, on retenait les deux extremites o et tz, et pendant le temps 
a des temperatures fixes, savoir : zero au point o, et au point tt. 

II reste a connaitre les autres parties de la valeur cherchee. Or W„ 

contient les deux termes bo-y b,-> ce qui detruit deux des termes 

places a la suite de / sinza^/a; on a done seulement a considerer 
J 0 

cette expression 


- siniic f siniac?ar-+- ^-^(e-'^sinoc 
TT-" Jo L It 

sin a 

TT ^ 


— I sin 2 a 4 - . 

— i sin 2 a 4- . 


On doit donner au nombre entier i toutes ses valeurs possibles, et com- 
biner chacun des termes qui en proviennent avec chacun des termes 
des deux series placees a la suite. Lorsque la valeur de i differe du 
coefficient de a dans un terme de la serie, il faut omettre le resultat, 
parce que sa valeur est nulle; mais, si le nombre i est le meme que le 
coefficient de a, la valeur de I’integrale est jit. On aura done, en ajou- 
tant les exposants de e, I’expression 

I — - sino: — |e-^('»+'3)sin2a? 4- sin3.r — ...J 

(21) 

I — ^ sin a; — -j sin 2 a; 4 - J +«,+«,) sin 3 — . . .] . 


Par consequent, la valeur complete de est ainsi exprimee : 


V, 




(22) 


, ,27 
r -h — 

2 ^3 / , . 

(e~ssinx 

— sin2 2r 

TT 

TV 


I ^ 

— sin,r 

— sin 2 2 ? 

TV 

TV 


“h — 

sin, 2 ? 

1 sin 2 ,27 

TV 

TV *- 


le meme precede la valeur complete de 




aurait ainsi I’expression de I’etat oil le solide serait parvenu apres une 
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nouvelle portion du temps si, a partir de son etat a la fin du temps 
total + on augmentait d’une nouvelle quantite la tempe- 

rature de I’extremite ti, et si, pendant cette nouvelle partie du temps ^ 
I’extremite o etant toujours retenue a la temperature zero, I’extremite - 
etait retenue a la temperature La loi qui determine 

les etats successifs du solide est manifeste; elle donne les conse- 
quences suivantes, que nous rapporterons par excmple a I’equa- 
tion (22). 

VIII. 

Consequence remarquahle. 

Si I’extremite -ir eut ete assujettie a la temperature fixe pendant le 
temps et que les temperatures initiates eussent ete nulles, 

le point o etant retenu a la temperature zero, I’etat du solide, apres le 
temps, serait represente par la troisieme partie de la valeur 

de V(f_+f,+c,). Si, pour le meme solide, dont on suppose toujours les pre- 
mieres temperatures nulles et Tcxtremite o a la temperature fixe zero, 
I’autre extremite ix eut ete retenue pendant le temps a la tem- 
perature fixe b,,, I’etat du systeme k la fin du temps serait repre- 
sente par la seconde partie de la valeur de Enfin, la premiere 

partie de cette valeur representerait I’etat du meme solide a la fin du 
temps t, -t- si, les premieres temperatures etant encore suppo- 

sees nulles, on eut assujetti pendant ce temps I’extr^mite tc a la tem- 
perature b^. Ainsi lAtat du solide apres le temps total L + 1*2 + iz est 
tel qu’il resulterait de trois causes separees qui s’appliqueraient a un 
meme prisme dont les premieres temperatures seraient nulles; et ces 
causes partielles sont : la partie 6 , de la temperature, agissant pendant 
le temps -t- -t- Li. Ei partie b^, agissant pendant le temps h- i,, et la 

partie b^, agissant pendant le temps seulement. Ainsi chaque portion 
de la temperature appliquee a I’extremite -ix produit son effet comme si 
elle etait seule, et a raison du temps total pendant lequel elle a sub- 
siste. Cette consequence generate se trouve verifiee par le calcul; et la 
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loi qu’elle exprime nous conduira sans aucune incertitude a la solution 
cherchee. 

En eflfet, la valeur de apres un temps indefini est ainsi 

composee : 


(23) 


^ +bi - ~ --'sina; — ■+-. . . I 

TT TT J 

4- ^9- — sinj? _ sin 2 .3? . 1 

"TT TT *- J 

^ — sin2.:t? 

TT TT ^ ^ ^ ^ J 

+ 64 - — [e“f^4+-‘0 sinx — sin 2 .3? 4-. . .1 

TT 71 “ ' 


IX. 

Accroissement de la temperature par degres injiniment petits; 
forme de V integrate-. 

Si la temperature de I’extremite u varie comme unc fonction donnee 
f{t), chaque partie infmiment petite de sa valeur sera f'{t)dt, et 
cette partie demeure appliquee a I’extremite u pendant le temps T— t, 
en designant par T le temps total qui s’ecoule depuis Ic premier in- 
stant, oil t — 0 , jusqu’a I’instant pour lequel on veut determiner I’etat 
du solide. La valeur cherchee de V.,. sera done composee d’une infinite 
de parties; et, pour chacune d’elles, il faut donner a I’exposant negatif 
de e, dans le terme oil entre sinio;, la valeur i-(T — t), et prendre la 
somrne de toutes ces parties infmiment petites. Si Ton suppose d’abord 
que la premiere valeur de f{t), ou /(o), est nulle, on a 

j /^T 

( ■/'( 0 dt [e-'T-'i sinic - ie-»=iT-o gin 2 ^ sin 3 x 

0 

Le second membre represente I’etat du solide apres le temps total T, 
)es temperatures initiates etant supposees nulles, Textremite o etant 
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retenue a la temperature zero, etl’extremite t: etant assujettie a la tem- 
perature variable dont la premiere valeur /(o) est nulle. Si cettc 
premiere valeur /(o) n’est pas nulle, il faut ajouter au resultat I’effet 
produit par la temperature /(o) pendant le temps total T, c’est-a-dire 
la quantite 

^/(o) — (e“’’sin^ — -t- 5 sin 3 ^ + . , 


done la valeur complete de Vx est ainsi exprimee 


X 

- 

7l 

— rji - 

*-■0 




— i sin 2 ^ 

- rj, "*• 

/(o)+r 

*■''0 



H- ^ sin 3 a? 

f{o)^ r 
_ *^0 


Le premier termo /(o) -+- f est la valeur do /(T), et, si Ton 

a 

fait T = o dans I’expression de Vx, on trouve, pour les temperatures 
initiates du systeme, 

— f{o) — - /(o) (sin.r — |siii2a; -t- ^sinSj; — Isin/i-r -h isuir>j; — . . ,), 

TT ‘ 71 

quantite qui se reduit a zero, parce quo la valeur connue de la serie 
est -oc; ainsi les temperatures initiates sent cn elTet nulles, comme 
I’exige le calcul. 

X. 

Solution generate. 

Si, dans la meme hypothese des temperatures initiates nulles, on 
suppose que e’est I’extremite u qui est retenue a la temperature con- 
stante zero, tandis que le point o a I’origine est assujetti a une tempe- 
II. 22 
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rature variable o(t), on resoudra par les memes principes cette scconde 
question; etl’on deduit aussi la solution dc I’equation (24) en ecrivant 
- — £c au lieu de x, ce qui donne, en designant par Uj la temperature 
variable qui convient a cette seconde question, 


(25) 


9(0) -h / o\L)e^dt 

^ ‘ ^ ( L ^0 


[ 1 


9(0) -f- / * dt 


L J 

r n 

-H sinScT 

9(0)-+- j 


L’expression de Ux sera ainsi representee : 

(26) 

Quant a la valeur de Vx, elle prend cette forme : 


dt 


(2,) Vx=|/(T)-.i2--=’ 


/(o) ■ 


'X 


Ces valeurs de Vx et Ux deviennent nulles pour if — o, quelle que soit 
la distance x-, elles conviennent I’une et I’autre au cas oil les tempe- 
ratures initiales des points intermediaires, de o a tc, sont supposees 
nulles. Si Ton determine separement, comme nous I’avons dit (art. TV), 
I’etat variable d’un prisme egal aux deux precedents, dont les tempe- 
ratures initiales, pour tous les points intermediaires, sont represen- 
tees par une function quelconque '-{/(a;), et dont les extremites o et -a 
sont retenues a la temperature zero, on trouve, en designant par Wx 
Texpression de I’etat oil le solide est parvenu apres le temps ecoule T : 


Wt = 



sin f 

^0 


sinfr dr. 


(28) 
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II ne reste plus qu’a reunir les solutions des trois questions separees, 
et Ton a 

(29) Vx -l- U'r --f- Wx. 

Ce sont les trois parties de la tenaperature cherchee, qui avait ete desi- 
gnee par Wt dans les articles I, II, On doit mettre pour Ut, W,. 

leurs valeurs exprimees par les equations (2G), (27), (28), et Ton 
reproduit ainsi I’equation (i), qui donne la solution complete de la 
question proposee. Ellc fait connaitre quel est, apres le temps ecouleT, 
I’etat du prisme dont les temperatures initiates aux points interme- 
diaires, de o a tc, sont exprimees par et dont les extremites o et 7 : 
sont assujetties aux temperatures variables, (p(«) au point o, et /(t) 
au point IT. 

On a prouve que la valeur de V,. satisfait : i" a I’equation a difle- 
rences partielles du rnouvement de la chaleur; 2 *^ a I’etat initial; 3° aux 
conditions des extremites. On a done etabli la verite de la solution; 
on a montre aussi (art. V) comment on parviendrait a cette solution en 
determinant sous le signe ^ une fonction inconnue qui satisfait aux 
conditions proposecs. Enfin, on a expose dans les articles VI, VII, VIII, 
IX, X les considerations qui out fait decouvrir la solution, ce qui com- 
plete I’analyse de la’question. 


I. Pour ne pas difl'ercr la publication de ce nouveau Volume, on nV 
comprend que la premiere Partie du present Meinoire; les autres Par- 
ties ne tardcront pas a etre impriraecs : je vais indiquer les matieres 
qui y sont trai tees. 

II. Le second paragraplie contient I’expose des consequences prin- 
cipales de la solution qu’on vient do rapporter. En examinant la for- 
mule generale (i), on reednnait d’abord que la partie du phenomene 
qui depend de I’etat initial du systemc change continuellement; cette 
partie de I’effet produit s’adaiblit de plus en plus, a mesure que le 
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temps augmente. Ainsi, lorsqu’il s’estecoule un temps assez conside- 
rable, la disposition initiate, qui est une cause contingente, et que 
Ton doit regarder comme fortuite, a cesse d’influer sur I’etat du sys- 
teme; cet etat est celui qui aurait lieu si la disposition initiale etait 
differente. II n’en est pas de meme des causes loujours presentes qui 
agissent aux extremites, ou qui dependent du principe de la commu- 
nication de la clialeur; elles reglent a chaque instant le progres du 
phenomene. Ces consequences derivent d’un principe cosmologique 
qui se presente de lui-meme, et qui s’applique a tous les elTets de la 
nature. Mais non seulement I’Analyse matliematique le confirme; elle 
inontre aussi, dans la question actuelle, par quels progres insensibles 
et suivant quelle loi I’effet de la disposition primitive s’affaiblit, jus- 
qu’a ce qu’il disparaisse entierement. 

On a ensuite applique, dans ce meme paragraplie, la solution gene- 
rate aux deux cas les plus differents, savoir : i° celui ou les fonctions qui 
reglent les temperatures des deux extremites sent periodiques, et 2” au 
cas oil ces fonctions sont du nombre de celles qui changent par des 
differentiations successives, et tendent de plus en plus a devcnir con- 
stantes, ou le deviennent en effet comme les fonctions algebriques. 

Dans le premier cas (celui des fonctions periodiques), le calcul ex- 
prime de la maniere la plus distincte les changements success! fs que 
subissent les temperatures, et I’etat final du systeme, qui est evidem- 
ment periodique. Cette solution confirme celle que j’ai donnce autre- 
fois pour representer les oscillations de la chaleur solaire dans I’envc- 
loppe du globe terrestre. 

Dans le second cas, les resultats ne sont pas moins remarquables, et 
I’analyse en est tres simple. L’etat final n’est plus periodique; il a un 
caractere particulier, qu’il est facile de reconnaitre parce que toutes 
les integrations peuvent etre effectuees. 

III. La troisieme Partie du Memoire est historiqup; elle contient 
d’abord I’enumeration des premieres recherches qui, ayant pour objet 
les proprietes de la chaleur, ont quelques rapports avec la theorie que 
j’ai formee. II m’a paru utile d’indiquer toutes les recherches ante- 
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rieures. Voici les Ouvrages que j’ai cites principalement. On a rappele 
quelques passages du Livre des Principes mathematiques de la Philoso- 
phie naturelle; car il etait dans la destinee de ce grand Ouvrage d’ex- 
poser, ou du moins d’indiquer les causes des principaux phenomenes 
de I’univers. J’ai dii citer aussi un autre Ouvrage de Newton, qui inte- 
resse plus directement la Theorie matliematique (^Tabula calorum). On 
rappelle ensuite une experience asse?:; remarquable, quoique tres im- 
parfaite, d’Amontons; les experiences peu precises, mais nombreuses, 
de Buffon et les vues generalcs de ce grand ecrivain sur I’etat primitif 
du globe terrestre; puis un Traite important et tii's peu connu de 
Lambert, I’un des plus celebres geometres de I’AUcmagne. De la, on 
passe a des Memoires d’Eulcr, d’Emilie du Cbatelet, de Voltaire, im- 
primes dans la Collection de I’ancienne Academic des Sciences de 
Paris; car cette illustre compagnie n’a jamais perdu de vue I’etude 
matliematique des lois de la propagation de la chaleur et I’avait pro- 
posee aux geometres des 1738. J’ai cite ensuite un Memoire remar- 
quable de MM. Laplace et Lavoisier; les rechcrcbes de M. Leslie; cellos 
du comte de Rumford; les Ouvrages de M. le professeur Prevot, et un 
Ecrit do M. Biot, insere dans un Ouvrage sciontifique. 

Je n’ai pas borne cette enumeration aux rccbercbcs experimen tales. 
II n’etait pas moins utile d’indiquer les resultats analytiques anterieurs 
qui ont quelques rapports avec la Theorie de la chaleur. Dans ce 
nombre, ii faut surtout remarquer une seric tres simple donnee par 
Euler, celles que Daniel Bernoulli appliquait a la question des cordes 
vibrantes, et une formule que Lagrange a publiee dans ses Memoires 
sur la propagation du son. 

Les decouvertes capitales de d’Alembert sur I’integration de cer- 
taines equations differcntielles, et surtout son analyse de la question 
des cordes vibrantes, avaient ouvert une carriere nouvelle, qui fut 
agrandie par les recbercbes d’Eulcr ct de Lagrange. Cette question 
differe beaucoup de celle de la distribution de la chaleur; mais les 
deux theories ont des Mements communs, parcc que I’une et I’autrc 
sont fondees sur I’analyse des differences partielles. 
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J’ai ajoule a ces citations celle d’un Memoire posthume d’Euler, 
beaucoup moins connu que les precedents, et qui ni a ete indique par 
notre savant Confrere, M. Lacroix. Get ecrit a ete ptiblie par I’Academie 
de Petersbourg, onze ans apres la mort d’Euler. H contient une for- 
mule qui derive de I’emploi des integrales definies, mais sans aucun 
exainen de la convergence des series, de la discontinuite des functions, 
ou des limites de la valeur de la variable. 

Quoi qu’il en soit, on pent conclure de ces remarques quo les prin- 
cipes de la Theorie analytique de la chaleur, loin d’etre opposes a ccux 
que les geometres avaient employes dans d’autres recherches, s’accor- 
dent avec plusieurs resultats precedents. Ceux que Ton vient de citer 
sont des cas particuliers et isoles d’une analyse beaucoup plus eten- 
due, qu’il etait absolument necessaire de former pour resoudre les 
questions, meme les plus elementaires, de la Theorie de la chaleur. 
J’ai indique aussi, en terminant cette enumeration, I’analyse dont 
M. Laplace s’est servi dans ses recherches sur I’attraction des sphe- 
roides. Cette analyse, convenablement modifiee, a des rapports remar- 
quables avec celle qui convient a certaines questions du mouvement 
de la chaleur. Yoila, autant que j’ai pu les connaitre jusqu’ici, les 
principales formules analytiques dont la publication a precede mes 
propres recherches, et qui ont quelque analogie avec les questions que 
j’ai traitees. Je me borne ici a rappeler ces premiers resultats, laissant 
aux geometres et a I’histoire des sciences le soin de les comparer avec 
la theorie que Ton possede aujourd’hui. 11 sera necessaire, si I’.on en- 
treprend cette discussion, de consulter les derniers Ouvrages publics 
par Lagrange, et une Note de ce grand geometre, inseree dans ses Ma- 
nuscrits appartenant aux Archives de I’lnstitut de France. 

Le caractere principal des nouvclles methodes d’integration que j’ai 
ajoutees a I’analyse des differences partielles est de s’appliquer a un 
grand nombre de questions naturelles tres importantes, que I’on avail 
tente inutilement de resoudre par les methodes connues. Celles quo 
j ai donnees conduisent a des resultats simples, qui representent clai- 
rement tous les details des phenomenes. 
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Dans ce troisieine paragraphe du Memoire, on considere la nature 
des equations determinees qui appartiennent a la Theorie de la cdia- 
leur, et Ton a joint a cette discussion quelques reinarques sur I’emploi 
des fonctions arbitraires. 

Les exposants des termes successifs des series qui exprinient le 
inouvement variable de la chaleur dans les corps de dimensions finies 
sont donnes par des equations transcendantes, dont toutes les racines 
sont reelles. II ne serait point necessaire de demontrer cette proposi- 
tion, qui est une consequence, pour ainsi dire evidente, du principe 
do la communication de la chaleur. II suffit de remarquer que ces 
equations determinees ont une infinite de racines; car ces racines ne 
peuvent etre que reelles; s’il en etait autrement, les mouvements 
libres de la chaleur seraient assujettis a des oscillations, ce qui est 
impossible sans Taction de causes periodiques exterieures. 

II etait utile de considerer aussi la proposition dont il s’agit comme 
un theoremc abstrait, fonde sur les seuls principes du calcul ; et je Tai 
presentee sous ce point de vue dans differenles recberches. Mais, cette 
question n’ayant pas ete examinee avec une attention suffisante, on a 
conteste la verite de la proposition fondamentalo. On a soutenu, pen- 
dant plusieurs annecs, que ces equations transcendantes ont des 
racines imaginaires; et Ton a chcrche a Ic prouver do differentes ma- 
nieres. Cos objections ayant etc refutees, on a enfin rcconnu que la 
proposition est vraic, ct Ton se borne maintenant a en proposer 
divcrscs demonstrations. En edet, ce theoreme a cela de commun avec 
la plupart des verites matbematiques qu’etant une fois connues, on en 
peut aisement multiplier les preuves. 

En rappclant cette discussion dans une partie de mon Memoire, j’ai 
cu principalcment pour objet de faire connaitre toute Tetendue de la 
proposition, et de remonter au principe dont elle derive. 

Si Ton considere, par exemple, une suite d’enveloppes concentriques, 
de dimensions et de formes quelconques; si Ton donne a ces vases, 
quel qu’en soit le nombre, des temperatures initiates arbitraires, ct, 
ce qui augmente beaucoup la generalite de la question, si Ton attribuc 
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des capacites specifiques quelconques aux liquides contenus dans ces 
vases, en supposant aussi que les facultes conductrices des enveloppes 
sont arbitraires, depuis le premier vase jusqu’a I’enveloppe exterieure, 
qui communique a Fair, entretenu a la temperature zero, la question 
du mouvement de la chaleur dans ce systeme de vases est tres compo- 
see; tous les elements en sont arbitraires. Or on prouve, et nieme sans 
calcul, que les racines des equations determinees qui conviennent a 
ces questions sont toutes reelles. II suflit, pour le conclure avec certi- 
tude, de considerer la suite des variations de signes que presentent les 
valeurs des temperatures, et les changements qui surviennent dans ce 
nombre des variations, depuis I’etat initial du systeme jusqu’a I’etat 
final dont il s’approche de plus en plus pendant la duree infinie du phe- 
nomene. 

All reste, dans chacune des questions du mouvement de la chaleur, 
ce theoreme sur la nature des racines se deduit aussi de I’analyse gene- 
rale des equations. 

L’application que j’ai faitc de cette analyse a donne lieu {Journal de 
r licole Poly technique, XIX® Cahier, p. 882, 383) a des objections qu’il 
m’avaitparu inutile de refuter, parce qu’aucun des geometres qui ont 
traite depuis des questions analogues ne s’est arrete a ces objections; 
mais, comme je les trouve reproduites dans le nouveau Volume de la 
collection de nos Memoires (nouveaux Memoires de I’Academie des 
Sciences, Memoire sur Vequilibre et le mouvement des corps dlasliques, 
t. VIII, p. 367), cette refutation est devenue en quelque sorte neces- 
saire; je I’ai done inseree dans un Article du present Mdmoire. Elle a 
pour objet de prouver que I’exemple cite par M. Poisson {Journal de 
I’Ecole Polytechnique, XIX® Cahier, p. 383), en alleguant que, dans ce 
cas, I’application du theoreme serait fautive, donne au contraire une 
conclusion conforme a la proposition generale. 

L’erreur de I’objection provient : 1° de ce que I’auteur ne considere 
point le nombre infini des facteurs egauxde la fonction e^^ ou -H 
oii le nombre n est infini; 2® de ce qu’il omet dans I’enonce du theo- 
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leme le mot riel, qui en exprime le veritable sens. (Voir Theorie de la 
chaleur, p. 33;, et aussi p. 344> art. 312.) 

Les theoremes de I’analyse des equations determinees ne sont nul- 
lement restreints aux equations algebriques; ils s’appliquent a toutes 
les fonctions transcendantes que I’on a considerees jusqu’ici, et spe- 
cialement a celles qui appartiennent a la theorie de la chaleur. II suffit 
d’avoir egard a la convergence des series, ou a la figure des lignes 
courbes dont les limites de ces series representent les ordonnees. En 
general, les theoremes et les raethodes de I’Analyse algebrique con- 
viennent aux fonctions transcendantes et a toutes les equations deter- 
minees. Le premier membre peut etre une fonction quelconque. II 
siiflit qu’elle soit propre a faire connaitre les valeurs de la fonction 
correspondantes aux valeurs de la variable, soit que ce calcul n’exige 
qu’un nombre limite d’operations, soit qu’il fournisse seulement des 
resultals de plus en plus approches, et qui different aussi peu qu’on 
le veut des valeurs de la fonction. 

11 y a des ca6 ou la resolution exige que Ton considere toute la suite 
des fonctions derivees : il y en a une multitude d’autres ou I’examen 
d’un nombre tres limite de fonctions derivees suffit pour rendre mani- 
festes les proprietes des courbes que ces fonctions representent, et 
pour determiner les racincs. On y parvient, ou par la seule comparai- 
son des signes, ou, pour d’autres cas, par la separation successive de 
certains facteurs dans les equations derivees. La recherche des limites, 
les relations singulieres du nombre des variations de signes avec les 
valeurs des racines, le theoreme dont la regie de Descartes est un cas 
particulier, ctqui s’applique, soit aux nombres des variations de signes, 
soit aux differences de ces nombres, enfin les regies pour la distinction 
des racines imaginaires, s’etcndent certainement a tous les genres de 
fonctions. II n’est pas necessaire qu’en poursuivant les differentia- 
tions on puisse toujours former une equation dont on sait que toutes 
les racines sont reelles. Ce serait retrancher une des parties les plus 
importantes et les plus fecondes de I’art analytique que de borner les 
theoremes et les regies dont nous parlons aux seules fonctions alge- 
H. 23 
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briques, ou d’etendre seulement ces theoremes a quelques cas particu- 
liers. La consideration des courbes derivees successives jointe au pre- 
cede que j’ai AdTLXik {Bulletin de la Societe philomathique, annee 1820, 
p. i 85 , 187), et qui fait connaitre promptement et avec certitude si 
deux racines cherchees sont imaginaires ou reelles, suffit pour resoudre 
toutes les equations determinees. 

Je regrette de ne pouvoir donner a ces remarques theoriques les de- 
veloppements qu’elles exigeraient. J’ai rapporte plusieurs elements de 
cette discussion dans la suite de ce Memoire; elle sera exposee plus 
completement dans le Traite qui a pour objet I’analyse generale des 
equations determinees. 

J’ai ajoute a cette meme Partie du Memoire quelques remarques sur 
la question du mouvement des ondes; elles se rapportent aussi a la 
theorie analytique de la chaleur, parce qu’elles concernent I’emploi 
des fonctions arbitraires. Le but de ces remarques est de prouver que 
la question des ondes ne pent etre generalement resolue si Ton n’in- 
troduit pas une fonction arbitraire qui represente la figure du corps 
plonge. 

Les conditions que supposent les equations differentielles propres a 
cette question, et les conditions relatives aux molecules de la surface, 
n’empechent aucunement I’emploi d’une fonction arbitraire. Ces con- 
ditions s’etablissent d’elles-memes, a mesure que les mouvements du 
liquide deviennent de plus en plus petits par I’efTet des causes re- 
sistantes. Le calcul represente ces dernieres oscillations, qui s’accom- 
plissentpendant toute la duree du phenomene apres que les conditions 
sont etablies. C’est toujours sous ce point de vue qu’il faut considerer 
I’analyse des petites oscillations, car les resistances dont on fait d’a- 
bord abstraction subsistent dans tons les cas, et finissent par aneantir 
le mouvement; mais il est necessaire de ne point particulariser I’etat 
initial. 

En effet, I’etat qui se forme apres que la continuite s’est etablie 
depend lui-meme et tres prochainement de la disposition initiale, qui 
est entierement arbitraire. La continuite est compatible avec une 
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infinite de formes qui differeraient extremement du paraboloide; et 
Ton ne pent pas restreindre a cette derniere figure celle du petit corps 
immerge sans alterer, dans ce qu’elle a d’essentiel, la generalite de la 
question. Dans le cas meme du paraboloide, I’etat initial du liquide 
est discontinu, et les premiers mouvements different de ceux que le 
calcul represente. 

En repondant, il y a quelques annees, a des observations que 
M. Poisson a publiees au sujet d’un de mes Memoires {Bulletin des 
Sciences, Societd philomathique, annee 1818, p. i29-i3-3), je n’ai pii 
me dispenser de remarquer que, pour satisfaire a I’etendue de la ques- 
tion des ondes, il faut conserver une fonction arbitraire; et j’ai du 
contredire cette proposition que, quelle que soit la forme du corps 
plonge, s’il est tres peu enfonce, on peut remplacer ce petit segment 
par le paraboloide osculateur. Il est certain, en effet, que cette substi- 
tution de la parabole a une figure quelconque nepeut conduire qu’a un 
resultat tres particulier. Si I’on ajoute presentement {Nouveaux Me- 
moires de I’Academie des Sciences, t. VIII, Note sur le probldme des ondes, 
p. 216-217) que c’est la condition de la continuite a la surface qui 
donne lieu a cette restriction, la consequence n’est pas plus fondee, 
parce qu’il y a une infinite de cas oil la continuite subsiste, quoique la 
figure du corps plonge s’ecarte beaucoup, et dans tous ses elements, 
do cclle du paraboloide. Les cas oil I’auteur reconnait maintenant que 
cette substitution ne serait pas permise ne se reduisent point a quel- 
ques-uns; ils sent au contraire infiniment varies, et I’analyse donne 
une solution incomparablement plus generale, qui n’exclut point les 
conditions relatives a la surface. 

IV. Dans la quatrifeine et derniere Partie du Memoire, on applique 
la solution generale, qui est I’objet du premier paragraphe, auxprin- 
cipales questions de la theorie de la chaleur. On supposera done que 
la capacite specifique, la conducibilite interieure ou permeabilite, la 
conducibilite exterieure qui depend du rayonnement et de faction du 
milieu, ne sont point exprimees par des coefficients entierement con- 
stants, mais que ces qualites specifiques sont assujetties a des varia- 
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lions qui dependent de la temperature, on de la profondeur, ou de la 
densite; et Ton se propose de determiner les changements que ces 
variations introduisent dans les formules dejaconnues qui conviennent 
a des coefficients constants. 

Or dans ces diverses questions, par exemple dans celles du prisme, 
de la sphere, etc., on reconnait que le calcul peut se ramener dans les 
cas les plus composes a I’application de la formule generale (i), qui 
satisfait a I’equation differentielle du mouvement de la chaleur, et con- 
tient trois functions arbitraires. C’est pour cette raison que nous avons 
explique avec beaucoup de soin, dans la premiere Partie de notre Me- 
moire, la solution de cette question fondamentale. 

II est d’abord necessaire, pour fonder la theorie, de considerer les 
coefficients specifiques comme constants, et Ton peut maintenant 
ajouter au resultat principal un ou plusieurs termes dus aux variations 
qui seraient indiquees par des experiences precises. Nous avons pre- 
sente ces vues, des I’origine de nos recherches, cn 1807, 1808 ou 181 1, 
et nous les avons reproduites dans la Theorie de la chaleur, p. 38, SSq, 
540 et 541. 

En rappelant ici ce genre de questions, on doit citer surtout un Me- 
moire que M. Guillaume Libri a presente a I’lnstitut de France en 
1825, et qui a ete imprime depuis a Florence. L’auteur, qui a cultive 
avec le plus grand succes les branches principales de I’Analyse mathe- 
matique, a traite la question du mouvement de la chaleur dans I’ar- 
mille, en ayant egard aux petites variations des coefficients : la me- 
ihode qu’il a suivie et les resultats auxquels il est parvenu meritent 
toute I’attention des geometres. Au reste, cette recherche analytique 
est fondee sur les observations que Ton doit a MM. Dulong et Petit, ct 
qui ont ete couronnees par I’Academie. Elies ne sont pas moins remar- 
quables par les consequences theoriques que par la precision des 
resultats. 

Nous venons d’indiquer I’objet de cette dernihre Partie de notre 
Memoire. La conclusion generale de ces recherches est que la Theorie 
analytique de la chaleur n’est point bornee aux questions oil I’on sup- 
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pose constants les coefficients qui mesurent la capacite de chaleur, la 
pemeabilite des solides, la penetrabilite des surfaces. Elle s’etend, 
park methode des approximations successives, et surtout par I’emploi 
de la solution qui est demontree dans le premier paragrapbe de cc 
Memoire, a toutes les perturbations du mouvement de la chaleur. 
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REMARQUES GENfiRALES 

suR l’application 


DES 

PBINCIPES DE L’ANALYSE ALGEBRIQUE 

AUX 

EQUATIONS TRANSCENDANTES. 

(Lu a I’Academie royale des Sciences, le 9 mars iSug.) 


Memoirex de V Academie rojale dex Sciencex de I'Inxtitut de France, t. X. p. 1 19 A i^6. 

Paris, Didot, i83i . 


Avant de traiter la question qui esl Tobjet principal de cette Note, je 
discuterai, dans un premier article, une objection proposee plusieurs 
fois par M. Poisson, et quo ce savant geometre a reproduite recemnient 
dans un Ecrit presente a I’Academie. 

Pour resoudre la question du mouvement de la chaleur dans le cy- 
lindiai solide, j’ai applique un theoreme d’analyse algebrique a I’equa- 
tion transcendante propre a cette question. M. Poisson n’admet point 
cette consequence. II ne se borne pas a dire que Ton n’a point encore 
public la demonstration de ce theoreme en faisant connaitre qu’il 
s’applique aux equations transcendantes : il soutient que I’on arrive- 
rait a une conclusion fausse si I’on etendait cette proposition a I’equa- 
tion exponentielle 

(i) 

II assure que, si I’on fait, dans ce cas, Tapplication litterale du theo- 
11. 24 
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retiiG, on trouve que I’equation (i) et ses derivees ont toutes leurs 
racines reelles; et, comme il est evident que cette equation a des 
racincs iniaginaires, I’auteur en conclut que la proposition conduirait 
ici a une consequence erronee. Je me propose : i“ de discuter cette 
objection speciale, et de montrer qu’elle n’a pas de fondement; 2 ° de 
prouver que le theoreme dont il s’agit s’applique exactement a I’equa- 
tion transcendante propre au cylindre. 

En general, cette proposition, exprimee dans les termes dont je me 
suis servi, doit s’etendre aux equations transcendantes; en sorte quo 
Ton commettrait une erreur grave en restreignant le theoreme aux 
equations algebriques. 

Dans ce premier article, qui se rapporte a I’equation citee ( 1 ), je 
montrerai que le theoreme n’indique nullement que cette equation (r) 
n’a point de racines imaginaires. Au contraire, il fait connaitre qu’elle 
n’est pas du nombre de celles qui reunissent les conditions que le 
theoreme suppose, et qui distinguent les equations dont toutes les 
racines sont reelles. 

M. Poisson a presente, pour la premiere fois, cette ohjeetion dans le 
XIX® Cahier du Journal de I’Ecole Poly technique, p. 382. Il ne citait 
point le theoreme dont j’ai fait usage, mais une proposition tres diffe- 
rente, puisqu’il y omet une condition qui en est une partie necessaire, 
et qu’il ne regardait point comme sous-entendue. La refutation aurait 
done ete, pour ainsi dire, superflue; mais le meme auteur a reproduit 
son objection plusieurs annees apres, et e’est alors seulement qu’il a 
cite la proposition dont il s’agit telle qu’on la trouve dans la Theorie de 
la chaleur, p. 335 et 336. 

Voici I’enonce du tbeoreme : 

Si Ton ecrit I’equation algebrique 

X = o, 

et toutes celles qui en derivent par la differentiation 


X'=o, 


X"=o, 


O, 


• • > 



Aux Liquations transcendantes. ist 

et si Ton recdnnait que toute racine reelle d’une quelconque de ces 
equations, etant substituee dans celle qui la precede et dans celle qui 
la suit, donne deux resultats de signes contraires, il est certain que la 
proposee X = o a toutes ses racines reelles, et que, par consequent, il 
en est de raeme de toutes les equations subordonnees 

X'=o, X"t=o, X''=o, 

Or, en proposant I’objection dont il s’agit, on n’a point fait Tapplica- 
tion litterale du theoreme, parce qu’on a omis de considerer les ra- 
cines reelles du facte ur e^—o. Ce facteur coincide avec celui-ci, 

I -I- — j = o, lorsque le nombre m croit sans limites et devient plus 

grand que tout nombre donne. L’equation = o a done unc infinite 
de facteurs dont on ne doit point faire abstraction lorsqu’on entre- 
prend d’appliquer textuellement la proposition. On ne pent pas dire 
que I’equation 

=: o 

a une seule racine reelle et une infinite de racines imaginaires; car 
cette equation, qui a une infinite de racines imaginaires, a aussi une 
infinite de racines reelles. Or I’auteur n’emploie qu’une seule de ces 
racines reelles : il en omet une infinite d’autres egales entre elles, 
savoir cedes qui reduisent a zero le facteur e®. 

Lorsque, dans ce facteur, on attribue ax une valeur reelle negative 
dont la grandeur absolue surpasse tout nombre donne, la fonction 
approche continuellement de zero, et devient plus petite que tout 
nombre donne. C’est ce que Ton exprime en disant que I’equation 

6^=: O 


a pour racine reelle une valeur infinie de x prise avec le signe — . Une 
function telle que c® differe essentiellement de cedes qu’on ne pourrait 
jamais rendre nudes, ou plus petites que tout nombre donne, en attri- 
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buant a cc des valeurs reelles. Lorsqu’on assimile deux fonctions aussi 
differentes, on doit arriver a des consequences erronees. 

On connait encore la nature de I’equation — o si on la transforme 

en ecrivant x = — car la transformee 

1_ 

e o 

a certainement zero pour racine reelle, puisque la ligne dont I’equa- 

^ 

tion serait y — e coupe I’axe a I’origine des a?'. 

Pour faire I’application complete du theoreme que nous avons enonce 
a r equation * 

o, 

il ne faut pas se borner a une seule des racines reelles de cette equa- 
tion, mais les considerer toutes. Or, si Ton retablit ces racines reelles 
auxquelles I’auteur de I’objection n’a point eu egard, on voit que la 
r^le n’indique nullement que toutes les racines de I’equation sont 
reelles. Elle montre, au contraire, que cette equation ne satisfait pas 
aux conditions que le theoreme suppose. 

Pour etablir cette consequence, nous allons rappeler le calcul meme 
qui est employe par I’auteur; et, afin de rendre les expressions plus 
simples, sans alterer en rien les conclusions que Ton en deduit, nous 
considererons seulement I’equation 


ea;_e2x_o_ 

Le lecteur pourra s’assurer facilemeht qu’il n’y a ici aucune difference 
entre les consequences qui conviennent a I’equation 

gx_ Igax— 

a b etant positifs, et celles que Ton deduirait de I’equation tres 
simple 


fei*— o. 
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Cette racine, qui rend egale a donne certainement deux resul- 

tats de signes opposes; mais I’application du tlieoreme ne consiste pas 
a substituer dans les deux functions intermediaires une seule des ra- 
cines reelles de I’equation 

elle exige que Ton emploie toutes ces racines, et il est necessaire qu’il 
n’y ait aucune de ces racines reelles qui, etant substitute dans les deux 
fonctions intermediaires, ne donne deux resultats de signes opposes. 
G’est ce qui n’arrive point ici; car il y a, au contraire, une infinite de 
valeurs reelles de x dont chacune, etant raise pour x dans les deux 
fonctions intermediaires, donne le meme resultat, savoir zero. 

Pour appliquer a une equation X = o la proposition dont il s’agit, 
il faut reconnaitre avec certitude qu’il n’y a dans Ic systeme entier des 
fonctions derivees aucune fonction intermediaire que Ton puisse rendre 
nulle en mettant pour x une valeur reelle quelconque qui, substitute 
dans la fonction prtctdente et dans la suivante, donne deux rtsultats 
de meme signe. S’il y a une seule de ces valeurs reelles de x qui, ren- 
dant nulle une quelconque des fonctions intermtdiaires, donne deux 
rtsultats de meme signe pour la fonction prtctdente et la fonction 
suivante, ou si I’on ne peut reconnaitre avec certitude que les signes 
des deux rtsultats sont difftrents, on ne doit point conclure que toutes 
les racines de X = o sont rtelles. 

Done on n’est point fondt a objecter qu’il rtsulterait du theorerae 
algtbrique que I’tquation 

e^—e^^=:o 

a toutes ses racines rtelles. 

Il en est exactement de meme de I’tquation 

Of 

oh I’on suppose a et b des nombres positifs. Pour conclure que la 
proposition indique dans ce cas que toutes les racines sont rtelles, 
il faudrait ntcessairement omettre toutes les racines rtelles du fac- 
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teur e^—o. II faudrait done demontrer que ce facteur n’a point de 
racines, ou qu’elles sont toutes imaginaires; et faisant, comme nous 

1 avons dit plus haut, oc = — il faudrait supposer que I’equation 
1 

transformee e ^“=0 n’a point zero pour racine reelle, en sorte que la 

^ 

courbe dont I’equation est = e '^’ne rencontrerait point I’axe des x' 
a I’origine 0. Toutes ces consequences sont contraires aux principes 
du calcul. Au lieu de conclure que, dans I’exemple cite, le theoreme 
est en defaut, ce sont les expressions de I auteur, tome VIII des nouveaux 
Memoires de I’Academie royale des Sciences, il faut reconn aitre que, dans 
cet exemple, les conditions qui indiqueraient que toutes les racines 
sont reelles ne sont point satisfaites. 

Le resume tres simple de notre discussion est que la difficulte assi- 
gnee s’evanouit entierement si, au lieu ’de faire une enumei'ation in- 
complete des valeurs reelles de x qui rendentnul le facteur commun e®, 
et par consequent la fonction e®— on considere que cette fonction 
devient plus petite que tout nombre donne lorsqu’on met pour ap une 
quantite reelle negative dont la valeur absolue devient plus grande que 
tout nombre donne. 

Je rappcllerai maintenant I’equation determinee propre a la question 
du cylindre et les principes qui m’ont conduit a appliquer avec certi- 
tude a cette equation un theoreme d’Analyse algebrique. L’equation 
qui sort a representer le mouvement de la chaleur dans le cylindre 
solide est commune ii plusieurs questions physiques; elle exprime 
les elfets du frottement dans un systeme de plans qui glissent les uns 
sur les autres, et elle se reproduit dans des recherches dynamiques 
tres variees : ainsi il est utile d’en discuter avec soin la nature. 

M. Poisson a pense que la proposition enoncee plus haut, concer- 
nant les conditions des racines reelles, ne s’applique point aux func- 
tions transcendantes, si ce n’est dans des cas tres particuliers (XIX® Ga- 
iner du Journal de I’Ecole Poly technique, p. 383 ); mais, par rapport a 
I’equation determinee qui convient au cylindre, il a adopte success!- 
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vement deux opinions differentes. Dans le tome VIII des Nouveaux 
Memoires de I’Academie des Sciences (p. 367), apres avoir affirme de 
nouveau que le tlieoreme cite serait en defaut si on I’appliquait a 
I’equation exponentielle 

1)6“^= o, 

il ajoute que la regie convient cependant a I’equation 


qui appartient a la question du cylindre. Le meme auteur a enonce une 
autre conclusion dans un second ecrit presente a I’Academie; il y rap- 
pelle qu’il avait d’abord pense qu’a cause de I’accroissement des deno- 
minateurs le theoreme s’appliquait a I’equation (2), mais qu’en y 
reflechissant de nouveau il a reconnu que cette consequence n’est pas 
fondee. 

11 serait inutile de discuter ici ces conclusions, qui, en effet, ne 
peuvent etre toutes les deux vraies, puisqu’elles sont opposees. .Te 
dirai seulement que I’application du theoreme algebrique a la ques- 
tion du cylindre doit etre deduite d’une analyse exacte qui exclue 
toute incertitude. 

Quant aux principes que j’ai suivis pour resoudre les equations alge- 
briques, its sont tres differents de ceux qui servent de fondement aux 
recherches de de Gua ou a la methode des cascades de Rolle. L’un et 
I’autre auteur ont cultive I’analyse des equations; mais ils n’ont point 
resolu la difficulte principale, qui consiste a distinguer les racines 
imaginaires. Lagrange et Waring ont donne les premiers une solution 
theorique'de cette question singuliere, et la solution ne laisserait rien 
a desirer si elle etait aussi praticable qu’elle est evidente. J’ai traite la 
meme question par d’autres principes, dont I’auteur de I’objection 
parait n’avoir point pris connaissance. Je les ai publics, il y a plu- 
sieurs ann^es, dans un Memoire special des Sciences, Societe 

pkdomcuhique, p. 61, annees 1818, etp. i 56 , 1820). 
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alors comme necessaire de developper ces propositions parce qu’elles 
sont autant de consequences desprincipes dont j’ai rapporte la demon- 
stration dans le Memoire cite. II n’y en a aucune qui soit bornee aux 
seules equations algebriques; mais I’application de principes tres gene- 
raux peut necessiter un exanien special. C’est ainsi que le theoreme de 
Viete sur la composition des coefficients s’applique dilFeremment aux 
equations dont le premier membre est une fonction entiere, et a celles 
qui ont des denominateurs. 

II n’est pas moins evident que, si Ton considere une fonction non 
continue, les consequences algebriques ne subsistent point pour toute 
I’etendue de la fonction : elles s’appliquent aux parties oil la fonction 
varie par degres insensibles et ne peut changer de signe qu’en deve- 
nant nulle. On doit aussi faire une remarque semblable au sujet de la 
proposition algebrique qui exprime que le produit de tous les facteurs 
du premier degre, correspondant aux racines de 

X = o, 

equivaut au premier membre X de cette equation. J’ai prouve, dans 
mes premieres recherches sur la Theorie de la clialeur, que cette pro- 
position ne convient pas a certaines fonctions non algebriques : par 
exemple a I’equation tres simple 

tanga;=: 0. 

La fonction tanga? est fort dififerente du produit de tous les facteurs du 
premier degre forme des valeurs de x qui rendent tango; nulle : ce 
produit complet donne sina; et non tango;. Cela provient de ce que la 
fonction tango; est le produit de sino par secoj.'Or les racines de 
I’equation 

s6co;=ro, 

qui sont imaginaires, ne rendent point tango; nulle : elles donnent a 
sino; une valeur infinie, de sorte que la fonction tango; devient et 
j’ai montre que, si I’on determine exactement sa valeur, on trouve que 
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tanga? se reduit a y/— i, et non a zero. Ainsi les racines du facteur 


seca;=: o 

n’appartiennent pas a I’equation 

lang^ zn o. 

II en est de ineme de toutcs les equations analogues que j’ai employees 
dans la Theorie de la chaleur, par exetnple de celle-ci : 

£ tangs zz: o. 

£ est I’inconnue, et \ est moindre que I’linite (p. 3o6). En general, le 
produit, quoique complet, des facteurs formes de toutes les racines 
d’une equation non algebrique 

0{x) zzz O 

peut difFerer de la fonction et cela arrive lorsque les valeurs 

de X qui rendent nul un des deux facteurs dont la fonction 9 (ar) est 
composee donnent a I’autre facteur une valeur infinie. Comme cette 
condition no peut point avoir lieu dans les functions algebriques 
entieres, c’est pour cette raison que le theoreme de Viete sur la com- 
position des coefficients convient a toutes ces functions. Je pourrais 
iei multiplier les excmples qui montrent que le produit de tous les 
facteurs simples peut ditferer du premier membre de I’equation. En 
general, il faut distinguer les cas ou une fonction est e gale au produit 
d’un nomhre fini ou iiifini de facteurs formes de toutes les racines, et les 
cas oil cette propriete n’a pas lieu; mais nous ne pourrions point ici 
cntreprendre cette discussion sans nous ecarter trop longtemps du but 
special de cet article, qui est d’expliquer clairement comment j’ai ete 
conduit a prouver, par I’application d’un theoreme algebrique, que 
I’equation transcendante ( 2 ), qui se rapporte a la question du cylindre, 
a, en effet, toutes ses racines reelles, et de montrer quelles sont ces 
racines. 

II est d’abord necessaire de rappeler un theoreme general dont j’ai 
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disparaitre deux variations de signes, sans rendre nulle la fonction X; 
alors on est assure que deux des racines de I’equation sont imaginaires. 
Ce sont les deux cas elementaires pour lesquels le nombre des chan- 
gements de signes diminue. 11 ne peut jamais augmenter; il est con- 
serve, ou il est diminue d’une unite pour chaque racine reelle, ou il 
est diminue de deux unites pour chaque couple de racines imaginaires. 
Il n’y a point d’autres cas possibles; ils peuvent se reunir accidentel- 
lement, et alors ils donnent lieu a autant de conclusions separees. 

Il est fort important de remarquer ces valeurs critiques de x, qui 
ont la propriete de faire disparaitre a la fois deux variations de signe. 
Cette disparition a lieu parceque la valeur dex qui rend nulle la fonc- 
tion derivee intermediaire donne deux resultats de meme signe lors- 
qu’on la substitue dans les deux fonctions dont Tune precede et I’autre 
suit la fonction intermediaire qui s’evanouit : c’est cette condition qui 
est le caractere propre des racines imaginaires. Autant de fois que ce 
caractere se reproduit, autant la proposee a de couples de racines ima- 
ginaires; reciproquement, il ne peut y avoir de couples de racines 
imaginaires que dans le cas ou cette condition subsiste. 

Cette consideration nous fait mieux connaitre la nature des racines 
imaginaires. En effet, elle montre que les racines manquent dans de 
certains intervalles, savoir ceux oil il arrive que le nombre substitue a, 
passant d’une valeur de a: a une autre infiniment voisine, rend nulle 
une fonction intermediaire sans rendre nulle la fonction X, et fait 
ainsi disparaitre deux variations de signes, en donnant deux resultats 
de meme signe a la fonction qui precede et a celle qui suit. Cette con- 
clusion a toujours ete regardee comme evidente dans le cas tres simple 
oil la courbe de forme parabolique, et dont I’equation est j = X, s’ap- 
proche de I’axe des x et, apres avoir atteint une valeur minimum sans 
rencontrer I’axe, s’en eloigne et poursuit son cours. Mais ce n’est la 
qu’un cas particulier des racines imaginaires : ce minimum peut avoir 
lieu pour une des fonctions derivees d’un ordre quelconque, et alors il 
determine toujours un couple de racines imaginaires. A proprement 
parler, les racines imaginaires sont des racines deficientes, qui manquent 
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dans certains intervalles; et Ton reconnait que c’est a un de ces inter- 
valles que correspond en effet un couple de racines imaginaires parce 
qu’il suffit de prouver que ces deux racines n’existent point dans I’in- 
tervalle dont il s’agit pour conclure avec certitude que I’equation pro- 
posee a deux racines imaginaires. 

Quoique, dans I’enonce de ces propositions, nous ne considerions 
ici que les fonctions algebriques, il est assez evident que ces racines 
deficienies, que Ton a appelees imaginaires, ont le meme caractere 
dans les equations non algebriques formees d’un nombre fini ou infini 
de facteurs du premier degre reels ou imaginaires. Ce minimum absolu 
cst le signe propre du manque de deux racines; mais nous ecartons 
ici toute conclusion relative aux equations non algebriques, afin d’ap- 
pliquer d’abord les principes fondamentaux a un objet simple et par- 
faitement defini. 

Ce n’est pas seulement dans la fonction principale X que resident 
ces valeurs critiques de la variable x : elles peuvent appartenir a toutes 
les fonctions derivees d’un ordre quelconque. Pour la resolution d’une 
equation il est necessaire de connaitre les intervalles ou raanquent 
les racines imaginaires; et ces derniers intervalles doivent etre cher- 
ches dans tout le systeme des fonctions derivees des differents ordres. 

Examinons d'apres ces principes le cas particulier ou I’equation 
proposee n’aurait que des racines reelles. Alors la suite des signes des 
resultats, qui perd successivement toutes ses variations a mesure que 
le nombre substitue passe de — oo a -l-oo, ne perd ces variations que 
d’une seule maniere. Elle en perd une toutes les fois que le nombre a? 
devient successivement egal a chaeune des racines reelles. Dans tons 
les autres cas oil I’une des fonctions derivees devient nulle, le nombre 
des variations de signes n’est point change; il n’arrive jamais qu’une 
valeur de x qui rend nulle une fonction intermediaire derivee donne 
le meme signe a la fonction qui precede et a celle qui suit. Au con- 
traire, toute valeur reelle de a? qui rend nulle une fonction derivee 
intermediaire donne deux signes differents a la fonction qui precede et 
a celle qui suit; et cette derniere condition n’apas lieu seulement pour 
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une des valeurs reelles de x qui font evanouir une fonction interme- 
diaire; elle a lieu pour toutes les valeurs reelles de x qui out cette 
propriete : s’il y avait une seule exception, il y aurait un couple de 
racines iinaginaires. Reciproquement, si Ton est assure que toutc 
valeur reelle de x qui rend nulle une des fonctions intermediaires 
donne deux resultats de signes contraires lorsqu’on la substitue dans 
les deux fonctions precedente et suivante, il est certain que I’equation 
algebrique proposee a toutes ses racines reelles : c’est la proposition 
donnee par de Gua; on voit qu’elle est un corollaire evident du theo- 
reme general que j’ai enonce plus haul. 

Dans tons les cas possibles, une equation algebrique a necessaire- 
ment autant de racines imaginaires que la suite de signes perd de 
variations lorsque le nombre substitue passe par de certaines valeurs 
reelles de x, qui font disparaitre des variations de signes sans que la 
derniere fonction X s’evanouisse. Ainsi, lorsqu’il n’y a point de telles 
valeurs de x, il n’y a point de racines imaginaires. 

Il suffit done, pour etre assure qu’une equation algebrique a toutes 
ses racines reelles, de reconnaitre qu’il n’existe aucune de ces valeurs 
reelles de x qui, sans rendre nulle la derniere fonction X, fassent dis- 
paraitre deux variations a la fois. 

Nous considerons maintenant la fonction transcendante 


®(r) = i 


L ''' _ 

I (l-2)^ (i.2.3)“ 


(i.2.3.4r 


afin de prouver que I’equation 

9(r) = o 


a toutes ses racines reelles. Cette equation est celle qui se rapporte au 
mouvement de la cbaleur dans un cylindre solide. 

Je me suis d’abord propose de connaitre la forme de la ligne courbe 
dont I’equation est 

y designant I’ordonnee dont r est I’abscisse. Cette ligne a des pro- 
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prietes fort remarquables, que Ton deduit d’une expression de ^(r) en 
integrale definie. Dans mon premier Memoire sur la Theorie de la 
chaleur (i8o'^), j ai employe cette integrale pour determiner la forme 
de la ligne dont I’equation est _y = et j’ai indique une propriete 
principale, que j’ai rappelee dans la Theorie analytique de la chaleur, 
page 344 - Le Memoire de 1807, qui demeure depose dans les archives 
de ITnstitut, contient d’autres details, article 127 , page 180; on en 
conclut evidemment que la courbe dont il s’agit coupe une infinite de 
fois son axe, et forme des aires qui se detruisent alternativement. 

L’exanien attentif de I’integrale definie ne laisse aucun doute sur la 
multiplicite et les limites des racines reelles. On voit clairement que 
I’equation transcendante 

©(/■) = o 


a une infinite de ces racines reelles : nous les designons par a, [3, y, 

0, £, Mais, pour completer la discussion, il restait a examiner si 

cette equation f(r) = o est en effet du nombre de celles qui ne peuvent 
avoir que des racines reelles. 

All lieu d’appliquer immediateinent a cette equation transcendante 
les theoremcs que nous avons rappeles ci-dessus, nous examinons 
d’abord la nature de la function algebrique suivante : 


F(,r, /0 = i- 


/i.r 

I 


//. n — i iV- 
i 2 2 


n a — I Ji — 2 
1 2 3 2.3 


n !i — 1 


I 2 


n — 2 n — 3 
"1 


x* 

2.3.4 


Cette fonction est a deux variables x ei n-, n est un nombre entier. Le 
nombre des termes est -4- i; et, si Ton suppose n infini, la fonction 
transcendante qui en resulte ne contient que le produit nx et devient 


Oi'?- li^ 

T T "n O ^ 2.3.4 2.3.4 ■■■■ 

Faisant nx = /■, on trouve la fonction transcendante ^ 

jet de la question. 

II. 
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Nous allons maintenant demontrer que I’^uation algebi'ique 

F(j-, n) = o, 


donf cc est I’inconnue, n’a que des racines reelles; et nous proiiverons 
qu’il s’ensuit neccssairement que I’equation transcendante (^(r) = o, 
dont rest I’inconnue, a aussi toutes ses racines reelles. 

Pour reconnaitre la nature des racines de I’equation algebrique 
F(ir, n) = o, nous appliquerons les theoremes quo Ton vient de rap- 
peler. 

La fonction F(a;, /*) etant designee par 7, on trouve quey satisfait 
a I’equation differentielle 

d\Y , .dv 

ce dont on peut s’assurer par la differentiation. On conclut de cette 
derniere equation les suivantes : 


! d^Y d-y 

^ -r-Hr “H (2 — x)- 


X 


(<?) 


clx^ 

cV*y 

dx'^ 


■ 

dx^ 


, y 

dx^ 


' dx^ 


dy 

n 0 , 

dx 


(3. 

(4 


^ Y d- r 




d'^ y 


(i- 


d'-'^ y d‘~‘^Y 

^ dx^~^ dx‘~- 


— 0 . 


Cette relation recurrcnte se reproduit autant de fois que la fonction 7 
peut etre differentiee sans devenir nulle, en sortc qu’il y a un nombrc n 
de ces equations (e). Si actuellement on suppose, dans chacune des 
equations (e), que le second terme est rendu nul par la substitution 
d’une certaine valeur reelle de x dans une fonction derivee, on voit 
que la meme substitution donne, pour la fonction derivee precedente 
et pour celle qui suit, deux resultats dont le signe ne peut pas etre le 
merne. En effet, la valeur de x qui, substituee dans le second terme. 
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On supposera ji infini, et, designant par o(/i,a:) la fonction trans- 
eendante, on voit qiie I’equation 

o(/l, “ o 

n’est autre chose qu’un cas particulier de requatioii 

F(/i, a;) =o. 

Elle appartient au systeme de toutes les equations que Ton forme en 
donnant a n dans F(n, a;) les differentes valeurs r, 2 , 3, 4«'5. ... a 
I’infini; et, comme on ne trouverait ainsi que des equations dont toutes 
les racines sont reelles, on en conclut que cette propriete, entierement 
independante du nombre n, subsiste toujours lorsque n devient plus 
grand que tout nombre donne. Alors la fonction est transcendante, et 
I’equation devient 

0 (/’) = O. 

Done cette equation n’a point de racines imaginaires. On pourrait 
regarder comme superflu tout examen ulterieur de I’equation cp(7-)=:-:^o; 
et toutefois la conclusion deviendra encore plus conforme aux prin- 
cipes communs de I’Analyse algebrique, on le presentant comme il 
suit. 

Soit nx = r\ nous avons dit que, par I’emploi des constructions, 
ou en remarquant les proprietes de I’expression de ©(r) en integrale 
definie, on voit que la courbe dont I’equation est j = cp(/') a une in- 
finite de sinuosites, et qu’elle coupe I’axe des r en une multitude de 
points a la droite de I’origine 0. Nous avons designe par a, [B, y, S, ... 
les distances de 0 a ces divers points d’intersection. Si Ton ecrit 
nx^ r dans I’equation algebrique 

F(a?, «) = o, 

qui est du degre n et a ses n racines reelles, on a une transformee 
algebrique que nous designons par 


/(r, n)=io. 
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r est I’inconnue, et toutes les racines, c’est-a-dire les vale'urs de r, sont 
reelles ; car on les trouverait en multipliant par le nombre n les valeurs 
de X qui sont les racines de I’equation F(^, n) = o. Or, si Ton don- 
nait an nombre entier n une valeur immensement grande, qui surpas- 
serait, par exemple, plusieurs millions, il est manifeste que I’equation 
algebrique 

f{r,n) — o 

donnerait pour I’inconnue r des valeurs reelles a, b, c, d, . .. extreme- 
ment peu differentes de ces racines qife nous avons designees par a, fi, 
y, 0, ..., et qui, etant prises pour r, rendent nulle la function o(r). 
Si Ton remarquait une des valeurs algebriques a, b, c, d, par 
exemple la quatrieme d par ordre de grandeur, on la trouverait extre- 
mement peu differente de la racine 8 du memo rang qui satisfait a 
I’equation transcendante ^(7') = o. En general, chacune des valeurs 
algebriques de r donnees par I’equation 


/(/■, n) — o, 


et designees par les quantites a, b, c, d, approche continuellement 
de la valeur du meme rang, prise parmi les racines de I’equation 
(p(/')=o; elle cn approche d’autant plus que le nombre 77 est plus grand, 
et ce nombre peut etre tel que la difference soit moindre que toule 
grandeur donnee. Les racines a, [ 3 , y, 0, ... sont les limites respectives 
vers lesquelles les valeurs a, b, c, d, ... convergent de plus en plus. Le 
nombre des valeurs donnees par I’equation f{r, n) — o augmente con- 
tinuellement, et ces valeurs se rapprochent infiniment des racines 
cherchees a, [B, y, 0, .... Or I’equation f{r, n) = o, etant algebrique, a 
toutes les proprietes elementaires dont jouissent les equations alge- 
briques et qui sont demontrees depuis longtemps; par consequent, les 
theoremes de Viete et d’Harriot sur la composition des equations s’ap- 
pliquent a celle-ci. 

Ainsi la fonction f{r, n) n’est autre chose que le produit des n fac- 
teurs du premier degre qui repondent aux n valeurs reelles a, b, c. 
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d, ... (lonnees par I’equation f{r, n) = o. Nous ecrirons done Toqua- 
tion 


(E) 


/(/■, «) = 



11 no foste plus qii’a passer de cette equation au cas parliciilier oil lo 
nomhro // est suppose inlini. 

Pour connaitre la propriety qui, dans ce cas, est (‘xprimee par 
I’equation (E), il suffit de porter les quantites ([ui entrent dans c(‘tt(‘ 
equation aux limites vers lesquellcs dies convergent. Or la Idnction 
/(/•, /i) a pour limite la function transcendante 9(/’); les liiniU's des 
valeurs a, h, c, d, ... sont les nombr(!S quo nous avons designes i)ar a, 
p, Yi 0 On a done cette relation 



On connait par cc resultat quo la fonetion transc(n)dant(‘ o(r) est 
formee du produit d’un nombre infiiii de facteurs du [)reini((r (b^gre 
correspondants aux racines a, p, y, o, ... dont chaeiine fait evanouir 
la fonetion f(r). On regarde coinme utile de dernontnir specdalennnit 
cette proposition pour la function transcendante (f(r) [)arc(! (pi’i! y a, 
cornine je I’ai remarque autrefois, plusieurs cas on le [)rodiiit d(^s fae- 
teurs simples ne fornn' pas le premier meinbre d(! la [)ropo.se((. 

11 resulte done de I’analyst; precedente que la function f(/-) est le 
produit de tons les facteurs du premier degre 


/' /• /• /■ 

a ’ 6 ^ y ’ § ^ 

qui correspondent aux racines. Cola pose, it est manifeste (lu’auctine 
valour differente des grandeurs recllcs cc, p, y, o, . .. ne pourrait fair<( 
evanouir cette function <p(r). En elFet, un facteur tel que i — ^ 
peutdevenir nul que si Ton fait r= oc; done, si I’on donnait a .r une 
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valeur quelconque reelle ou iinaginaire qui ne serait ni a, ni 
ni Y, aucun des facteurs ne serait nul; done le produit aurait line 
certaine valeur non nulle. Done, si Ton met pour r dans o{r') une va- 
leur queleonque, soit qu’on la suppose ou reelle ou iinaginaire, et si 
elle n est point une des raeines que nous avons designees par a, p, y. 
6, ..., la fonction ®(r) ne devient point nulle : done I’equation trans- 
cendante 

9(7-) = o 

a ces raeines reelles a, [3, y, o, . . . et n’a aucune autre racine ou reelle 
ou iinaginaire. 

II est remarquable que Ton parvienne ainsi a demontrer que toutes 
les raeines de I’equation transcendante 0 ( 7 ’) = o sent reelles, sans 
qu’il soit necessaire de regarder comme connue la forme des expres- 
sions iinaginaires, que Ton sait etre celle du binome [ji -i- v v — i • 

All rcstc, en considerant a priori que, si les equations determinees 
propres a la Tlieorie de la cbaleur avaient des raeines iinaginaires, leur 
forme ne pourrait etre que celle du binome p, - 1 - v V— J ; on voit qu’il 
est pour ainsi dire superftu de demontrer que les equations dont il 
s’agit ont toutes leurs raeines reelles; car, la communication de la 
clialcur s’operant toujours par voie de partage, il est evident, pour 
ceux qui connaissent les principes de cette theorie, que le mouvement 
oscillatoire ne peut s’etablir et subsister sans une cause extericure. 
Cela resulte aussi de la nature do I’equation difierentielle, qui, dans 
les questions dont il s’agit, ne contient pas, comme les equations dyna- 
miques, la fluxion du second ordre par rapport au temps. Or cette 
oscillation perpetuelle do la cbaleur aurait lieu si I’expression du 
mouvement contenait des quantiles iinaginaires. Si les equations 
determinees qui conviennent ii cette theorie pouvaient avoir de telles 
raeines, on ne devrait point les introduire dans les solutions. On est 
assure d’avance qu’il faudrait les omettre. 

En recherchant la nature de ces raeines, je n’ai d’autre but que de 
montrer I’accord de tous les elements analytiques dont la theorie se 
compose. 
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II me reste a rappeler les premieres objections qui ont ete presen- 
tees sur la nature des ^nations cleterminees propres aux questions 
principales de la Theorie de la chaleur. Cette theorie a ete donnee 
pour la premiere fois sur la fin de I’annee 1807, dans un Ouvrage ma- 
nuscrit qui est encore depose aux Archives de I’lnstitut. Les principes 
physiques et analytiques qui servent de fondement a ces recherches 
n’ont point ete saisis d’ahord ; il s’est passe plusieurs annees avant 
qu’on en reconnut I’exactitude. Aujourd’hui meme, les resultats cos- 
mologiques de cette theorie, la notion de la temperature des espaces 
planetaires, les lois mathematiques de la chaleur rayonnante, les 
equations differentielles du mouvement de la chaleur dans les liquides 
n’ont point encore fixe I’attention de tons les principaux geometres. 
Les verites mathematiques, quoique exactement demontrees, ne s’eta- 
hlissent qu’apres un long examen. Les theoremes generaux qui m’ont 
servi a integrer les equations differentielles s’appliquant a un grand 
nombre de questions physiques qui n’avaient point ete resolues, la 
connaissance de ces theoremes et la methode d’integration qui en 
derive sont devenues assez generales; mais les autres resultats de la 
theorie sont, pour ainsi dire, encore ignores. Quant a I’^uation trans- 
cendante determinee qui exprime le mouvement de la chaleur dans le 
cylindre, elle se reproduit dans des recherches physiques tres di verses : 
c’est pour cette raison que j’en presente aujourd’hui I’analyse avec de 
nouveaux developpements. 

On a objecte, durant plusieurs annees, que les equations determi- 
nees qui servent a exprimer le mouvement de la chaleur dans la sphere 
ont des racines imaginaires, et Ton a cite, comme exemple, I’equation 
tres simple 

tangj; = o. 

Comme elle est formee des deux facteurs sina? et seca?, on concluait 
qu’elle doit avoir : 

1“ Les racines reelles de I’equation 
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2" Les racines de I’equation 


seca? = o, 


qui ne peuvent etre qu’imaginaires. 

J’ai discute avec soin celles de ces objections qu’il m’a paru neces- 
saire de refuter, et j’ai ecrit a ce sujet des Notes assez etendues, qui 
soiit annexees au premier Menioire, et deposees aux Archives de I’ln- 
stitut. Elies out ete communiquees a plusieurs geometres, et il n’y a 
personne qui ne puisse en prendre connaissance. Ces pieces ont ete 
remises a M. Laplace, qui, selon son usage, a bien voulu inscrire de 
sa main la date de la presentation, savoir le 29 octobre 1809. J’ai rap- 
pele specialement dans ces Notes I’objection relative aux racines de 
I’equation 

tanga; = o; 

et, pour la refuter, j’ai prouve, non pas que I’equation 


sec j" = o 


n’a aucune racine ni reelle ni imaginaire, ce qui ne serait pas conforme 
aux principes d’une analyse exacte,mais que les racines imaginaires de 
cette equation sec£i? = o n’appartiennent point a I’equation tanga—o. 
On n’avait pas encore eu I’occasion de remarquer qu’il y a des cas ou 
une fonction n’est pas le produit de tous les facteurs du premier degre 
correspondant aux racines de I’equation dont lo premier membre est 
la fonction elle-meme; je montrai que, pour I’equation dont il s’agit 
tanga; = o, ce produit est sin.cr et non point tanga;. 

Je termine ici ce Memoire, en omettant des developpements qui 
n’appartiendraient qu’aux Traites generaux d’Analyse. Ces considera- 
tions sur les proprietes des fonctions transcendantes, et sur leurs 
rapports avec I’Analyse algebrique, meritent toute I’attention des geo- 
metres. Elies montrent que les principes de la resolution des equa- 
tions appartiennent a I’Analyse generate, dont elles sont le vrai fonde- 
ment. 


II. 


27 
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L’etude approfondie de la theorie des equations eclaire des quej 
tions physiques tres variees et tres importantes, par exemple cello 
que presentent les dernieres oscillations des corps, ou divers mouve 
ments des fluides, ou les conditions de stabilite du systeme solairc 
ou enfin les lois naturclles de la distribution de la chaleur. 
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SUR LA 

PROPAGATION DE LA CHALEUR 
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Par M. FOURIER (>). 


Pr 6 sent 4 le 21 d6cembre 1807 ^ ITnstitut national. 

Nouveau Bulletin des Sciences par la Socie'te' philomathique de Pans, t. I, p. 112-116, 

6; mars 1808. Paris, Bernard. 

- Tt 


L’auteur de ce Memoire s’est propose de soumeltre la Theorie de la 
chaleur a I’Analyse mathematique ct de verifier, par I’experience, les 
resultats du calcul. Pour exposer I’etat de la question, supposons une 
baiTO de metal, cylindrique et d’une longueur indeterminee, plongee 
par une de ses extremites dans un fluide entretenu a une temperature 
constante : la chaleur se repandra successivement dans la barre; et, 
sans la pertc qui a lieu a sa surface et a son autre extremite, elle pren- 
(Irait dans toute son etendue la temperature constante du foyer; mais, 
a cause de cette perte, la chaleur ne s’etendra d’une maniere sensible 
que jusqu’a une distance du foyer dependante de la grosseur de la 
barre, de la conductibilite du metal et de son degre de poli, qui influe 
sur le rayonnement; de sorte que des thermometres places dans I’eten- 

(>) Get Article, que nous avons signal^ dans I’Avant-Propos du Tome I, n’est pas 
do Fourier. Signd de I’initiale P, il a 6l6 6crit par Poisson, qui dtait un des redacteurs du 
Bulletin des Sciences pour la parlio mathdmatique. A raison de I’interfet historique qu’il 
prdsento comme dtant le premier dcrit oil I’on ait fait connaitrela theorie de Fourier, nous 
avons eru devoir le reproduire intdgralement. G. D. 
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due (le cette distance s’eleveront graduellement et finiront par arriver 
a un etat stationnaire, dans lequel leurs elevations seront d’autant 
rnoins grandes qu’ils seront plus eloignes du f'oj'er. 

M. Biot a fait voir par une experience directe (^Physique de Fischer, 
p. 84) que ces elevations decroissantes forment une progression geo- 
inetrique, lorsque les thermonaetres sont equidistants. 

C’est, en effet, ce qui doit avoir lieu si, d’apres le principe connu 
de Newton, la perte de la chaleur dans Fair, en chaque point de la 
barre, est proportionnelle a I’exces de la temperature de ce point sur 
celle de Fair, et s’il en est de meme a Fegard de la chaleur communi- 
quee par une tranche quelconque de la harre a la suivante; Fexpe- 
rience que nous citons peut done servir do demonstration a ce prin- 
cipe, le seul que M. Fourier emprunte de la Physique, et sur lequel il 
appuie toute son Analyse. 

Maintenant, si Fon retire le foyer constant de chaleur et que Fon 
abandonne la barre a elle-raeme, les thermometres s’abaisseront, et 
Fon peut demander quelle sera, apres un terme donne, la hauteur de 
Fun quelconque d’entre eux. On couQoit done que la distribution de la 
chaleur dans un corps solide olfre deux probFemes principaux a re- 
soudre : r° ce corps etant soumis a Faction d’un ou plusieurs foyers de 
chaleur constante, determiner la temperature de chacun de ses points, 
interieurs ou exterieurs, lorsque cette temperature sera parvenue a 
Fetat stationnaire; 2" les foyers de chaleur etant supprimes et le corps 
abandonne a lui-meme, ou, plus generalement, le corps ayant ete 
chauffe d’une maniere quelconque, determiner, apres un temps donne, 
la temperature de chacun de ses points, ce qui fera connaitre la loi 
suivant laquelle s’efFectue leur refroidissement. 

Cette temperature varie avec le temps et la position du point auquel 
elleappartient; elle est done une fonction des coordonnees de ce point 
et du temps. M. Fourier obtient, pour la determiner, une equation aux 
differences partielles, savoir 

dv [ d^v d^v d-p\ 

dt \ dx^ dj- dz^ ) ’ 



217 


DANS LES CORPS SOLIDES. 

dans laquelle est la temperature, t le temps, ^ les trois coor- 
donnees rectangulaires du point, et a un coefficient constant. Cette 
equation convient a tons les points d’un corps homogene de figure 
quelconque; mais M. lourier y joint, dans chaque cas particulier, 
d autres equations qui n’ont lieu qu’a la surface, et qui servant a deter- 
miner line partie des arbitraires qu’introduit I’integration. La re- 
cherche de ces nouvelles equations est un point delicat de la Theorie 
de la chaleur, qui merite de fixer Tattention des physiciens geo- 
metrcs. 

Lorsqiie le corps est parvenu a I’etat stationnaire, les temperatures 
de tons les points sont invariables; on a done 

dt ” ^ 

et, par consequent, 

__ 

dx^- ^ ~ 

Cette equation, quoique plus simple que la precedentc, n’est point 
encore integrablc sous forme fmie. 

Apres avoir donne les equations generates relatives au mouvement 
de la chaleur eta son etat stationnaire, M. Fourier considere differents 
cas particuliers, parmi lesqucls nous choisirons le suivant, pour faire 
connaitre les precedes d’Analyse qu’il emploie. 

On demande la temperature des differents points d’une lame rectan- 
gulaire, d’une longueur indefinie et d’une epaisseur constante, lorsque 
cette temperature est parvenue a I’etat stationnaire. 

Les cotes de la lame parallels a la longueur sont entretenus con- 
stamment a zero, qu’on suppose etre la temperature primitive de la 
lame entiere. Les points de I’une de ses extremites sont des foyers de 
chaleur constante, de sorte que leur temperature est donnee et peut 
etre differente d’un point a un autre. On fait abstraction de I’epaisseur 
de la lame et du rayonnement, en sorte que, en prenant le plan de la 
lame pour celui des xy, on pourra supprimer la coordonnee et 
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I’equation relative a I’etat stationnaire se reduira a 

dU’ d"-i> __ 
dx^ dy- 

dont I’integrale est 

(’ = fonct.(^ + JN/”*) + toxicX.i^x — y — i). 

Au lieu de cette integrale complete, qui a I’inconvenient de ren- 
fermer des imaginaires, M. Fourier emploie la somme d’une infinite 
d’integrales particulieres, savoir 

() = + (ae'"''^ + be'‘^) cos ny -4- ■+■ b’e'‘'^) cos n'y 

+ (Ae-'«"^+ Ee"“) sinw/ -t- ( A'e-'"’^-f- R'e'«'^) costo'j -i- . . . , 

a, a', b, b', A, A', B, B', n, n' , m, m! , ... etant des 
constantes arbitraires. Si Ton suppose, pour simplifier, la lame sem- 
blablement echauffee de part et d’autre de la ligne qui la partage en 
deux parties egales dans le sens de sa longueur, et que Ton prenne 
cette ligne pour axe des x, les sinus sinmj, sinm'j, . . . devront etre 
exclus de la valeur de De plus, en prenant pour unite la demi-lar- 
geur de la lame, la condition qu’on ait = o quand y = ±: i, quelle 
que soit la valeur de v, exige que les arbitraires n, n', n", ... soientla 

,35 

suite des quantites -it, -tc, - u, ..., n designant la demi-circonference. 
Enfin, la temperature devant decroitre a mesure quo Ton s’eloigne du 
foyer de chaleur constante, la valeur de o ne doit pas renfermer les 
exponentielles e'‘^, e"'-®, . . . dont les exposants sont positifs; cette va- 
leur deviendra done 

‘TT.r TZX TZ.V 

(1) c — ae ^ cos — -t- a' e * cos3 — d' e ^ cos5 — ■+.... 

2 2 2 

II ne reste plus que les coefficients a, a', a", ... a determiner; or, si 
Ton fixe I’origine des x au foyer de chaleur constante, la valeur de v 
relative a a; = o sera donnee en fonction dey; soit alors v = 9(j), on 
aura 

( 2 ) 9 ( 7 ) = a COS ^ H-a'cosS^ 4 - d'eosb^ -h. . . . 
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Multipliant de part et d’autre par cos(2/’ -i- i)^) et integrant ensuite 
depiiis j = ~ I jusqu’a7 = -j- I, vient 

'*'■=/ 9 (7) cos ( 2 2 -h I ) ^ dy, 

*J j 2 

car il cst facile de s’assurer que I’integrale 

J' cos{2i-h i)^ cos(2j'-i-i) "^dy, 

prise depuis y — — i jusqu’a j = -t- 1, est nulle, excepte dans ie cas 
de i — i', oil ellc est egale a i. Dans quelques cas particuliers, I’inte- 
grale definie devra etre prise entre d’autres limites, sans quoi I on 
troiiverait a, = o, pour toutes les valeurs de i. 

Lcs coefficients a, a', a", ... etantainsi determines, M. Fourier sub- 
stitue la serie (2) a la function <f(y), en observant que ces deux quan- 
tites ne sont cgales que depuisy = — i jusqu’ay = 4- 1 : hors de ces 
limites, la serie ne coincidera plus avec la fonction, a moins que les 
valeurs de la fonction ne soient periodiques comme celles de la serie. 

Maintenant la serie (i) ne renferme plus rien d’inconnu; par conse- 
quent, ellc donncra la temperature de la lame en un point quelconque, 
ce qu’il s’agissait de trouver. Tous les termes decroissent a mesure 
que I’on s’eloigne du foyer, Ic premier beaucoup moins rapidement 
que lcs autres; de sortc qu’a une grande distance ceux-ci peuvent 
etre negliges par rapport a ce premier terme, et alors on a simple- 
men t 

TZ.r 

TT Y 

v=zae ® cos— 

2 

d’oii il suit qu’a cette distance la loi des temperatures devient inde- 
pendantc du mode d’echauffement du foyer. 

Le cas particulicr de la lame est le plus simple de ceux que M. Fou- 
rier a consideres. C’est, pour ainsi dire, une bypothese purement 
mathematique, qiii ne saurait avoir lieu dans la nature, et oil les con- 
ditions relatives aux limites du corps sont de simples conventions. 
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M. Fourier traite les autres cas qu’il considere par des precedes d’a- 
nalyse aoalogues, mais plus compliques; il remplace de meme I’inte- 
grale complete par une.somme infinie d’integrales particulieres ; et de 
cette maniere la temperature variable de chaque point du corps, a nn 
instant qiielconque, se trouve representee par une serie de termes 
dont les coefficients s’expriment, comme plus haut, par des integrale-s 
definies. Chacun de ces termes a pour facteur une exponenticlle; et, 
celle dont I’exposant estle plus petit, en les supposant tons reels, de- 
croissant avec beaucoup moins de rapidite que les autres, il s’ensuit 
qu’apres un certain temps ce terme reste seul dans I’expression de la 
temperature : alors les temperatures des points exterieurs et interieurs 
commencent k decroitre d’une maniere reguliere, independante de la 
distribution primitive de la chaleur, et en progression geometrique 
pour des intervalles de temps egaux. C’est, en effet, ce qu’ont trouve 
les differents physiciens qui ont determine par I’experience la loi du 
refroidissement des corps places dans un air a une temperature moindre 
que celle de ces corps; mais, selon M. Fourier, cette loi ne se mani- 
feste pas immediatement, mais bien a partir de I’epoque oii la valeur 
de la temperature variable peut etre censee reduite a son premier 
terme. 

La raison de la progression geometrique qui exprime Ic refroidisse- 
ment final d’un corps et, par consequent, la vitesse de ce refroidisse- 
ment dependent des dimensions, de la forme et de la matiere du corps. 
Dans les spheres de tres petits diametres et de meme matiere, le temps 
necessaire pour un abaissement donne de temperature cst propor- 
tionnel audiametre; il croit, au contraire, comme le carre du diametre, 
dans les spheres tres grandes; il en est de meme dans les cubes tres 
petits ct les cubes tres grands; enfin, en comparant ces temps dans 
un cube et dans la sphere inscrite, on trouve qu’ils sont entre eux 
comme 4 est a 5. 

Le Memoire dont nous rendons compte est termine par le detail des 
experiences que I’auteur a faites pour verifier les resultats de son 
analyse, et qu’il se propose de repeter avec des instruments plus pre- 
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cis. La plus vemarquable est celle qui est relative au refroidissement 
d’un anncau metallique; on observe que bientot I’anneau parvient a 
un etat dans lequel la somme des temperatures des deux points places 
aux extremites d’un meme diametre est la meme pour tous les dia- 
metres, et qu’une fois parvenu a cet etat, il le conserve jusqu’a son 
entier refroidissement. M. Fourier a verifie que cette propriete du refroi- 
dissement final est independante de la distribution primitive de la 
chalourdans I’anneau, et sur ce point I’experience s’est trouvee d’ac- 
cord avec son analyse qui I’avait conduit au meme resultat. 


P. 
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de la masse, et a la perte de clialeur qui s’opere a la superficie, soil par 
le contact, soil par I’irradiation. Cette derniere question est la plus 
generale de toutes celles qui aient ete resolues jusqu’ici dans cette 
nouvelle branche de la Physique. Elle comprend, comme une question 
particuliere, cellequi suppose que tous les points du solide ontrecu la 
memo temperature initiale; elle comprend aussi une autre recherche, 
qui est un des elements principaux de la theorie de la clialeur, et qui 
a pour objet de demontrer les lois generales de la diffusion de la cha- 
leur dans une masse solide dont les dimensions sont infinies. 

La premiere question, qui concernela temperature des espaces clos, 
interesse les arts et I’economie publique. Ce sujet est enticrement 
nouveau; on n’avait point encore cherche a decouvrir les relations qui 
subsistent entre les dimensions d’une enceinte solide, formee d’une 
substance connue, et I’elevation de temperature que doit produire une 
source constante de clialeur placee dans I’espace que cette enceinte 
termine. 

On exposera successivement I’objet et les elements de chaque ques- 
tion, les principes qui servent a la resoudre, et les resultats de la 
solution. 


PREMIERE PARTIE. 

DE LA. TEMPERATURE DES HABITATIONS. 

On suppose qu’un espace d’une figure quelconque est ferme de 
toutes parts, et rempli d’air atmospherique; I’enceinte solide qui le 
termine est homogene; elle a la meme epaisseur dans toutes scs par- 
ties, et ses dimensions sont assez grandes pour que le rapport de la 
surface interieure a la surface exterieure differe peu de I’unite. L’air 
exterieur conserve une temperature fixe et donnee; Pair interieur est 
exposd h Paction constante d’un foyer dont on connait Pintensite. On 
peut concevoir, par exemple, que cette clialeur constante est celle que 
fournit cantinuellement une surface d’une certaine etendue, et que 
Pon entretient a une temperature fixe. La question consiste a deter- 
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miner la temperature qui doit resulter de cette action d’un foyer inva- 
riable indefiniment prolongee. Afm d’apercevoir plus distinctement 
les rapports auxquels les effets de ce genre sont assujettis, on consi- 
dere ici la temperature moyenne de I’air contenu dans I’espace, et Ton 
suppose d’abord qu’une cause toujours subsistante mele les dilferentes 
parties de cet air interieur, et en rend la temperature uniforme. On 
fait aussi abstraction de plusieurs conditions accessoires, telles que 
I’inegale epaisseur, la diversite d’exposition qui fait varier I’influence 
de la temperature exterieure. Aucune de ces conditions ne doit etre 
omise dans les applications; mais il est necessaire d’examiner, en pre- 
mier lieu, les resultats des causes principales; les sciences mathema- 
tiques n’ont aucun autre moyen de decouvrir les lois simples et con- 
stantes des phenomenes. 

3. On voit d’abord que la cbaleur qui sort a chaque instant du foyer 
eleve de plus en plus la temperature de Fair interieur, qu’elle passe de 
ce milieu dans la masse dont I’enceinte est formee, qu’elle en augmentc 
progressivement la temperature, et qu’en meme temps une partie de 
cette cbaleur, parvenue jusqu’a la surface exterieure de I’enceinte, se 
dissipe dans Fair environuant. L’elfet que Fon vient de decrire s’opere 
continuellement; Fair interieur acquiert une temperature beaucoup 
moindre que celle du foyer, mais toujours plus grande que celle de la 
premiere surface de Fenceinte. La temperature des dilferentes parties 
de cette enceinte est d’autant moindre qu’elles sont plus eloignees dc 
la premiere surface; enfin la seconde surface est plus echauffee que 
Fair exterieur, dont la temperature est constante. Ainsi la cbaleur du 
foyer est transmise a travers Fespace et Fenceinte qui le termine; ellc 
passe d’un mouvement continu dans Fair environnant. 

Si Fon ne considerait qu’un seul point de la masse de Fenceinte et 
que Fon y plagat un thermometre tres petit, on verrait la temperature 
s’elever de plus en plus, et s’approcher insensiblement d’un dernier 
etat qu’elle ne peut jamais outrepasser. Cette valeur finale de la tem- 
perature n’est pas la meme pour les dilferentes parties de Fenceinte 
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elle est d’autant moindre que le point est plus eloigne de la surface 
interieure. 

4. II y a done deux efifets distincts a considerer. L’un est rechauffe- 
ment progressif de I’air et des differentes parties de I’enceinte qui le 
contient; I’autre est le systeme final de toutes les temperatures deve- 
nues fixes. C’est I’examen de ce dernier etat qui est I’objet special de 
la question. 

Ala verite, les temperatures ne peuvent jamais atteindre a ces der- 
nieres valeurs, car cela n’aurait lieu exactement qu’en supposant le 
temps infini; mais la difference devient de plus en plus insensible, 
comme le prouvent toutes les observations. II faut seulement remar- 
quer que I’etat final a une propriete qui le distingue, et qui doit servir 
de fondement au calcul. Elle consiste en ce que cet etat peut subsister 
de lui-meme sans aucun changement, en sorte qu’il se conserverait 
toujours s’il etait d’abord forme. 

II en resulte que, pour connaitre le systeme final des temperatures, 
il suffit de determiner celles qui ne changeraient point si elles etaient 
etablies, en supposant toujours que le foyer retient une temperature 
invariable, et qu’il en est de meme de fair exterieur. Supposons que 
Ton divise I’enceinte solide en une multitude de couches extremcment 
minces, dont chacune est comprise entre deux bases paralleles aux 
surfaces de I’enceinte; on considerera separement I’etat de Tune de 
ces couches. II resulte des remarques precedentes qu’il s’ecoule con- 
tinuellement une certaine quantite de chaleur a travers chacune des 
deux surfaces qui terminent cette tranche. La chaleur penetre dans 
I’interieur de la tranche par sa premiere surface, et, dans le memo 
temps, une partie de celle que cette masse infiniment petite avail 
acquise auparavant en sort a travers la surface opposee. Or il est 
evidemment necessaire que ces flux de chaleur soient egaux pour que 
la temperature de la tranche ne subisse aucun changement. Cette 
remarque fait connaitre en quoi consiste I’etat final des temperatures 
devenues fixes, et comment il differe de I’etat variable qui le precede. 
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Le mouvement de la clialeur a travers la masse de I’enceinte deviei 
uniforme lorsqu’il entre, dans cliacune des tranches paralleles do: 
cette enceinte est composee, une quantite de chaleur egale a celle q 
en sort dans le meme temps. Le flux est done le meme dans toute 
profondeur de I’enceinte, et il est le meme a tons les instants. On e 
connaitrait la valeur numerique si Ton pouvait recueillir toute 
quantite qui s’ecoule pendant I’unite de temps a travers une surfac 
quelconque tracee parallelement a celles qui terminent I’enceinte. I 
masse de glace, a la temperature zero, que cette quantite de chalei 
pourrait convertir en eau sans en elever la temperature, exprimera 
la valeur du flux qui penetre continuellement I’enceinte dans I’et; 
final et invariable. Cette meme quantite de chaleur est necessairemei 
equivalente a celle qui sort pendant le meme temps du foyer et pass 
dans I’air interieur. Elle est egale aussi a la chaleur que cette men 
masse d’air communique a I’enceinte a travers la premiere surfac( 
Enfin elle est egale a celle qui sort pendant le meme temps de la su 
face exterieure de I’enceinte, et se dissipe dans I’air environnan 
Cette quantite de chaleur est, a proprement parler, la depense de 
source. 

5. Les quantites connues qui entrent dans le calcul sont les su 
vantes : 

f designe I’etendue de la surface du foyer; 
a la temperature permanente de cette surface ; 
h la temperature de I’air exterieur; 
e I’epaisseur de I’enceinte; 

5 I’etendue de la surface de I’enceinte ; 

K la conducibilite specifique de la matiere de I’enceinte^ 
h la conducibilite interieure de I’enceinte; 

H la conducibilite de la surface exterieure; 
g la conducibilite de la surface du foyer. 

On a explique dans des Memoires precedents la nature des coefficien 
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h, H, g, K, et les observations propres a les mesurer. Les trois quan- 
tiles dont il faut determiner la valeur sont : a, temperature finale de 
fair interieur; |3, temperature finale de la premiere surface de I’en- 
ceinte; y, temperature finale de la surface exterieure de I’enceinte. On 
designe par A I’elevation finale de la temperature ou I’exces a — 5, et 
par $ la depense de la source ou la valeur du flux constant qui penetre 
toutes les parties de I’enceinte. On rapporte cette quantite <R a une 
seule unite de surface; c’est-a-dire que la valeur de $ mesure la quan- 
tite de chaleur qui, pendant I’unite de temps, traverse I’aire egale a 
Tunite. dans une surface quelconque parallele a celles de I’enceinte ; 
$ exprime, en unites de poids, la masse de glace que cette chaleur 
resoudraiten eau. 

Les quantiles precedentes ont entre elles des relations tres simples, 
que Ton peut decouvrir sans former aucune hypothese sur la nature de 
la chaleur. II suffit de considerer la propriete que la chaleur a de se 
transmettre d’unepartie d’un corps a un autre, et d’exprimer les lois 
suivant lesquelles cette propriete s’exerce. La connaissance des causes 
n’est point un element des theories mathematiques. Quelle que soil la 
diversite des opinions sur la nature de la chaleur, on voit que les ex- 
plications qui paraissent d’ailleurs les plus opposees ont une partie 
commune, qui est fort importante puisqu’on en peut deduire les con- 
ditions mathematiques auxquelles les effets sont assujettis. 

Les propositions fondamentales de cette theorie ne sont ni moins 
simples, ni moins rigoureusement demontrees que cellos qui ferment 
aujourd’hui les theories statiques ou dynamiques. II est necessaire de 
faire a ce sujet les remarques suivantes : les coefficients K, h, H et le 
coefficient qui mesure la capacite de chaleur doivent ici etre regardes 
comme desquantites constantes, mais, en general, ils varient avec les 
temperatures, lorsqu’elles sont elevees. Dans I’etat actuel de la Phy- 
sique, on ne connait que tres imparfaitement les variations de ces 
coefficients. Le coefficient relatif a la capacite ne subit que des varia- 
tions presque insensibles pour des differences de temperatures beau- 
coup plus grandes que celles que Ton considere ici. Le nombre K n’a 
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ete mesure que pour une seule substance, mais diverses observations 
montrent qu’il conserve une valeur sensiblement constante pour des 
temperatures moyennes. 

Le coefficient h est plus variable; il depend de I’espece du milieu 
elastique, de sa vitesse, de sa pression, de la temperature et de I’etat 
des surfaces. On ne connait point exactement la marche de ses varia- 
tions; on est seulement assure que sa valeur ne change point lorsque 
la difference des temperatures est peu considerable. 

En general, soit que ces coefficients representent des nombres con- 
stants ou des fonctions connues de la temperature, on exprime tou- 
jours par les memes equations les proprietes de I’etat final, ou cedes 
de I’etat variable qui le precede. Ainsi, la question est reduite dans 
tous les cas a une question ordinaire d’analyse, ce qui est le veritable 
objet dc la Tlieorie. 


6. Pour que le systeme des temperatures soit permanent, il faut 
que cbaque tranche infiniment petite de I’enceinte receive a cliaque 
instant par une surface, etperde par la surface opposee, une quantite 
dc chaleur egale a cede qui sort du foyer. Cette condition fournit les 
trois equations suivantes, qui sont pour ainsi dire evidentes d’elles- 
memes. Elies derivent immediatcment d’une proposition elementaire 
dont on a donne ai Hours la demonstration. 


fg[a — a)— As (a — (3), 

fg{a — a) — 


On en conclut 


fg{a — a)~'S.s{y — b). 


a. — b — {a — h) 



H 


On a designe par $ la depense de la source rapportee a I’unite de 
surface; I’expression de cette quantite est “(<* *)> valeur en 



232 


SUR LA TEMPERATURE DES HABITATIONS 


quantites connues est donoee par I’equation 


On en conclul 


0 = 


a — h 


s I e 


H 



En designant par A I’exces de la temperature fixe de Fair interieur 

J 6 I 

sur Celle de Fair exterieur, et par M le nombre connu ^ + g ■+" g’ on 
aura 

A = OM. 


Nous aliens maintenant indiquer les resultats de cette solution : 

1 ° On reconnait d’abordque le degre de Fechauffenaent, c’est-a-dire 
Fexces A de la temperature finale de Fair interieur sur la temperature 
deFair exterieur, ne depend point de la forme de Fenceinte, ni du vo- 
lume qu’elle determine, mais du rapport j de la surface dont la chaleur 

sort a la surface qui la reqoit, et de Fepaisseur e de Fenceinte. 

2 ° La capacite de chaleur de I’enveloppe solide et celle de Fair n’en- 
trent point dans Fexpression de la temperature finale. Cette qualite 
influe sur Fechauffement variable, mais elle ne concourt pas a deter- 
miner la valeur des dernieres temperatures. 

3“ Le degre de Fechauffement augmenle avec Fepaisseur de Fen- 
ceinte, et il est d’autant moindre que la conducibilite de Fenveloppe 
solide est plus grande. Si Fon doublait Fepaisseur, on aurait le meme 
resultat que si la conducibilite etait deux fois moindre. Ainsi, Fcmploi 
des substances qui conduisent difficilement la chaleur permet de 
donner peu de profondeur a Fenceinte. L’elFet que Fon obtient ne 
depend que du rapport de Fepaisseur a la conducibilite specifique. 

4° Les deux coefficients h et H, relatifs aux surfaces interieure et 
exterieure, entrent de la meme maniere dans Fexpression de la tem- 
perature. Ainsi la qualite des superficies ou de Fenveloppe qui les 
couvre procure le meme resultat final, soit que cet etat se rapporte a 
Finterieur ou a F exterieur de Fenceinte. 
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5° Le degre de Fechauffement ne devient point nul lorsqu’on rend 
Fepaisseur infiniment petite. La resistance que les surfaces opposent 
a la transmission de la chaleur suffit pour determiner Felevation de la 
temperature. C’est pour celte raison que Fair pent conserver assez 
longtemps sa chaleur lorsqu’il est contenu dans une enveloppe 
flexible tres mince. Dans ce cas, la temperature de la premiere surface 
ne differe point de celte de la seconde, et, si elles onllameme condu- 
cibilite relative a Fair, leur temperature est moyenne entre celles de 
Fair interieur et de Fair exterieur. 

6° En comparant la temperature acquise par Fair interieur a la 
quantite de chaleur qui sort du foyer et traverse Fenceinte, on voit 
que, sans augmenter la depense de la source, on peut augmenter le 
degre final do Fechauffemcnt,' soit en donnant une plus grande epais- 
seur a Fenceinte, soit en la formant d’une substance moins propre a 
conduire la chaleur, soit en changeant Fetatdes surfaces par le poli 
ou les teintures. 

7 ° Les coefficients h, K, H qui dependent de Fetat des surfaces ou 
de la matiere de Fenceinte sont regardes ici comme des quantites 
donnees. En effet, ils peuvent etre determines directement par Foh- 
servation. Mais les experiences propres a mesurer la valeur de K n’ont 
encore ete appliquees qu’a une seule substance (le fer forge); on ne 
connaitcette valeur pour aucune autre matiere. II fautremarquer qu’il 
entre, dans Fexpression de la temperature, un coefficient compose M, 
dont on peut trouver la valeur numerique par une observation, ce qui 
dispenserait de mesurer separement les quantites A, H, e, K. Ce coef- 
ficient compose est le rapport de Felevation A de la temperature a la 
depense I du foyer pour Funite de surface. II exprime la qualite phy- 
sique que Fon a en vue lorsque, en comparant plusieurs habitations, 
on.estime que les unes sont plus chaudes que les autres. 

Plus la valeur de ce coefficient est grande, plus il est facile de pro- 
curer une haute temperature, dans un espace donne, sans augmenter 
la depense de la source. II change avec Fepaisseur et la nature de 
II. 3o 
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I’enceinte, et mesure precisement, pour plusieurs sortes cle clotures, 
la propriete qu’elles out cle retenir la chaleur, en opposant une resis- 
tance plus ou moins grande a son passage dans I’air exterieur. 

Si le ineme espace est echauffe par deux ou par un plus grand 
nombre de foyers de differentes especes, ou si la premiere enceinte 
est elle-meme contenue dans une seconde enceinte separee de la pre- 
miere par une masse d’air, on determine suivantles memes principes 
le degre de rechauffement et les temperatures des surfaces. Les solu- 
tions generates de ces deux questions ont ete rapporlees dans le 
Memoire. On suppose dans la premiere un nombre indefini de foyers, 
qui different par leurs temperatures et leur etendue; on suppose dans 
la seconde un nombre indefmi d’enceintes qui different par I’espece 
de la matiere et par la dimension. 

Les expi’essions que cette analyse fournit montrent clairement 
reflet de chaque condition donnee. On voit, par exemple, que des 
enveloppes solides separees par I’air, quelque petite que soit leur epais- 
seur, doivent contribuer pour beaucoup a I’elevement do la tempera- 
ture. On reconnait aussi qu’en divisant I’enceinte en plusieurs autres, 
en sorte que I’epaisseur totale demeurat toujours la meme, on procu- 
rerait, avec le meme foyer, un tres haul degre d’echauffement, par la 
separation des surfaces. 

Plusieurs des resultats que Ton vient d’indiquer etaient devenus 
sensibles par I’experience meme. II est difficile, en effet, qu’un long 
usage ne fasse point connaitre des resultats aussi constants. La tbeorie 
actuelle lesexplique, les ramene a un meme principe et en donne la 
mesure exacte. Au reste, toutes les remarques qui precedent sent 
beaucoup mieux exprimees par les equations elles-memes; il n’y a pas 
de langage plus distinct et plus clair. On aurait omis cette enumera- 
tion, s’il ne s’agissait point ici d’une question qui n’a pas encore et6 
traitee, et sur laquelle il peut etre utile d’appeler I’attention. 

8. On salt que les corps animes conservent une temperature sensi- 
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de Fair, et I’extinction progressive des rayons de chaleur qui accom- 
pagnent la lumiere solaire. Eii general, les tlieoremes qui concernent 
recliauffeinentdes espaces clos s’etendenta des questions tres variees. 
On peut y recourir lorsqu’on veut estimer d’avanee et regler les tempe- 
ratures avec quelque precision, coinme dans les serres, les ateliers, 
ou dans plusieurs etablissements civils, tels que les hopitaux, les 
lieux d’assemblee. On pourrait dans ces diverses applications avoir 
egard aux conditions variables que nous avons oraises, comme les 
inegalites de I’enceinte, I’introduction de Fair, et Fon connaitrait 
avec une approximation suffisante les changementsque ces conditions 
apportent dans les resultats. Mais ces details detourneraient de I’objet 
principal, qui est la demonstration exacte des elements generaux. 

9. Nous avons remarque plus haut que les trois coefficients speci- 
fiques qui representent la capacite de chaleur, la conductibilite exte- 
rieure et la conductibilite propre sont sujets a quelques variations 
dependantes de la temperature. Les experiences les indiquent; mais 
elles n’en out point encore donne la mesure precise. Au reste, ces 
variations sont presque insensibles si les differences de temperature 
sont peu etendues. Cette condition a lieu pour tous les phenomenes 
naturels qu’embrasse latheorie mathematique de la chaleur. Les varia- 
tions diurnes et annuelles des temperatures interieures do la Terre, 
les impressions les plus diverses de la chaleur rayonnante, les inega- 
lites de temperature qui occasionnent les grands mouvements de Fat- 
mosphere et de FOcean sont comprises entre des limites assez peu 
distantes pour que les coefficients dont il s’agit aient des valeurs sen- 
siblement fixes. 

10. On a considere jusqu’ici la partie de la question qu’il importe 
le plus de resoudre completement : savoir Fetat durable dans lequcl 
les temperatures acquises demeurent constantes. La meme theorie 
s applique a Fexamen de Fetat variable qui precede, et de celui qui 
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aurait lieu si, le foyer etant supprime ou perdant peu a peu sa cha- 
leur, I’enceinte solide et I’air qu’elle contient se refroidissaient suc- 
cessivement. Les conditions physiques relatives a ces questions sont 
rigoureuscment exprimees par I’analyse qui est I’objet du Memoire. 
Ainsi, toute recherche de ce genre est reduite a une question de 
Mathematiques pures, et dependra desormais des progres que doit 
faire la science du calcul. Les equations qui se rapportent a I’etat 
permanent sont resolues par les premiers principes de I’Algebre ; celles 
qui expriment I’etat precedent appartiennent a une autre branche de 
calcul. Ces questions sont analogues a celle qui a pour objet de deter- 
miner le mouvement varie de la chaleur dans un prisme rectangulairc. 
C’est pour cette raison que I’on a reuni dans ce Memoire les recherches 
sur la temperature des habitations a celle de la distribution de la cha- 
leur dans les prismes. Cette derniere question est I’objet de la seconde 
Partie. 

On terminera cet Extrait de la premiere Partie en rapportant les 
equations differentielles qui expriment rechauffement variable de Pair 
dans une enceinte exposee a Taction constante d’un foyer. Outre les 
quantiles connues dont on a deja fait Tenumeration, on dcsignera 
par V le volume de Pair interieur, par C la capacite de chaleur de la 
substance qui forme Penceinte. 

Les tempM’aturcs de Pair interieur et de Penceinte ne sont point 
des quantiles constantes comme dans les cas precedents. Elies varient 
avec le temps. Celle de Pair est une fonction a du temps t; celle d’un 
point m quclconquc de Penceinte est une fonction v de deux indeter- 
minecs, dont Pune est le temps ecoule t, et Pautre est la distance a?du 
point a la surface. 

w 

11. La variation de temperature qu’un point quelconque subit a la 
surface pendant un instant infiniment petit est proportionnelle a 
la difference entre la quantite de chaleur qu’il revolt et celle qu’il 
perd. II est facile d’exprimer cette condition au moyen des proposi- 
tions elementaires dont on a donne ailleurs la demonstration. On en 
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deduit les quatre equations suivantes : 


di’ 

dt ’ 


K^_i-/2(oc — r) — 0 (^ — o), 

ooc 

K^ + H((’-i) = o {x-e). 


f ^ 

— a) 


hs , .da. 


La premiere est lineaire et aux differences particlles du second 
ordre, naais ne devant contenir dans son integrale qu’une fonction 
arbitraire. 

Les deux suivantes se rapportent aux extremites de I’enceinte; elles 
expriment les conditions dumouvement do la chaleur a Tune et al’autre 
surface. 

La derniere equation differentielle represente les variations de la 
temperature de I’air. 

Ces equations contiennent tous les elements physiques de la ques- 
tion, et suffisent pour determiner les inconnues lorsque les tempera- 
tures initiales sent donnees. 


12. Pour les appliquer au cas oil les temperatures s’abaissent apres 
la suppression du foyer, il faudrait supposer nulle I’etendue ou la con- 
ductibilite de la surface qui communique la chaleur. On aurait un 
resultat tres different si Ton se bornait a supposer nulle la tempera- 
ture de cette surface. 

On peut aussi deduire de ces expressions generates la connaissance 
de I’etat final; il suffit de considerer que les variations qui dependent 
du temps doivent etre nulles, puisque le systeme des temperatures ne 
subit point de changement. Si, en effet, on introduit cette condition, 
en omettant les termes differentiels relatifs au temps, on trouve les 
memes equations que celles qui ont ete rapportees plus haut. On les 
trouverait encore au moyen des integrates des ^nations precedentes. 
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eii attribuant une valeur infinie au temps ecoule. Au reste, ces con- 
siderations sont toutes de la meme nature; elles ne different que par 
la maniere de les exprimer. On voitpar ces remarques que la recherche 
des temperatures constantes apparticnt a une question plus etendue, 
qui comprend tons les etats variables, depuis les systemes entierement 
arbitraires des temperatures initiates, jusqu’au systeme final, qui est 
toujours le meme, quel que soit le premier etat. Mais on peut deter- 
miner directement les valeurs constantes des temperatures. Les resul- 
tats de cette recherche offrant des applications multipliees, il est utile 
d’en repandre la connaissance, en les deduisant des premiers elements 
du calcul. 
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Bulletin des Sciences par la Societe pliilomathiqiie, p. 61-67; 1818, 


1. Etant (lonnee une equation algebrique '^(x) = o, dont Ics coef- 
ficients sont exprimes en nombres, si I’on connait deux limites a ct b 
entre lesquelles une des racincs reelles est comprise, il est facile d’ap- 
proeber de plus on plus do la valeur exactc de cetle racine. Lc procede 
le plus simple que Ton puisse suivre dans cette recherche est cclui quo 
Newton a propose. II consiste a substituer, dans I’ciiuation 

<p(^;) = 0, 

a -4- r au lieu de x. On omet dans le resiiltat tous les termes qui con- 
tiennent les puissances do j superieures a la premiere, et Ton a une 
equation de cette forme 

my — 7^ = 0, 

dans laquellc les quanlites m ct n sont des nombres connus. On en 
conclut la valeur de r qui, etant ajoutee a la premiere valeur appro- 

chee a, donne un resultat beaucoup plus voisin de la racine 

cliercbee que no I’etait la premiere valeur. Designant ce resultat pai- 
nt', on emploie de nouveau le meme procede pour obtenir une troi- 
sieme valeur beaucoup plus rapprocliee que a', etl’on continue ainsi 
a determiner des valeurs de plus en plus exactes de la racine reelle 
comprise entre les premieres limites, etc. On pourrait aussi appliquer 
ce calcul a la limite b, consideree comme une premiere valeur appro- 
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chee, et Ton deduirait cles valeurs successives qui seraient de plus en 
plus vaisines de la meme racine. 

Cette method'e d’approximation est un des elements les plus gene- 
eaux et les plus utiles de toute I’Analyse; c’est pour cela qu’il importe 
beaucoup de la completer et d’obvier a toutes les difficultes auxquelles 
elle pent etre sujette. 

2. On a remarque depuis longtemps que, si les deux premieres 
limites ne sent point assez approchees, aucune d’ellcs ne pout servir 
a donner des valeurs successives; au lieu de conduire a des valeurs 
approchees de la racine, ellcs donneraient des nombres qui s’eloigne- 
raientdeplus en plus de cette racine. 

L’inventeur supposaitque la valeur de la racine etait deja conniie a 
moinsd’un dixieme pres de cette valeur. Mais il est evident que cette 
condition, ou n’est point necessaire, ou n’est point suffisante, selon la 
g-randeur des coefficients. L’illustre auteur du Traile de la resolution 
des equations numeriques remarque (') que cette question a d’autant 
plus de difficulte que la condition qui doit rendre I’approximation 
cxacte depend des valeurs de toutes les racines inconnues. 

On voit done qu’il est necessaire d’assigner un caractere certain, 
d’apres lequel on puisse toujours distinguer si les limites sont assez 
voisines pour que 1’ application de la regie domic necessairement des 
resultats convergents. 

3. De plus, la methode dont il s’agit fournit seulement des valours 
tres peu differentes de la racine; mais elle ne donne point la niesure 
du degre de I’approximation; e’est-a-dire que, en exprimant le resultat 
en ebiffres decimaux, on ignore combien il y a de cbiffres qui sont 
exacts, et quels sont les derniers que I’on doit omettre conime n’ap- 
partenant point a la racine. 

On pent se former une idee du degre de I’approximation en ayant 

(1) Traite de la resolution des equations numeriques. Lagrange, edition, page i.\o\ 
Mition de 1808, page 129 («). 

4 ®) (Miwres cl0 Lagrange f t. VIH, p. iSg. 


G. D. 
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miere approximation est suffisante pour que les substitutions operees 
suivant la methode de Newton donnent necessairement des valeurs de 
plus en plus approcliees ; et comment doit-on distinguer ce cas de 
celui oil les substitutions pourraient conduire a des resultats diver- 
gents? 

2" L’ application de la methode ne pouvant donner que des valeurs 
qui sont toutes plus grandes ou toutes plus petites que la racine cher- 
cliee, quel procede faut-il suivre pour mesurer facilement le degre 
d’approximation que Ton vient d’obtenir, c’est-a-dire pour distinguer 
la partie du resultat qui contient des chiffres decimaux exacts appar- 
tenant a la racine? 

L’objet de cette Note est de donner des regies certaines et generales 
pour resoudre les deux questions que Ton vient d’enoncer. 

5 . Pour satisfaire a la premiere question, il faut differentier succes- 
sivement la proposee 9(3?) = 0, en divisant par la difiPerentielle de la 
variable. On formera ainsi les foiictions 

et Ton substituera chacune des deux limites a et a la place de cv dans 
la suite compile 9(0?), ?"(^)> •••! obtiendra ainsi deux 

series de resultats dont il suffira d’observer les signes. 

1** Il suit de I’hypothese meme que le signe du premier terme, dans 
la suite correspondante a la limite a, differe du signe du premier terme 
dans la suite que donne la substitution de l>. S’il n’y a aucune autre 
difference entre les deux suites de signes, c’est-a-dire si tous les 
termes, excepte le premier, ont le meme signe dans Tune et I’autre 
suite, I’application de la methode donnera necessairement des valeurs 
de plus en plus approcliees; il est impossible que, dans ce cas, on soit 
conduit a des valeurs divergentes. 

2® Si la condition que I’on vient d’exprimer ii’a pas lieu, on recon- 
naitra que les deux limites a et ne sont point assez approcliees, et 
Ton substituera un nombre intermediaire, en examinant si le resultat 
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de la substitution, compare a celui de a ou a celui de b, satisfait a cette 
condition. On arrivera tres promptement aubut par ces substitutions, 
ctl’on ne doit, en general, commencer I’approximation que lorsqu’on 
aura trouve deux suites dc signes qui nc different que par le premier 
terme, resultat qu’on ne pent manquer d’obtenir si Ton connait deux 
limites a et h d’une racine reelle. 

3 '’ Pour trouvcr les valeurs convergentes, il ne faut pas employer 
indifferemment Tune ou I’autre des limites; il faut, en general, choisir 
celle des deux limites pour laquelle la suite des signes contient, an 
premier terme et au troisieme ^sux resultats de meme 

signe. Nous designons ici cette limitc par a et I’autre par p. 

Si Ton nc se conformait point a la remarque precedente, et que I’on 
employat la limite p qui donne a (p(ic) et a 9%^) des signes contraires, 
on pourrait etre conduit a des resultats divergents. On pourrait aussi 
obtenir des valeurs de plus en plus approchees; mais, dans ce cas, ellcs 
scraient de la meme espece que celles qui proviennent de la premiere 
limite. 

4 ° Les valeurs approcbccs que Ton determinera seront toutes plus 
petites que la racine, si la limite choisie est au-dessous dc cette racine; 
et elles seront toutes plus grandes, si la limite choisie est celle qui sur- 
passe la racine. 

5 “ Il n’est pas rigoureusement necessaire que les deux suites de 
signes nc diflerent quo par les signes des premiers termes <^(a) et 
<^{b). La condition absoluc a laquelle les deux limites a et 4 doivent 
satisfairc avant quo Ton precede a I’approximation est la suivantc : 

On comparera les deux suites 

?(«). <?'(«). ?"(«). ?"'(«)> •••> 

Cf'ib), o'"{b), .... 

Il est necessaire, premierement, qu’en retranebant les termes 9(a) 
et 9(6) les deux suites de signes restantes aient autant de variations 
de signes Tune que I’autrc; et, secondement, qu’en retranchant aussi 
les deux termes 9'(«) ct o'(b) les deux suites restantes aient encore 
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autant de variations clc signes Tune que Tautre (*). Lorsque cette 
double condition n’a pas lieu, la metliode d’approxiniation ne doit 
point etre employee : il faut, dans ce cas, diviser I’intervalle b — aies 
racines; mais, si les deux conditions sont rcmplies, les approximations 
lineaires seront necessairement convergentes. Cette convergence aura 
lieu a plus forte raison si la condition enoncee dans le paragraphe (i®) 
du present article est satisfaite. 

6. Nous passons a la solution de la seconde des questions eiioncees 
dans I’article 4, paragraphe ( 2 "); voici I’enonce de la solution : 

1 ° Si Ton connait deux limites a et b, entre lesquelles une racine 
reelle est comprise, et si Ton determine une valeur plus approchee a', 
suivant le precede de I’article i, et en se conformant aux regies ex- 
posees dans les paragraplies (i"), ( 2 °), (3°) de I’article 5, on mesu- 
rera comme il suit le degre d’approximation que Ton vient d’obtenir, 
L’ expression de a' est 



oil Ton designe par a celle des deux limi tes a etb qui donne le meme. 
signe pour <f(a) et <?"(“)• prendra, pour seconde valeur appro- 
chee P', la quantite p — ^ 5^5 Is diviseur o'(ct) sera le meme dans I’ex- 
pression de a' et dans celle de La racine cherchee sera toujours 
comprise en tre a' et P'. 

Par consequent, les chiffres decimaux exacts qui appartiennent a la 
racine sont les chiffres communs qui se trouvent au commencement 

(^) D’apres le th^oreme de Fourier et de Budan, la condition 6nonc6e ici contient la 
suivante : Il ne doit y avoir, entre les limites a et aucune racine ni de la d6riv6e pre- 
miere, ni de la d6riv6e seconde. Cette regie mtoe est trop absolue. Il suffira, pour qu’on 
puisse appliqner la m^thode, qu’il n’y ait, entre les limites a et auenne racine de la dd- 
rivde seconde. On le ddmontre trds simplement au moyeii de la formule 

/f2 

cp(,3; -h ) = cp(.x) -h h - 4 - cp"(.r +• O/i ). 

Le lecteur pourra consulter sur ce sujet la Note que nous avons publiee en 1869 dans les 
Nowelles Annales de Math^matiques (2^ sdrie, t. VIII, p. 17)* G. D. 
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de a' et au commencement de fl', les chiffres suivants doivent etre 
omis. On continuera ainsi Tapproximation, en joignant toujoiirs a la 
valeur doniiee par le precede connu une autre valeur approcliee [3 qui 
serve de liiTiite, etl on determinera facilement par ce moyen les chif- 
fres exacts de la racine. 

On determine la premiere valeur approcliee a' en substituant a 
au lieu de « dans I’expression a; - 2^^ oacc — on poumit 

dx 

trouver unc seconde valeur approcliee en substituant la meme limite 

a dans I’oxpresion x — Aa? designant la difference fmie a — ^ 

A.r 

des deux limites; mais cette regie, que nous avions donnee autrefois, 
parce qu’elle est clairement indiquee par les constructions, ne fait 
pas connaitre Ic degre de I’approximation aussi facilement que celle 
qui est enoncee dans Ic paragraphe (i®) du present article. 

3“ Cette regie du paragrapbe (i**) de cet article, qui sert a obtenir 
une seconde valeur approcliee, complete rapproxiination, puisqu’elle 
donne toujours des limites opposees a cel les qui se deduisent du pre- 
cede de Tarticlc 1. On connait par lii combien les approximations de ce 
genre sont rapides. On cn conclut que, si Ton emploic unc valeur ap- 
procliee a pour determiner une nouvelle valeur a', et si la premiere a 
contient dejii un tres grand nombre n de chiffres decimaux exacts 
(e’est-a-dire qui appartiennent a la racine cliercliee), la seconde valeur 
a' contiendra un nombre an de ccs chiffres exacts. Le nombre des chif- 
fres qui appartiennent a la racine devient double a chaque operation. 
On a fait depuis longtomps une remarque semblable par rapport aux 
chiffres decimaux que fournit la methode d’extraction des racines car- 
ries; mais ce resultat convient a toutes les equations, quelle que soit 
la nature do la fonction <p(.'r) : e’est un caracterc commun aux approxi- 
mations du premier degre qui proviennent des substitutions succes- 
sives. 

Voici I’enonce exact de cette proposition : si le nombre des chiffres 

II. 32 
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deja connu est n, une seule operation en fera connaitre plusieiirs 
autres en nombre n', et n' est egal a n plus ou moins un nombre con- 
stant X', qui est le meme pour toutes les operations. 

4° On peut aussi se dispenser de calculer separement la valeur de la 
seconde limite P' suivant la regie du paragraphe (i°) du present ar- 
ticle; il suffit de determiner la premiere de ces limites, et de connaitre 
d’avance le nombre des chiffres exacts qu’elle doit contenir. 

On y parviendra au moyen des equations suivantes 


a'— a — 


?(«) 

<?'(«)’ 




<?(«) 

?'(«) 


-j’-Q, 


Q = 


9"(A) . 

2 9'(a) ^ 


la premiere donne I’expression deja connue de a', et la seconde montre 
que, pour trouver une seconde valeur approchee il faut retrancher 
de a'le terme i^Q, i etant la difference connue des deux limites a et p. 
Dans les applications numeriques, cette difference est une unite deci- 
male d’un ordre donne, par exemple > — Le coefficient Q 

est un nombre constant, commun a toutes les operations qui se suc- 
cedent. 

Dans I’expression oii designe par A celle des deux limites a 

ou p, qui, etant substituee pour x dans donne la plus grande 

valeur numerique, abstraction faite du signe ('). Dans le calcul du 
quotient Q, il suffit de trouver le premier chiffre, en observant de 


( ‘ ) Il semble que la rtgle donnSe ici par Fourier ne sera pas sOrement applicable si 
I’equation 

o'" (a) = o 

a une racine comprise entre a et p. 

Soil, en effet, a -f- /j la valeur exaete de la racine; on aura 

7,2 

o = <j)(a-)-/z) = 9 (a) + 

6 d4signant une quantity comprise entre o et i . On d4duit de Ici 

7j__ ?(“) ^"(a-f-6/() 

o'{a) 2 '?’(“) 

D’apres les hypotheses faites par Fourier, les deux termes du second membre sont raani- 
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prendre toujours ce chiffre trop fort. On connaitra facilenient, par ce 
moyen, jusqu’ou ^approximation doit etre portee dans le calcul de la 
quantite a' on a — s’arretera done, dans la division, an der- 

nier chiffre dont I’exactitude est assuree. La plus grande limite doit 
toujours etre prise trop forte, et la moindre limite trop faible; ces deux 
nouvelles limites a' et doivent differer d’une unite decimale d’un 
certain ordre. Connaissant ces limites, on continuera I’application des 
raemes regies. 

VII. Les homes de cet ecrit ne nous permettent point de rapporter 
la demonstration des propositions precedentes; nous nous proposons 
de I’inserer dans quelques-uns des numeros suivants : elle se deduit 
des principes connus de I’Analyse algebrique, et il y a une partie de 


festement de memo signe. Si done on remplace lo second successiyement par z6ro et par 
une valour M qui soit sup6rieure et do mtoe signe, on aura deux limites 

Ot 

cp(a) <f{a) 


comprenant la valeur exacto de /i. Par suite, les deux nombres 


y(a) 

cp'(a) 


et a * 


cp'(a)"^ 


M 


comprondront dans lour intorvallo la racine cherchde. 

Pour obtenir M, on pout toujours romplacer h par /. Si I’dquation 

^'\x) o 


n’a pas de racine entre a et p, on pourra dvidemment substituer cp(A) a tp''[a + e(|3 — a)], 
A dtant le nombre ddfinipar Fourier; ce qui donnera, pour la racine, les deux limites 


indiqudes dans le texte, 
Mais, si I’dquation 


a', 

cp"'(^) = o 


a une racine conaprise entre a et p, ndeessairement une limite maxima 

de cp"[a -h 0(P — a)]. II faudra substituer k cette quantitd une limite supdrieuro des va- 
lours quo prend quand x varie entre a et p. 

On connait, d’ailleurs, plusieurs moyens d’obtenir de telles limites. Par exemple, on 
peut, dans tons les tormes de signe de ce polyndme, remplacer x par le 

plus grand en valeur absolue des deux nombres a et p et, dans les termes qui ont le signe 
contraire, remplacer x par le plus petit de ces deux nombres. O- D- , 
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cette demonstration que Ton pent aussi rendre tres sensible par des 
constructions, comma nous I’avons indique autrefois dans nos pre- 
miers Memoires, etdans ceux de 1807 et 1811. 

Si Ton prend pour exemple I’equation 

— Q.X — O O, 

a laquelle Newton et plusieurs autres analystes ont applique leurs me- 
thodes d’approximation, on trouvera qu’en choisissant, pour les pre- 
mieres limites a et h, les valeurs 

a = 2,09455, 
b — 2,09456, 

les nouvelles valeurs seraient 

a'= 2, 094551 48 1 5 , 
b'=z 2,0945514816, 

les limites suivantes a" et b" contiendraient un nombre double de chif- 
fres commons. 

Les propositions que Ton vient de rapporter ne conviennent pas seu- 
lement aux equations algebriques ; elles s’appliquent a toutes les equa- 
tions determinees <p(a7) = o, quel que soit le caractere de la fonction 
f ( x ). 

Nous omettons aussi diverses remarques concernant la maniere de 
proceder aux substitutions successives. C’est par I’usage meme des 
regies qui viennent d’etre enoncees que Ton reconnaitra combien elles 
rendent les calculs faciles et rapides. Aucune methode d’approxima- 
tion n’est done plus simple et plus generale que celle qui est rapportee 
dans I’article I, et qui est connue depuis I’invention de I’Analyse diffe- 
rentielle. Mais il etait necessaire d’ajouter a Toperation principale les 
regies qui servent a distinguer : si les premieres limites sont assez 
approchees; 2° a laquelle de ces limites I’operation doit s’appliquer; 
3 “ quel est le nombre des cbiffres exacts que peut donner chaque partie 
de I’operation. 
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Pour connaitre I’origine de la question qui vient d’etre traitee, et 
les progres successifs de cette methode d’approximation, on peut con- 
suiter : VAlgebre de Wallis; Newton, De Analysi per cequationes itifi- 
nitas; Rapiison, Analysis aiquationum universalis; les Memoires de V Aca- 
demic de Pans, an nee 17441 Lagrange, Resolution des equations nume- 
riques. 
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NOTE RELATIVE 
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VIBRATIONS DES SURFACES ELASTIQUES 

ET AU 

MOUVEMENT DES ONDES. 


Bulletin des Sciences par la Socidte' philomathique, p. 129 a i 36 ; septembre 1818. 


J’ai presente a I’Academie des Sciences, dans sa seance du 8 juin de 
cctte annee, un Memoire d’ Analyse qui a pour objet d’integrer plu- 
sieurs equations aux differences partielles et de deduire des integrates 
la connaissance des plienomenes physiques auxquels ces equations se 
rapportent. Apres avoir expose les principes generaux qui m’ont dirige 
dans ces recherches, je les ai appliques a des questions variees, et j’ai 
clioisi a dessein des equations differentielles dont on ne connaissait 
point encore les integrales generales propres a exprimer les pheno- 
menes. Au nombre de ces questions, se trouve celle de la propagation 
du mouvement dans une surface elastique de dimensions infinies. Ce 
dernier exemple a donne lieu a des remarques inserees par M. Poisson 
dans le Bulletin des Sciences du mois de juin i8i8, et qui ont precede 
I’extrait du Memoire que I’on se propose d’inserer dans ce Recueil. 

Comme il peut etre utile que les memes questions soient traitees par 
des principes differents, et qu’il resulte presque toujours de ces dis- 
cussions quelque lumiere nouvelle, j’ai examine sous un autre point de 
vue les rapports qu’il peut y avoir entre les expressions analytiques du 
mouvement des ondes a la surface d’un liquide et celles des vibrations 
II. 33 
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d’une surface elastique. J’iiidiquerai d’abord le motif qui m’a determine 
a choisir pour exemple cette derniere question. 

L’auteur des remarques que Ton vient de citer s’etait lui-meme oc- 
cupe, il y a quelques annees, des proprietes des surfaces elastiques. 
L’equation differentielle du mouvement etait deja connue; il en a 
donne, en i8i4, une demonstration fondee sur une hypothese phy- 
sique, et a fait imprimer en 1 8 16 le Memoire qui la contient. 

Pour determiner, au moyen de I’equation differentielle, les lois 
auxquelles les 'vibrations sent assujetties, il aurait ete necessaire de 
former I’integrale de cette equation. Sur ce dernier point, I’auteur du 
Memoire s’ exprime en ces termes : « Malheureusement cette equation 
ne pent s’integrer sous forme fmie que par des integrates definies qui 
renferment des imaginaires; et, si on les fait disparaitre, ainsi quo 
M. Plana y est parvenu dans le cas des simples lames, on tombe sur 
une equation si compliquee qu’il parait impossible d’en faire aucun 
usage ('). » 

Ayant eu pour but, comme je I’ai annonce au commencement de 
cette Note, de considerer principalement des equations dont on n’avait 
point encore obtenu les integrales applicables, il etait naturel que je 
comprisse, parmi ces exemples, I’^uation differentielle des surfaces 
elastiques; rien n’etait plus propre a montrer I’utilite de la methode 
que j’emploie. Ayant done fait I’application de cette methode a la ques- 
tion dont il s’agit, j’ai reconnu que I’integrale pent etre exprimee sous 
une forme tres simple, qui represente clairement I’effet dynamique. 
Voici les resultats de cette recherche : 

L’equation differentielle est 

(A) 

L’ integrate est 

(B) e 


V d^v d''v d'*v 

. ^ dy- dj'’ 

= - J docj cp(x,§) sin-^^ 


( 1 ) Mernoires de L’lastitut de France, ann^e 1812, secondePartie. Memoire sur les sur- 
faces dlastiques, par M. Poisson, p. 170. 
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les integrales par rapport a a et a p doivent etre prises entre les limites 
— oo et 4 -=o. Une seconde partie de I’integrale, qui se deduit facile- 
ment de la premiere, contient une autre fonction arbitraire. On doit 
omettre cette seconde partie lorsque les impulsions initiales sont 
nulles. 

Si Toil fait abstraction d’une dimension, I’equation precedente (A) 
devient celle du mouvement des lames elastiques. Cette derniere equa- 
tion etait demontree depuis tres longtemps, mais on n’en connaissait 
point I’integrale. Nous citerons a ce sujet les expressions d’Euler, dans 
son Memoire sur les vibrations des lames elastiques : « ... Ejusinte- 
grale nullo adhuc modo imeniri poiuisse, ita ut contenti esse debeamus 
in solutiones particulares inquirere (’). » On avail alors en vue sous 
le nom Hiinlegrale generate une formule analogue a celles qui avaient 
ete decouvertes pour d’autres equations, et qui ne contenaient point 
d’integrales definies. L’emploi de ces dernieres expressions n’avait 
point encore regu I’extcnsion qu’il a aujourd’hui; on en a deduit 
I’integrale generale d’un grand nombre d’equations, et ces formules 
representent les phenomenes d’une maniere aussi claire et aussi com- 
plete que celles qui ctaient I’objet des recherches precedentes. 

Si Ton developpe I’integrale de I’equation des lames elastiques en 
une suite ordonnee selon les puissances d’une variable, on voit que la 
suite peut etre sommee par les integrales definies; mais il cst evident 
que I’expression a laquelle ce precede conduit ne peut servir pour la 
resolution de la question physique; elle presente sous une forme ex- 
tremement compliquee, et au moycn d’une multitude de signes d’in- 
tegration, une fonction qui est tres simple en elle-mme. Nous prions 
le lecteur de consulter a ce sujet le Journal de I'Ecole Foly technique, 
t. X, XVIP Cahier, p. 38o et 383, annee i8i5 (-), et de comparer les 
resultats aux suivants : 

(1) Act, Academ. petropol., anno 1779, Pars prior, p. 109, 

(2) Le Memoire vise par Fourier est de Plana. II a pour litre : Mimoire sur hs oscilla- 
tions des lames Mastiques, G. D, 




(j/(a) estla fonclion arbitraire qui represente I’etat initial, les impul- 
sions initiales sent nulles. 

L’objet que nous nous sommes propose dans notrc Memoire n’etait 
pas seulement de donner des integrales que Ton n’avait point obtenues 
par d’autres methodes; mais il consistait surtout a prouver que ces 
expressions peuvent representer les effets naturels les plus complexes, 
et qu’il est facile d’en deduire la connaissance de ces effets. J’ai exa- 
mine dans cette vue les resultats du calcul; et, considerant, par 
exemple, le cas oil les dimensions de la surface sont infinies, j’ai de- 
montre que I’integrale (b) exprime de la maniere la plus clairc les lois 
de la propagation du mouvement et tous les elements du phenomene. 
La solution de cette question a done un objet tres utile, parce qu’elle 
est propre a faire bien connaitre les formes que I’Analyse emploie dans 
I’expression des phenomenes : elle ne pouvait, d’ailleurs, etre resolue 
qu’au moyen de I’integrale generale de I’equation des surfaces elas- 
tiques; elle suppose a la fois les progres de la science du calcul et ceux 
des methodes d’application. 

Nous allons maintenant considerer les rapports que cette question 
peut avoir avec celle du mouvement des ondes. 

Les equations differentielles du mouvement des ondes s’integrent 
tres facilement au moyen des theoremes qui servent a exprimer une 
function quelconque en integrales definies. Nous avions donne depuis 
longtemps ces propositions generates dans nos recherches sur la pro- 
pagation de la chaleur, et nous en avions deduit les integrales des 
equations qui se rapportent a cette derniere theorie. Ce sont les memes 
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principes que nous avons appliques a la determination clu mouvement 
dans les surfaces elastiques; voici les resultats qu’ils fournissent dans 
ces trois questions : 

Pour la premiere, I’integrale qui exprime la diffusion de la chaleur 
dans un prisme infmi est 

(1) (.’ = —/ f{a)clocl cosix{w — 

pour la seconde question, I’etat variable de la surface du liquide est 
ainsi exprime : 

( 2 ) f{a)da I cos ts/jl cos — cc) dij., 

ct, dans la question des lames elastiques, I’integrale est 

j ^-t- 00 ^ 00 

(3) / f{a)dai coSjut.^ ^ COSjUL(^ — a) d^x., 

— 00 do 

Dans chacune de ces equations, la fonction arbitraire /(x) repre- 
sente I’etat initial, t est le temps ecoule, e est la temperature variable, 
ou I’ordonnee variable d’un point quelconque donta; est I’abscisse. 

II y a done une analogic manifesto entre les trois questions. En les 
comparant aujourd’hui, on ne pout manquer d’y reconnoitre des rap- 
ports multiplies. On retrouve cette analogic dans les trois equations 
du quatrieme ordre auxquelles satisfont les valeurs precedentes do v; 
mais ces rapports n’ont ete remarques qu’apres que les questions out 
ete resolues. 

Pour chacune des deux equations (i) et (3), bn peut effectuer dans 
le second membre I’integration relative a la variable jjl, ce qui donne 
une autre forme a la fonction e. C’est ainsi que I’equation (3) se trans- 
forme dans I’equation precedente (b). On peut, dans ce cas, obtenir 
les integrales par divers precedes, sans recourir aux theoremes qui 
expriment les fonctions en integrales defmies. 

Nous avons deja fait observer, dans notre Memoire du 8 juin der- 
nier, les rapports que I’Analyse etablit entre la propagation de la cha- 
leur et les vibrations des surfaces elastiques, en sorte que les formules 
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ne dififerent que par la valeur d’une meme indeterminee, qui est reelle 
dans un cas et imaginaire dans I’autre. 

L’analogie dont nous parlons ne resulte point de la nature physique 
des causes; elle reside tout entiere dans I’Analyse mathematique, qui 
prete des formes communes aux phenomenes les plus divers. 

II existe aussi des rapports analytiqiies entre le mouvement des 
ondes et les vibrations des surfaces elastiques, mais la consideration 
do ces rapports n’ajoute rien aujourd’hui a la connaissance des phe- 
nomenes. li est evidemment beaucoup plus simple de chercher leslois 
du mouvement des surfaces elastiques dans I’integrale elle-meme que de 
recourir indirectement a I’examen d’une question differente, qui n’est 
resolue que dans un cas particulier. II est necessaire, pour I’objet que 
nous traitons ici, d’insister sur ce dernier point. 

Les equations differentielles du mouvement des ondes, telles qu’on 
les connaitaujourd’liui, supposent que les memes molecules ne cessent 
point de se trouver a la surface. L’auteur du Memoire ou cette question 
est traitee a considere le cas oil les impulsions initiates sont nulles, 
les ondes etant determinees par I’emersion d’un corps que Ton a peu 
enfonce dans le liquide; il remarque que, pour satisfaire a la condi- 
tion relative k la surface, il est necessaire, lorsque le mouvement a 
lieu selon une seule dimension, que la hauteur ou fleche du segment 
soil une assez petite quantile par rapport a la largeur de la section a 
fleur d’eau. L’auteur en conclut que la figure du segment plonge doit 
se confondre sensiblement avec Fare d’une parabole, et que I’on pent 
toujours introduire dans le calcul I’equation de cette derniere courbe, 
quelle que soil la forme du corps. 

Nous n’adoptons point cette conclusion, et nous pensons qu’elle 
altbre essentiellement la generalite de I’integrale. De ce que le rap- 
port de la fleche a la dimension horizontale du segment est un petit 
nombre, il ne s’ensuit pas que la figure du segment se confonde sensi- 
blement avec Fare parabolique; car les rapports des ordonnees des 
deux courbes qui repondent a une meme abscisse peuvent differer 
beaucoup de I’unite : ils pourraient etre, par exemple, 2 , 3, 4. — 
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Lorsqu’on prend I’expression — pour representer I’ordonnee 

de la courbe qui termine le segment, A etant la longueur de la fleche 
et I celle de la section, on ne designe qu’un cas tres particulier. 

Pour conserver a la question sa generalite, il est absolument neces- 
saire que la valeur de I’ordonnee contienne une fonction arbitraire de 
00, et c’est par la seulement que la tbeorie donnerait I’explication 
cxacte des faits indiques par les experiences. 

La condition relative aux molecules de la surface est obscure en elle- 
meme; mais, en I’adoptant, il suffit, pour y assujettirle calcul, de sup- 
poser qu’une ligne, d’une forme quelconque, passe par les extremites 
de la section a fleur d’eau, et de multiplier par un petit coefficient la 
fonction arbitraire qui representc I’ordonnee. Il en resulte que le seg- 
ment est pen cnfonce dans le liquide et que sa forme est, d’ailleurs, 
arbitraire. Lorsqu’on nc precede pas ainsi, les resultats auxquels I’ana- 
lyse conduit expriment indistinctement les conditions communes a tous 
les cas particuliers possibles, e’est-a-dire les lois generates de la pro- 
pagation des ondes, et les conditions speciales propres au cas que Ton 
a considere. 

Independamment de cette discussion, il est certain que, en ce qui 
concerne les points do la surface dont le mouvement apparent est uni- 
forme, on n’a determine par I’Analyse les lois de la propagation des 
ondes que pour le cas ou la figure du segment plonge serait celle d’un 
arc de parabole. 

Nous indiquerons maintenant en quoi consiste la solution que nous 
avons donnee de la question des vibrations des surfaces, et nous con- 
sidererons le cas lineaire, qui est celui de la lame elastique. Les tbeo- 
remes dont j’ai fait mention, et qui avaient servi a donner les integrales 
dans la tbeorie de la cbaleur, conviennent aussi a I’equation differen- 
tielle des surfaces elastiques. Cette application exige seulement un 
examen plus attentif, parce que I’equation est du quatrieme ordre et 
que Ton doit introduire ici deux functions arbitraires. Ayant obtenu 
I’integrale par ce precede, on parvient a effectuer une des integrations. 
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et Ton trouve I’expression (b) qiie nous avons rapportee plus haut. 11 
ne reste plus qu’un seul signe d’integration, et, sous ce signe, la fonc- 
tion arbitraire qui represente I’etat initial. II s’agissait, ensuite, d’in- 
terpreter ce resultatet de reconnoitre I’effet dynamique qu’il exprinae; 
il fallait surtout decouvrir ces consequences sans alterer la generalite 
de I’integrale, afin d’etre assure qu’elles ont lieu quelle quo puisse 
etre la forme initiale de la surface. Les questions de ce genre depen- 
dent de deux elements principaux, savoir : i° I’integration de I’equa- 
tion differentielle ; 2 ° la discussion de I’integrale applicable a toutes 
les formes possibles de la fonction. Nous nous sommes attaches a 
resoudre completement ces deux difficultes. Nous n’exposerous point 
les resultats de notre Analyse concernant les lois finales des vibrations, 
mais nous indiquerons ceux qui expriment I’etat de la lame vibrante 
apres une valeur moyenne du temps. 

Le systeme, considere dans toute son etendue et pour un meme 
instant, est forme d’une infinite de plis ou sillons, alternativement 
places au-dessus et au-dessous de I’axe. L’intervalle qui separe deux 
points consecutifs d’intersection de la courbe avec I’axe est d’autant 
plus petit que les points sont plus eloignes de I’origine. 

La distance de I’origine a chacun des points d’intersection augmente 
comme la racine carree du temps. 

La profondeur de ces sillons alternativement superieurs et infe- 
rieurs ou la distance de leur sommet a I’axe, abstraction faite du 
signe, n’est pas la meme pour les differents points; si on pouvait I’ob- 
server en un meme instant dans tons les points de I’axe, on trouverait 
qu’elle decroitd’abord, lorsqu’on s’eloigne de I’origine; qu’elle devient 
nulle, ce qui, pour les parties assez eloignees, determine un point de 
contact; qu’ ensuite elle augmente par degres et atteint un maximum 
beaucoup moindre que le precedent; au dela, elle diminue et devient 
nulle de nouveau. Cette profondeur est alternativement croissante et 
decroissante dans toute I’etendue de la lame; mais celle des sommets 
les plus eleves, mesuree pour un meme instant, diminue en s’eloignant 
de I’origine. Les points de contact, qui marquent les alternatives. 
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sont en nombre infini; ils sont separes par des intervalles egaux ou 
qui tendent a le devenir. Chacun des points d’inlersection s’eloigne, 
comme nous I’avons dit, avec une vitesse variable, et leur distance a 
I’origine augmente comme la racine carree du temps ecoule. II n’en 
est pas de meme des points de contact; ils glissent sur I’axe, et le 
parcourent d’un mouvement uniforme; les plus bauts sommets, dont 
chacun est place entre deux points de contact consecutifs, ont aussi 
des vitesses constantes. Les intervalles qui separent deux points de 
contact consecutifs croisscnt proportionnellement au temps. 

La loi du mouvement des points d’intersectioii ne depend ni de la 
forme ni de I’etendue de la depression initiale. Cette etendue deter- 
mine principalement la vitesse et la distribution des points de contact 
et des points de plus haul sommet. La loi suivant laquelle la profon- 
deur des plis ou sillons varie dans chaque intervalle entre deux points 
de contact resulte de la forme du deplacement initial. Nous ne pou- 
vons ici donner plus d’etenduc a cette description; les formules repre- 
sentent distinctement les etats successifs du systeme, en sorte qu’on 
est assure de n’omettre aucun des elements du pbenomene. 

On voit maintenant en quoi cette solution, qui s’applique a toutes 
les formes initiales quo Ton peut conccvoir, differe de celle qui a etc 
donnee pour la question des ondes, quoique I’unc et I’autre puissent 
se deduire desprincipcs qui ont servi a determiner les lois analytiques 
du mouvement de la chaleur. Au reste, la discussion qui s’est elevee 
aura un objet utile si elle contribue a appeler I’attention des geometres 
sur les theor'emos qui expriment les fonctions arbitraires en integrales 
defmies, et sur leur usage dans les applications de I’Analyse a la Phy- 
sique. Nous nous proposons de rappeler ces theoremes dans un Article 
subsequent, de citer plus expressement les Ouvrages oil ils ont ete 
donnes pour la premiere fois, et d’en indiquer les diverses applica- 
tions. 
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La Note qui precede se rapporte a celle qui a ete inseree dans le 
Bullelin du mois de juin. L’auteur de cette derniere Note a publie dans 
V\ Bulletin de juillet un second Article concernant les vibrations des 
surfaces elastiques, ce qui nous donne lieu d’ajouter les remarques 
suivantes : 

i“ Nous avons rapporte, dans le Memoire presente a I’Academie des 
Sciences, leSjuin i8i8, differents precedes de calcul qui conduisent 
ii rintegrale de Tequation (A). Le premier resulte de Tapplication des 
theoremes qui exprimentune fonction arbitraire en integrales defmies. 
L’objet direct de cette application n’est pas de sommor une serie 
infinie, mais de determiner*une fonction inconnue sous le signe d’in- 
tegration en sorte que le resultat de I’integration definie soit une 
fonction donnee. 

Le second precede consiste a decouvrir une valeur particuliere, telle 
(]ue 

I . 

(> _ - sin > 

qui, etant prise pour v, satisfait a I’equation (A), et dont on peut de- 
duire facilemen t la valeur generale de e. 

Nous avons prouve aussi que cette meme integrale peut sc deduire 
du developpement en serie. Lorsqu’on cstunefois parvenu a connaitre 
rintegrale d’une equation differentielle , il est facile d’arriver par 
d’autres voies a ce menie resultat; mais il nous avait paru utile d’indi- 
quer ces precedes differents dans une recherche nouvelle dont les 
principes ne sont pas generalement connus. 

2 " La generalite de ces integrates se demontre par des principes 
rigoureux, sans recourir a la consideration indirecte du developpement 
de rintegrale en serie ordonnee selon les puissances d’une des va- 
riables. 

3° Il importe surtout de remarquer que la forme de I’integralo doit 
changer avec la nature de la question. Si la surface elastique dont on 
veut determiner le mouvement n’avait pas les dimensions infinies, par 
exemple si cette surface etait un rectangle dont les aretes sont ap- 
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puyees sur des obstacles fixes, il faudrait employer I’integrale sous 
line forme totalement differente de celle que nous avons donnee dans 
notre Memoire. Ces deux resultats ont entre eux une relation neces- 
saire, et Ton peut toujours deduire fun de I’autre; mais il est beau- 
coup plus facile de les conclure directement des conditions proposees, 
et c’est un des principaux avantagss des tbeoremes que nous avons 
cites. 




KXTRAIT D’UN MEMOIHE 

SUR T-E 

REFROIDISSEMENT SECULAIRE DU GLORE TERRESTRE. 




EXTRAIT D’UN MEMOIEE 


SUR LE 

REFROIDISSEMENT SECULAIRE DU GLOBE TERRESTRE. 


Bidletln cles' Sciences par La Socletc philomathiqae de Paris, p. 58 a 70; avril 1820. 


La question des temperatures terrestres est fort coinposee; nous ne 
pouvons ici qu’indiquer la nature de cette question, I’analyse qui sert 
a la resoudre, et les resultats remarquables que Ton en deduit. 

La chaleur qui se distribue dans I’interieur de la Terre est assujettie 
ii trois mouveinents distincts : 

1° L’action des rayons du Soleil penetrc le globe, et cause des varia- 
tions diurnes et annuelles dans les temperatures. Ces cliangements 
periodiques cessent d’etre sensiblcs a quelque distance de la surface. 
Au dela d’une certaine profondeur, et jusqu’aux plus grandes distances 
accessibles, la temperature due a la seule influence du Soleil est 
devenue fixe; elle est la meme pour les dilferents points d’une meme 
verticale, et elle est egalc a la valeur moyenne de la temperature dans 
les points do cette verticale sujets aux variations periodiques. Cette 
quantite immense do chaleur solaire qui determine les variations 
annuelles oscille dans I’enveloppe exterieure de la Terre; elle passe 
au-dessous de la surface pendant une partie de I’annee, et, pendant la 
saison opposee, elle remonte et se dissipe dans I’espace. 

2° Si Ton fait abstraction de ce premier mouvement pour ne consi- 
derer que les temperatures fixes des lieux profonds, on reconnait que 
la temperature, qui est constante dans un lieu donne, dilfere selon la 
situation de cos lieux par rapport ii I’equateur. Plusieurs causes acces- 
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soires concourent a ces differences. II resulte de I’inegalite des tempe- 
ratures fixes que la chaleur solaire, qui s’est propagee depuis un grand 
nombre de siecles dans la masse interieure du globe, y est assujettie 
a un mouvexnent tres lent, devenu sensiblement uniforme. C’est en 
vertu de ce second mouvement que la clialeur du Soleil penetre les 
climats equinoxiaux, s’avance dans I’interieur du globe, en meme 
temps s’eloigne du plan de I’equateur et se dissipe a travers les regions 
polaires. 

3“ II ne suffit pas de considerer les effets du foyer exterieur, il faut 
aussi porter son attention sur le mouvement de la chaleur propre du 
globe. Si la temperature fixe des lieux profonds devient plus grande 
a mesure qu’on s’eloigne de la surface en suivant une ligne verticale, 
il est impossible d’attribuer cet accroissement a la chaleur du Soleil 
qui se sera it accumulee depuis un tres long temps. L’Analyse demontre 
que cette derniere supposition ne peut etre admise. Or, des observa- 
tions tres variees etablissent aujourd’hui ce fait general que les tem- 
peratures fixes croissent avec la profondeur. A la verite, la mesure de 
I’accroissement demeure sujette a beaucoup d’incertitude; mais il 
n’en estpas de meme du resultat principal, savoir : I’augrnentation de 
la temperature avec la profondeur. MM- les redacteurs des Annales de 
Chimie et de Physique viennent de publier les observations de ce genre 
qui nous paraissent propres a decider entierement la question. Cola 
pose, on conclut avec certitude de la solution analytique que cet 
accroissement des temperatures est dii entierement a une chaleur pri- 
mitive que la Terre possedait a son origine, et qui se dissipe progres- 
sivement a travers la surface. Il faut done, comme nous I’avons annonce, 
distinguer trois mouvements de la chaleur dans la masse du globe 
terrestre : 

Le premier est periodique et n’affecte que I’enveloppe ; il consiste 
dans les oscillations de la chaleur solaire, et determine les alterna- 
tives des saisons. 

Le second mouvement se rapporte aussi a la chaleur du Soleil, et il 
est uniforme et d’une extreme lenteur; il consiste dans un flux conti- 
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nuel et tou jours semblable a liii-meme, qui traverse la masse entiere 
dll globe de 1 un et de Tautre cote du plan de reqiiateiir jusqu’aiix 
poles. 

Le troisieme mouvement de la chaleur est variable, et il produit le 
refroidissement seculaire du globe. Cette chaleur qui se dissipe ainsi 
dans les espaces planetaires etaitpropre a la Terre, et primitive; elle 
est due aux causes qui subsistaient a I’origine de cette planete; elle 
abandonnc lentement les masses interieures, qui conservent pendant 
un temps immense une temperature tres elevee. Cette hypothese d’une 
chaleur interieure et centrale s’est renouvelee dans tons les ages de la 
Philosophie, car elle se presente d’elh-meme a I’esprit comme la 
cause naturelle de plusieurs phenomenes. La question consistait a 
soumettre Texarnen de cette opinion a une analyse exacte, fondee sur 
la connaissance des lois mathematiques de la propagation de la cha- 
leur. C’est ce mouvement variable de la chaleur primitive du globe 
qui est I’objet principal du Memoire dont nous donnons Textrait; nous 
rapportons les titres des articles, pour indiquer I’ordre que Ton a 
suivi. 

[. Expose de la question. Equations clifT^rentielles de T^tat variable dTine 
sphere dont la chaleur initiale se dissipe dans le vide. 

JI. Condition relative k la surface. 

III. Solution gcndrale, la temperature initiale eiant exprim6e par une fonc- 
tion arbitrairc. 

IV. Application a la sphere dont tous les points ont regu la meme tempe- 
rature initiale. 

V. Temperatures variables dans un solide d’une profondeur infinie, dont 
Tetal initial serait donne par une fonction arbitraire, et dont la surface serait 
maintenue a une temperature constantc. 

VI. Flux interieur de la chaleur dans ce solide. 

VIL Temp6ratures variables dans un solide d’une profondeur infinie, dont 
r6lat initial serait exprime par une fonction arbitraire, et dont la chaleur se 
dissipe librement k travers la surface dans un espace vide termine par uno 
enceinte d’une temperature constante. 

VIII. Du cas ou la chaleur initiale est la meme jusqu’a une profondeur 
donn^e. Temperature de la surface. 

II. 


35 
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IX. Applications numeriques. 

X. Application de la solution relative a la sphere, et comparaison avec les 
temperatures variables du solide infiniment profond. 

XI. Consequences gen^rales. 

Pour citer un exemple de ce genre de questions, nous choisirons 
celle qui est indiquee dans le Vll® article. 

On suppose un solide homogene, de dimensions infinies, termine 
par un plan horizontal; tout I’espace inferieur au plan infini est occupe 
par la masse solide; I’espace superieur est vide et termine de tons 
cotes par une enceinte solide d’une figure quelconque et d’une tem- 
perature constante, que Ton designe par zero. 

u exprime la profondeur verticale d’un point du solide, ou sa dis- 
tance a la surface. La temperature initiate de la tranche solide dont la 
profondeur est u est donnee, et Ton represente cette temperature par 
F(«). La fonction F(«) est entierement arbitraire et pout etre discon- 
tinue. La substance dont le solide est forme est supposee connue, c’est- 
a-dire que I’on a mesure : i° la densite D; 2 ® la capacite de chaleur C ; 
3® la conducibilite propre E, ou la facilite avec laquelle la chaleur 
passe d’une molecule solide interieure a une autre; 4° la conducibilite 
exterieure h, ou la facilite avec laquelle la chaleur passe d’une mole- 
cule de la surface dans le vide. Ces trois coefficients C, A, K sont spe- 
cifiques, comme celui qui mesure la densite; ils reglcnt dans toutes 
les substances Faction de la chaleur : on cn a donne les definitions 
exactes dans les Memoires precedents, et I’on a fait connaitre divers 
moyens de les mesurer. 

Cela pose, le solide ayant son etat initial, on commence a compter 
le temps ecoule pendant que la chaleur du solide se dissipe progressi- 
vement dans le vide atravers la surface. Apres un certain temps t, la 
tranche dont la profondeur est u, et qui avait la temperature initialc 
F(«), a une temperature actuelle e qui varie avec le temps t et avec la 
profondeur u; la question consiste a trouver cette fonction e de u et 
de t qui exprime, pour chaque instant, I’etat variable du solide pen- 
dant la duree infinie du refroidissement. Cette question exigeait une 
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nouvelle methode d’Analyse dont on a donne les premieres applica- 
tions en 1807; elle est completement resoliie par la formule sui- 
vante (') : 



h ' \ r "1 

-\-pco%pu^dp j I jjiF(a) — F'(a)J sin pa 


da. 


(1) Dans le passage qai se trouve reproduit i la page 1 17 de ce Volume, Fourier indique 
que Ics foriniiles (i) et (2) du Memoire aetuel ont 6 l 6 inoxactement Iranscrites et doivent 
6Lre modifieos. 11 nous semble cependant que la formule fondamentale (i ) est exacte et 
qu’on pent la vdrifier de la maniero suivanle : 

1° On a dvidemment 

_ K 

57 ““ C D di? ’ 


■puisque ceLte equation est verifiee par chaquo eldment de rintdgrale. 
2“ On a, pour la niCmo raison, 


K 


da 


= /w 


pour 


u = o. 


11 restedonc simplement a verifier quo Texprcssion de c> se rdduit k ¥(u) pour / = o. 
Faisons ^ = 0; nous aurons, cn cbangeant Tordre cles integrations, 


I f f 

^ t) 


00 h . 

— sm pii p cos/?// 

JK. 


p- 


Id 


smpocdp. 


L’integration par rapport a p peut toujours 6Lro elFecluec. II suffit d’employer les (brinules 
connues 


r .X hx dx 1 

i - 

1 

Ij > 0, 

k>0, 

Jo 

1 _ ? e**, 

0 < 0, 

b>o-, 

cosA.r , _ 1 
J Id 

1 

1 Tid ' 

b>0, 

k > 0, 

i JL cbk 

b<o, 

/.•> 0, 

qui conduisenl k la suivante 




r ** 7 i sin bx -H X cos bx . , 

1 - om // 

1 

• J 0 

> b, 

Jo 

V?! XI W — — 

i 0 , 

c < ll. 


c, b, k ^tant des constantes posimes. Par un simple changemeiit do notations, cette der- 
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La fonction F(a) etant connue, on integre d’abord par rapport a I’in- 
(leterminee a, entre les limites a = o et a = oo. Le resultat de cette 
integration est une fonction de p. On integre ensuite, par rapport a I’in- 
determinee p, entre les limites p=o et p—zc. Le resultat de cette inte- 
gration ne contient plus p, en sorte que Ton obtient pour p’ une fonction 
de « et des constantes D, C, A, K. L’analyse dont on deduit cette solu- 
tion ne consiste pas seulement a exprimer les integrales par la soinme 
de plusieurs termes exponenticls. Get usage de valeurs particulieres 
etait connu depuis I’origine du calcul des differences partielles. La 
methode dont nous parlons consiste surtouta determiner les fonctions 
arbitraires sous les signes d’integralc defmie, en sorte que le resultat 
de I’integration soit une fonction quelconque, qui est donnee, et qui 
peut etre discontinue. 

On peut connaitre aussi la quantite de chaleur qui, pendant un 
temps doiine, traverse une des tranches du solide, et, cn general, il n’v 
a aucun element du phenomene qui ne soit clairenient exprime par la 
solution. Si Ton suppose que la temperature initiale a une meme va- 
leur A, depuis la surface jusqu’a une certaine profondeur A, et que, au 


ni^ro for mule nous donne 


/ 


,^00 h . 

^ sin/9ii -H p cospu 




^ 
K2 


I 


a Cu, 


En porlant cette valeur dans Texpression de c^, on obtient lo r6saltat suivanL : 


i; (« - OC) 


ou 


c^= ^ F(a) — 


da 




Si Ton suppose que la fonction 

e ^ F(a) 

s’annule pour ot = oo, il resle simplement 

p = F(z^}. 


(;. D. 
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dela de cette profondeur, la temperature initiale est zero, on trouw 


ibh 

‘’=1^ 


7i( 


h sinpu 
^VK“ 7 ~ 

K" 


cospic) sin verse p A dp. 


Si Ton suppose infinie la ligne dont tous les points ont la tempera- 
ture initiale b, on troiive, par un examen tres attentif. 


( 3 ) 


2 bh 
Ktx 


2]^ 

e ^ /h sinpu 


k/o 


H- 


/^\K p 


■ cospif. J dp. 


Pour eonnaitre I’etat variable de la surface depuis le commencement 
du refroidissement, il faut supposer u = o, et Ton a 


( 4 ) 





dp. 


Cette dcrniere’expression equivauta I’integrale indefinic 


( 5 ) 


r e->'- dr; 
yjr. Jr 


la valeur de la limite R est 


R = 


h \J~t 

i/fci)’ 


Sous cette forme, la valeur de v est toute calculee au moyen dc la 
seconde Table que M. Kramp a donnee dans son Ouvrage Sur les refrac- 
tions astronomiques. Lorsque la valeur de t est devenue assez grande, 
par exemple si elle surpasse mille annees, et si la substance du solide 
est le fer, la temperature variable de la surface est exprimee sans erreur 
appreciable par la formule tres simple 


( 6 ) 



Ainsi la temperature de la surface varie en raison inverse de la ra- 
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cine carree des temps ecoules depuis le commencement du refroidis- 
sement. La valeur du temps t etant devenue beaucoup plus grande que 
mille annees, c’estcette equation (6) qui exprime, en fonction de t et 
des constantes K, C, D, h, la temperature variable e de la surface du 
globe terrestre, pendant un nombre immense de sieclcs. 

Si Ton compare le mouvement de la chaleur dans un solide d’une 
profondeur infinie a celui qui a lieu dans une sphere solide, d’un rayon 
tres grand, comme celui de la Terre, on reconnait quo les deux effets 
doivent etre les memes pendant un temps immense, et pour toutes les 
parties qui ne sont pas extremement eloignees do la surface. II suit de 
la que les integrates precedentes doivent aussi etre donnees par les for- 
mules qui expriment le mouvement variable de la chaleur dans une 
sphere d’un rayon quelconque. 

Dans cette derniere question, on designe par X le rayon total, et par 
£rle rayon d’une couche spherique interieure. La temperature initiate 
du solide estconnue; elle est representee par F(a:), et la fonction F(a:) 
est entierement arbitraire; t designe le temps ecoule a partir de cet 
etatinitial, et v est, apres le temps ecoule t, la valeur acluelle de la tem- 
perature d’une couche spherique dont le rayon est x. On suppose quo 
la chaleur se dissipe librement a la surface dans un espace vide, que 
termine une enceinte solide dont la temperature constante est zero. 
Les coefficients specifiques D, C, h, K mesurentles quantites que nous 
avons deja definies. Cela pose, les equations difli'erentielles qui expri- 
ment le mouvement de la chaleur dans cette sphere sont 


(7) 


K 2 dv 

dt 

CD X dx 

et 



(g) 


OX 


Ces deux equations et I’integrale (9) que nous aliens rapporter ont 
ete donnees, pour la premiere fois, dans un Memoire remis a I’lnstitut 
de France, leai deceiubre 1807 (p. 143, 144 et i 5 o). II est necessaire 
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de fixer son attention sur I’equation (8), parce qu’elle contient un 
resultat Ires simple dans I’analyse des temperatures du globe. Cette 
equation se rapporte a I’etat de la surface; clle montre que I’element 9 
de la temperature de la surface au-dessus de la temperature zero de 
I’espace vide a une relation necessaire avec la valeur qui appartient, 

pour ce meme instant, a On connaitrait cette valeur de ^ en 
observant, dans le meme moment, la temperature 9 de la surface et la 
temperature v + Ae d’un point inferieur place a une profondeur me- 
diocre t^x. Le rapport — est la mesure de I’accroissement de tempe- 
rature, a partir de la surface. Or cet accroissement change avec la 
valeur de 9, et, dans la question actuelle, il est sensiblement propor- 
tionnel a cette valeur, c’est-ii-dire que le rapport de I’accroissement 
^ a la temperature de la surface est une quantite constante g- 

Kn general, le flux normal de la cbalcur a la surface d’un corps, tel 
qu’il est determine par Taction mutuelle des molecules solides, equi- 
vaut a la chalcur qui sc dissipe a la surface en vcrtu du rayonnement 
et de Taction du milieu exterieur. Nous avons montre, dans les Me- 
moires deja cites de 1807 et do i8n, que cette relation est totalement 
independante de la figure du corps et des substances dont la masse 
interieure est formec, ou de lours temperatures. Le rapport constant 
dont il s’agit ne depend quo des deux qualites physiques de Tenveloppe 
qui out ete designees par K et h. 

Voici la formule qui contient la solution generale de la question pre- 


cedente (' ) 

(9) 



sin piX I aF(a)sin/?i«o?a 

Jq 


X sin 2 piX 

^Pi 


CD ^ 


La quantite designee par pi est une racine de I’equation transcen- 
dante 

(10) gXVang;>X. 


( Theorie de la chcdear, p. 3i2 et 3i4* 


G. D. 
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dont toutes les parties auraient reQu la meme temperature initiale b. 
Or la solution de cette derniere question doit donner le meme resultat 
que celle qui exprime I’etat variable d’une sphere d’un rayon infini, et 
dont tous les points auraient eu la temperature initiale b. II faut done, 
dans I’equation (9), remplacer la fonction F(a) par une constante b 
el attribuer une grandeur infmie au rayon total X. Si Ton procede a ce 
calcul avec beaucoup d’attention, en supposant d’abord la valeur in- 
finie dans I’equation (10), afm de determiner toutes les valeurs de jo, 
on reconnait que chaque terme de la valeur de v dans I’^uation (9) 
devient une quantile differeiitielle, en sorte que v est exprime par une 
integrate definie; et Ton trouve exactem’ent pour cette integrate le 
resultat donne par I’equation ( 3 ), a laquelle on etait parvenu en sui- 
vant une analyse entierement differente. 

On ne connait point la densite des couches interieures du globe, ni 
les valeurs des coelBcientsK, h. Ces deux derniers coefficients n’ont ete 
determines jusqu’ici que pour une seule substance, le fer forge dont la 
surface serait polie. Les experiences que nous avons faites pour mesurer 
ces coefficients ne se rapportaient point a la question actuelle; ellcs 
avaient pour objet de comparer quclques resultats tbeoriques avec ceux 
des observations, et surtout de determiner, du moins pour une sub- 
stance, les elements qu’exigent les applications numeriques. Nous ne 
pouvons done aujourd’hui appliquer les formules precedentes qu’a une 
sphere solide de fer, d’un rayon comparable a celui de la Terre ; mais 
cette application donne une idee exacte et complete des phenomenes. 
II est facile ensuite de modifier les solutions generales, en supposant 
que les coefficients D, C, h, K varient avec I’espece de la matiere, avec 
la profondeur, la pression et la temperature. II serait necessaire sur- 
tout d’6prouver reffet de la pression sur la propagation de la chaleur. 
On ne pourrait aujourd’hui former sur ces questions que des hypo- 
theses fort douteuses, parce qu’on manque totalement d’observations 
exactes et anciennes. Au reste, les changements qui peuvent resulter 
de ces diverses conditions affecteraient surtout les temperatures a de 
tres grandes profondeurs, et ils laissent subsister les consequences 
II. 36 
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generales qui etaient Tobjet de notre recherche, et que nous aliens ex- 
poser en dormant I’extrait du dernier article duMemoire. Toutefois il 
est necessaire de remarquer que ces consequences ne sont entierement 
exactes que si on les rapporte a une sphere de fer solide et homogene, 
d’un diametre egal a celui de la Terre. Notre objet est moins de dis- 
cuterles applications speciales de la theorie a la masse du globe ter- 
restre, dont la constitution interieure nous est inconnue, que d’etablir 
les principes mathematiques de cet ordre de phenonienes. 


Consequences generales. 

I. Si la Terre etait exposee depuis un grand nombre de siecles k la 
seule action des rayons du Sol^l, et qu’elle n’eut point regu une tem- 
perature primitive superieure a celle de I’espace environnant, ou 
qu’elle eut perdu entierement cette chaleur d’origine, on observerait, 
au-dessous de I’enveloppe oil s’exercent les variations periodiques, une 
temperature constante qui serait la meme pour les divers points d’une 
meme ligne verticale. Cette temperature uniforme aurait lieu sensible- 
ment jusqu’aux plus grandes distances accessibles. Dans cbacun des 
points superieurs, sujets aux variations et compris dans la memo ligne, 
lavaleur moyenne de toutes les temperatures observees a chaque in- 
stant de la periode serait egalc a cette temperature constante des lieax 
profonds. 

IL Si Taction des rayons solaires n’avait pas ete prolongee assez 
longtemps pour que TechaufFement fut parvenu a son termc, la tem- 
perature moyenne des points oil s’exercent les variations, ou la tempe- 
rature actuelle des lieux plus profonds, ne serait pas la meme pour tous 
les poiats d’une meme verticale; elle decroitrait a partir de la surface. 

IIL Les observations paraissentindiquer que les temperatures sont 
croissantes lorsqu’on descend a de plus grandes profondeurs. Cela 
pose, la cause de cet accroissemeut est une chaleur d’origine, propre 
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au globe terrestre, qui subsistait lorsque cette planete s’est formee, et 
qui se dissipe continuellement a la superficie. 

IV. Si toute cette chaleur initiale etait dissipee et si la Terre avait 
perdu aussi la chaleur qu’elle a regue du Soleil, la temperature du 
globe serait celle de I’espace planetaire oil il est place. Cette tempera- 
ture fondamentale, que la Terre revolt des corps exterieurs les plus 
eloignes, est augmentee, prernierement, de celle qui est due a la pre- 
sence du Soleil; secondement, de celle qui resulte de la chaleur pri- 
mitive interieure non encore dissipee. Les principes de la Theorie de 
la chaleur, appliques a une suite d’observations precises, feront un 
jour connaitre distinctement la temperature exterieure fondamentale, 
I’exces de temperature cause par les rayons solaires, et I’exces qui est 
du a la chaleur primitive. 

V. Cette derniere quantite, I’exces de temperature de la surface sur 
celle de I’espace exterieur, a une relation necessaire avec I’accroisse- 
ment des temperatures observe a differentes profondeurs. Une augmen- 
tation d’un degre centesimal par 3o™ suppose que la chaleur primitive 
que la Terre a conservee eleve presentement la temperature de sa sur- 
face d’environ un quart de degre au-dessus de celle de I’espace. Cc 
resultat estcelui qui aurait lieu pour le fer, c’est-a-dire si I’enveloppe 
du globe terrestre etait formee de cette substance. Comme on n’a 
encore mesure pour aucun autre corps les trois qualites relatives a la 
chaleur, on ne pent assignor que dans ce seul cas la valeur assez exacte 
de I’exces de temperature. Cette valeur est proportionnelle a la con- 
ductibilite specifique de la matiere do I’enveloppe; ainsi, elle est pour 
le globe terrestre beaucoup moindrc qu’un quart de degr6. La surface 
du globe, qui avait des I’origine une temperature trbs 6levee, s’est 
refroidie dans le cours des siecles, et ne conserve aujourd’hui qu’un 
excedent de chaleur presque insensible, en sorte que son etat actuel 
differe tres peu du dernier etat auquel elle doit parvenir. 

VI. II n’en est pas de meme des temperatures interieures; elles sont. 
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au contraire, beaucoup plus grandes que celles de I’espace planetaire; 
elles s’abaisseront continuellement, mais ne diminueront qu’avec une 
extreme lenteur. A des profondeurs de ioo“, 200 “, 3oo“, I’accroisse- 
nient est tres sensible : il parait qu’on pent I’evaluer a 1 ° pour 3o“ on 
4o“ environ. On se tromperait beaucoup si Ton supposait que cet 
accroisseinent a la meme valeur pour les grandes distances ; il diminue 
certainement a mesure qu’on s’eloigne de la surface. Si Ton possedait 
une suite d’observations assez precises et assez anciennes pour donner 
la mesure exacte des accroissements, on pourrait determiner, par la 
Theorie analytique que nous avons exposee, la temperature actuelle 
des points situes a une certaine profondeur; on connaitrait a quelles 
epoques les diverses parties de la surface avaient une temperature 
donnee, combien il a du s’ecouler de temps pour former Fetat que nous 
observons; mais cette etude est reservee a d’autres siecles. La Physique 
est une science si recente, et les observations sont encore si impar- 
faites, que la tbeorie n’y puiserait aujourd’hui que des donnees con- 
fuses. Toutefois, on nepeut doutcr que Finterieur du globe n’ait con- 
serve une tres haute temperature, quoique la surface soit presque 
entierement refroidie. La chaleur penetre si lentement les matieres 
solides que, suivant les lois mathematiques connues, les masses pla- 
ceesadeuxou trois myriametres de profondeur pourraient avoir pre- 
sentementla temperature de Fincandescence. 

VII. Si Fensemble des fails dynamiques et geologiques prouve que 
le globe terrestre avail, a son origine, une temperature tres elevee, 
comme celle de la fusion du fer, ou seulement celle de 5oo°, qui est 
plus de dix fois moindre, il faut en conduce qu’il s’est ecoule une tres 
longue suite de siecles avant que la surface soit parvenue a son etat 
actuel. L’equation 

b^- CD 
“ K 

exprime la relation entre le temps t ecoule depuis Forigine du refroi- 
dissement et compte en minutes sexagesimales, la temperature ini- 
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tiale b comptee en degres centesimaux, et I’accroissement observe, qui 

CD 

peut etre ou Le rapport est environ io33 pour le fer; il est, de 

plus, buit fois plus grand pour les matieres communes de I’enveloppe 
terrestre. 

VIII. L’accroissement A ou la difference que I’on observe a des pro- 
fondeurs mediocres, comme de ioo“ a doo'“, entre la temperature fixe 
d’un certain point d’une verticale et la temperature fixe d’un second 
point de cette verticale place a i“ au-dessous du premier, varie avec 
le temps suivant une loi fort simple. Get accroissement a ete, a une 
certaine epoque, double de ce qu’il est aujourd’hui. 11 aura une valeur 
deux fois moindre que sa valour actuelle lorsqu’il se sera ecoule, 
depuis le commencement du refroidissement, un temps quatre fois plus 
grand que celui qui s’est ecoule jusqu’a ce jour. En general, I’ac- 
croissement A varie on raison inverse de la racine carree des temps 
ecoules. 

IX. La temperature d’un lieu donne de la surface diminueparreffet 
du refroidissement scculairc du globe; mais cette diminution est 
enormement petite, meme dans le cours de plusieurs siecles. La quan- 
tile dont la temperature de la surface s’abaisse pendant une annee 
est egale a I’exces actuel de la temperature, divise par le double du 
nombre d’annees ecoulees depuis I’origine du refroidissement. 

Nous avons demontre, dansle Memoire, que la variation seculaire w 
de la temperature de la surface est exprimee par I’equation 

_ K _A 
h 2T’ 

On designe par A le nombre do degres dont la temperature augmente 
lorsque la profondeur augmente de i“; T est le nombre de siecles 
ecoules depuis I’origino du refroidissement; w est la quantite dont la 
temperature de la surface s’abaissc pendant le cours d’un siecle. Le 
rapport-^ est d’environ 7,5 pour le fer; il peut etre neuf fois moindre 
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pourleglobeterrestre. Apeutetre suppose^ou^. Quant an nombre T, 
il est evident (ju’on ne peut I’assigner; mais on est du moins certain 
qu’il surpasse la duree des temps historiques, telle qu’on peut la con- 
naitre aujourd’hui par les annales authentiques les plus anciennes : 
cenombre n’estdoncpasmoindre que soixante on quatre-vingts siecles. 
On en canclut, avec certitude, que I’abaissement de la temperature 
pendant un siecle est plus petit que ^ degre centesimal. 
Depuis I’Ecole grecque d’Alexandrie jusqu’a nous, la deperdition de 
la chaleur centrale n’a pas occasionne un abaissement thermometrique 
d’un 288® de degre. Les temperatures de la superficie du globe ont 
diminue autrefois, et elles ont subi des changements tres grands et 
assez rapides; mais cette cause a, pour ainsi dire, cesse d’agir a la 
surface : la longue duree du phenomene en a rendu le progres insen- 
sible, et le seul fait de cette duree suffit pour prouver la stabilite des 
temperatures. 

X. D’autres causes accessoires, propres a chaque climat, ont une 
influence bien plus sensible sur la valeur moyenne des temperatures 
a I’extreme surface. L’expression analytique de cette valeur moyenne 
contient un coefficient numerique qui designe la facilite avec laquelle 
la chaleur des corps abandonne la derniere surface et se dissipo dans 
1 air. Or cet etat de la superficie peut subir, par les travaux des 
hommes, ou par la seule action de la nature, des alterations acciden- 
telles qui s’etendent a de vastes territoires : ces causes influent pro- 
gressivement sur la temperature moyenne des cliinats. On ne peut 
douter que lesresultats n’en soient sensibles, tandis que I’effet de 
refroidissement du globe est devenu inappreciable. La hauteur du sol, 
sa configuration, sa nature, I’etat superficiel, la presence et I’etendue 
des eaux, la direction des vents, la situation des mers voisines, con- 
conrent, avec les positions geographiques, a determiner les tempera- 
tures des climats. Cest a des causes semblables, et non a I’inegale 
daree dessaisons, que se rapporteraientles differences observees dans 
l^;teB9pi6ratures des deux hemispheres. 
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XL Oa peut connaitre d’une maniere assez approchee la quantite 
de chaleur primitive -qui se perd dans un lieu donne, a la surface de la 
Terre, pendant un certain temps. En supposant la conducibilitepropre 
neuffois moindre que celle du fer, ce qui parait resulter d’une expe- 
rience de M. H.-B. de Saussure, on trouve que la quantite de chaleur 
qui se dissipc pendant un siecle par TefTet du refroidissement pro- 
gressif du globe, et qui traverse une surface d’un metre carre, equivaut 
a celle qui fondrait un prisme de glace dont ce metre carre serait la 
base, et dont la hauteur serait environ 3“. L’abaissement de la tempe- 
rature pendant un siecle est insensible, mais la quantite de chaleur 
perdue est tres grande. 

XII. La quantite de chaleur solaire qui, pendant une partie de I’an- 
nee, penetre au-dessous de la surface de la Terre et cause les variations 
periodiques est beaucoup plus grande que la quantite annuelle de cha- 
leur primitive qui se dissipe dans I’espace; mais ces deux effets dif- 
ferent essentiellement en ce que fun est alternatif, tandis que le 
second s’exerce toujours dans le meme sens. La chaleur primitive qui 
se perd dans I’espace n’cst remplacee par aucune autre; celle que le 
Soleil avait communiquee a la Terre, pendant une saison, se dissipe 
pendant la saison opposee. Ainsi, la chaleur emanee du Soleil a cesse 
depuis longtcmps de s’accumulcr dans I’interieur du globe, et elle n’a 
plus d’autre efFefque d’y maintenir I’inegalite des climats et les alter- 
natives des saisons. 

Nous ne rappelons point ici les consequences que nous avons demon- 
trees dans les Memoircs precedents en donnant I’analyse des mouve- 
ments periodiques do la chaleur a la surface d’une sphere solide ; nous 
remarquerons seulement que I’etendue des variations, les epoques suc- 
cessives qui les ramenent, la profondeur oil elle cesse d’etre sensible, 
la relation tres simple de cette profondeur avec la duree de la periode, 
en un mot, toutes les circonstances du phenomene, telles qu’on les a 
observees, sent clairement representees par la solution analytique. II 
suffirait do mesurer avec precision quelques resultatsprincipaux, dans 
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un lieu donne, pour en conclure la valeur numerique des coefficients 
qui mesurent la conducibilite. C’est I’examen de quelques experiences 
de ce genre qui nous a donne lieu d’evaluer a un trente-sixieme de 
degrc I’elevation actuelle de la temperature de la surface du globe au- 
dessus de la temperature fixe des espaces planetaires. 

Nous ajoutons, en terminant cet Extrait, que les valeurs. numeriques 
qui y sont rapportees ne peuvent etre regardees comme exactes, ou 
meme comme tres approchees ; car elles sont sujettes a toutes les incer- 
titudes des observations. Mais il n’en est pas de meme des principes 
de la tlieorie; ils sont exactement demontres et independants de toute 
hypoth'ese physique sur la nature de la chaleur. Cette cause generale 
est assujettie a des lois mathematiques immuables, et les equations 
dilTerentielles sont les expressions de ces lois. Les experiences mon- 
trent jusqu’ici que les coefficients qui entrent dans ces equations ont 
des valeurs sensiblement constantes lorsque les temperatures sont 
comprises dans des limites peu differcntes. Quelles quo puissent etre 
ces variations, les equations dilTerentielles subsistent; il faudrait seu- 
lement modifier les integrales pour avoir egard a ces variations. Les 
equations fondamentales de la Theorie de la chaleur sont, a propre- 
ment parler, pour cet ordre de phenomenes, ce quo, dans les questions 
de Statique et de Dynamique, sont les theoremes generaux et les equa- 
tions du mouvement. 
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I. 

Si, dans le premier membre X d’une equation algebrique X :=^ o 
dont los coefficients sont des noinbres donnes, on sulistitue successi- 
vement deux nombres a et h, ct si les deux resuitats A ct B de ees 
substitutions ont des signes ditlerents, I’equation X = o a au moins 
une racine reelle comprise entre les limites a et h. Lc noinbre des 
raeines reelles comprises entre ces memos limites pourrait etre i, ou 
3, ou 5, ou un nornbre impair quelconque. Si, au contraire, les deux 
resuitats A et B ont le memo signe, I’equation pent avoir un nornbre 
pair de raeines reelles entre les limites aG,i h-, ct il peut arriver aussi 
qu’il n’y ait aucune racine entre ces memos nombres. II suit de ces 
propositions, qui sont demontrees dans tons les Tfaites elementaires 
d’Algebre, que la substitution des deux nombres proposes a b dans 
la fonction X no suffit point pour faire reconnaitre combien requation 
a de raeines comprises entre ces deux nombres. 

Pour resoudre cette dernierc question, il cstnecessaire de substituer. 
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ces deux limites a qI b dans la function et dans les functions X', X", 
X"', . . . que Ton en deduit par des differentiations successives. 

L’objet de cette Note est d’exposer la methode que Ton doit suivre 
pour determiner les limites des racines en substituant ainsi divers 
nombres dans les functions differentielles, et d’ajouteracette methode 
une regie speciale pour distinguer facilement les racines imaginaires. 
Supposons done que Ton considere les fonctions suivantes : » 

dec’ dec^’ ■■■’ 

et qu’on les ecrive toutes dans I’ordre inverse, 

X IV V// V/ V 

, f A. f A.f 

la derniere etant le premier membre de la proposee. Le nombre des 
fonctions ecrites est m + r, si le degre de I’equation est m, et la pre- 
miere fonction est un nombre constant positif. 

Si Ton substitue un nombre a dans la suite des fonctions et si Ton 
ecrit le signe ■+■ ou le signe — de chaque resultat, on formera une 
suite de signes que nous designerons par (a); substituant aussi un 
nombre b, plus grand que a, dans la meme suite des fonctions, et 
remarquant les signes des resultats, on formera une seconde suite de 
signes que nous designerons par (P). Cela pose, on examinera com- 
bien, dans la premiere suite de signes (a), il y a de changements de 
signe en passant d’un terine a un autre, e’est-a-dire combien de fois, 
dans cette suite, il arrive que deux signes voisins sont -i- ou — . On 
examinera aussi combien il y a de ces changements de signe dans la 
seconde suite (P). On comparera, sous ce rapport, les deux suites de 
signes (a) et (^), et Ton deduira de cette comparaison les conse- 
quences suivantes, que nous allons d’abord enoncer, et dont nous 
donnerons ensuite la demonstration : 

1° Si les deux suites de signes (a) et (P) ont un egal nombre de 
changements de signe, il est impossible que I’equation X = o ait au- 
cune raeine entre les limites a et b; en sorte qu’il serait entierenient 
inutile de chercher des racines dans cet intervalle. 
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2 “ La seconde suite ne peut, dans aucun cas, avoir plus de cliange- 
ments de signe qu’il n’y en a dans la premiere. 

3" Si, dans la seconde suite, il se trouve un seul changement de 
signe de moins que dans la premiere, la proposee a une racine reelle 
comprise entre a et h, et il ne peut pas y avoir plus d’une racine dans 
cet intervalle. Dans ce cas, la racine comprise entre a&ib est entiere- 
raent separee de toutes les autres. Alors il est facile de proceder a la 
recherche de cette racine, soit par la methode exegetique de Viete, ou 
par la regie des fractions continues de Fontaine ou de Lagrange, ou en 
faisant usage, comme Daniel Bernoulli et Euler, des series recur- 
rentes, ou enfin, et par la voie la plus courte, en suivant la methode 
d’approximation de Newton, a laquelle il est necessaire d’ajouter les 
remarques que nous avons publiees dans ce Recueil. En general, I’em- 
ploi de toute methode d’approximation suppose que la racine cherchee 
est separee de toutes les autres, c’est-a-dire que Ton connait deux 
limites a et b entre lesquclles la proposee ne peut avoir que cette 
seule racine. 

4° Si, dans la premiere suite, on compte un plus grand nomhre de 
changements do signe que dans la seconde, et si I’cxces du premier 
nomhre sur le second est 2 , I’equation X = 0 peut avoir deux racines 
entre les limites aaib-, il peutarriver aussi que ces deux racines soient 
imaginaires. Le sens exact de cette derniere proposition est que, si Ton 
peut s’assurer d’une manierc quelconque qu’il n’y a aucun nomhre, 
compris entre a et b, qui rende nulle la function X, il est certain que 
cette equation a au moins deux racines imaginaires. 

La difference des deux nombres de changements de signe dans les 
suites (a) et (j3) etant supposee 2 , il est necessaire qu’il y ait deux 
racines reelles dans I’intervalle de a a b ou qu’il n’y en ait aucune; il 
est impossible qu’il y en ait une seule. On doit done, dans ce cas, 
chercher deux racines entre les limites proposnes; et, si ces racines 
manquent dans cet intervalle, elles manquent aussi dans I’equation. 

5° Si, dans la premiere suite (a), on compte trois changements de 
signe de plus que dans la seconde suite (P), il y a necessairement une 
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racine reelle dans I’intervalle de « a 6; il ne peut pas y en avoir deux, 
mais il peut y en avoir trois; et, s’il n’y en a pas trois, les deux qui 
manquent dans I’intervalle manquent aussi dans I’equation. 

En general, la proposee ne peut pas avoir dans I’intervalle des 
limites a at b plus de racines qu’il y a d’unites dans I’exces du 
nombre des changements de signe de la suite (a) sur le noinbre des 
cliangements de signe de la suite (j3); nous designons pary cel exc'es, 
ou difference entre les deux nombres de cliangements de signe des 
deux suites. Si , dans I’intervalle de a a 1’equation n’a pas un nombre 
de racines reelles egal a /, celles qui manquent sont en nombre pair 
2 j; elles correspondent a un pareil nombre o.i de racines imaginaires 
qui manquent dans I’equation proposee : ainsi le nombre des racines 
imaginaires de I’equation est toujours egal au nombre des racines qui 
manquent dans tous les intervalles. 

II etait necessaire d’expliquer en ces lermes la proposition gene- 
rale que nous voulons demontrer pour faire connaitre directement son 
usage dans la recherche des limites des racines. On voit que cette 
regie indique avec precision les intervalles dans lesquels on doit cher- 
cher les racines et le nombre des racines qu’il peut y avoir. En elfet, 
si le nombre j est zero, c’est-a-dire si dans la suite (a) on ne compte 
pas plus de cliangements de signe que dans la suite (jB), i’intervalle 
des nombres a el b est un de ceux dans lesquels on ne doit cherclier 
aucune racine. Une metliode d’approximation qui conduirait a diviser 
de pareils intervalles en moindres parties, dans la vue d’y decouvrir 
quelques racines, serait par cela meme extremement iraparfaite. C’est 
ce qui arrive lorsqu’on precede a la separation des racines en substi- 
tuant dans la proposee une quantite moindre que la plus petite diffe- 
rence de ces racines. 

La proposition generale que Ton vient d’enoncer n’est autre chose 
que Eextension du theoreine qui exprime la relation connue entre le 
nombre des racines positives d’une equation et le nombre des change- 
ments de signe que preseate la suite des coefficients; et cette applica- 
tion de la regie de Descartes se presente d’elle-meme dans la recherche 
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des limites des racines. En effet, si Ton diminue d’une certaine quan- 
tile positive a toutes les racines d’une equation en substituant x' 
au lieu de x, et si Ton remarque que I’equation en x' n’a plus, dans la 
suite de ses coefficients, autant de changements de signe qu’il y en 
avail dans I’equation en x, cette difference indique combien on doit 
chercher de racines dans I’intervalle de o a a; or le calcul de la trans- 
forinee en x' est le meme que celui de la substitution de a dans les 
fonctions differentiellcs ('). Ce precede est beaucoup plus simple que 
la methode des cascades, d’ailleurs incomplete et confuse. 

La proposition generale que nous avons rapportec peut etre deduite 
du theoremc de Descartes; elle peut aussi etre deinontree directement 
comme il suit, et alors ce theoreme en devient une consequence neces- 
saire. Cette demonstration est celle qui a ete donnee autrefois dans les 
cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique : elle n’avait point encore 
ete imprimee. 

Demonstration, 

Si, dans la suite (e) des fonctions 

..., X'\ X'", X", X', X, 

on substitue une quantile negative — a, et si le nombre est infmiment 
grand, tous les resultats de la substitution serontalternativement posi- 
tifs et negatifs; en sorte que dans la suite il nc se trouvera que des 
changements de signe. En effet, I’cquation X = o etant du degre m, la 
premiere fonction de la suite est i . 2 .3 ... w; la seconde a pour premier 
terme 2 .'^>.[\...mx-, la troisieme a pour premier terme hi 

quatrieme 4.../7?a7^; ainsi de suite. Done, le nombre substitue etant 
— 00 , les signes des resultats sont 

-H, — , +, — -t-, •••; 

il ne peut y avoir que des changements de signe dans la suite (a). Le 
nombre de ces changements estm. 

( 1 ) Algebra latine de Hales. Dublin, 1784. - Recherches de M. Budan, de rUniversitd 
de France. — Rd/solution des Equations nwn^riques de Lagrange. 
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2 " Si le nombre substitue a est oo, tous les resultats ont le signe , 
et il ne reste aucun changement de signe dans la suite (a). 

3° Si le nombre substitue a, qui est d’abord egal a — oo, augmente 
par degres infiniment petits, depuis — oo jusqu’a + oo, il deviendra 
successivement egal a chacune des racines reelles que peut avoir 
I’equation X=o, et nous aliens prouver que, lorsque a deviendra egal 
a une de ces racines, la suite (a) perdra un changement de signe. 

En elfet, le nombre a augmentant par degres insensibles, la suite (a), 
qui avail d’abord tous ses signes alte.rnatifs, s’altere progressivement; 
elle ne peut commencer a subir quelque changement que si le nombre 
substitue fait evanouir une des functions ..., X", X'", X", X', X; car 
aucune de ces quantiles ne peut changer de signe si elle no devient 
d’abord nulle. Il se presente ici deux cas dilferents : le premier a lieu 
lorsque la substitution du nombre a fait evanouir la derniere func- 
tion X, e’est-a-dire lorsque le nombre substitue est une des racines 
reelles de I’equation; le second cas a lieu lorsque la substitution de a 
rend nulle une des functions intermediaires, telles que X*'’, X'", X", X'. 
On pourrait aussi supposer que le nieme nombre a fait evanouir a la 
fois plusieurs de ces functions, mais nous ferons d’abord abstraction 
de ce cas singulier, parce qu’il suppose entre les functions une cer- 
taine relation qui n’a point lieu en general. 

Dans le premier cas, e’est-a-dire lorsque la valeur do X est la seule 
qui devienne nulle, le signe du dernier resultat, dans la suite (a), est 
remplace par o. Si le resultat de la substitution de a, dans la function 
precedente X', est -i-, la suite {a) est ainsi terminee ..., -h, o. Conce- 
vons maintenant que Ton substitue, au lieu de a, deux nombres infini- 
ment peu dilferents, I’un moindre que a et I’autre plus grand que a; 
il est facile de voir que la suite (a) aura pris trois etats successifs indi- 
ques par la Table suivante 

I <a 

(i) <, a 

{ >a 

e’est-a-dire que, les deux derniers termes de la suite (a) donnee par 


-t- — 

— h O 
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la substitution de a etant par hypothese -ho, les deux derniers tenues 
de la suite qui repond a <a sont necessairement +, — , et que les deux 
derniers termes de la suite qui repond a > a sont + . h- . Cette conse- 
quence se prouve comme il suit : 

Designant la function X par ®(a?) et X' ou ^ par ©'(■*). et w etant 
une quantite infiniment petite, on a 

(p(rt — w) = o(a) — w 9'(a) et cpta -t- ») = 9 («) -h w o'(«). 

Or, par hypothese, 9(a) est nulle et 9'(rt) est positive. Done la substi- 
tution du nombre <« donne un resultat negatif, savoir — to9'(rt). 
Quant au nombre il donne, par la substitution, un resultat affecte 
du signe -1- , savoir -1- (0 9'(rt). 

Done la suite de signes (a), en prenant les etats successifs qui 
repondent a <^a, a, > a, a perdu un changement de signe, la succes- 
sion H — etant devenue -+-o et -hh-. 

Il on sera de ineine si le resultat de la substitution de a dans X' 
donne le signe — . En effet, la valeur est alors negative; done 
9(a — 0)), ou — - co9'(rt), est une quantite positive, et 9(fl-i-co), ou 
ciL>9'(a), est une quantite negative; done la Table precedente (i) est 
remplacee par la Table 

/ < (7 ... — -H 

(2) } a ... — o 

( >a ... — — 

On voit par la que la suite des signes (a) a perdu un changement de 
signe lorsque le nombre substitue a passe par la valeur a qui fait eva- 
nouir la derniere function. 

Il est done demon tre que la suite des signes (a) perd un change- 
ment de signe toutes les fois que le nombre substitue devient egal a 
Tune des racines reelles de la proposee. 

4 ” Si le nombre substitue fait evanouir une des fonctions interme- 
diaires ..., U , X*’', X'", X", X', et non la derniere X, la suite (a) con- 
serve autant de changements de signe qu’elle en avait auparavant, ou 
II. 38 
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elle peril deux changements de signe a la fois. II ne pent arriver que 
I’un de ces deux cas. Yoici la preuve de cette proposition. 

(ionsiderons trois fonctions consecutives, savoir celle qui devient 
nulle, celle qui precede et celle qui suit. Supposons que les deux 
premieres donnent les resultats suivants, qui sont ceux de la Table (i) : 

< « ... -f- — 

a . . . -f- o 

> a ... H- -I- 

Si la troisieme fonction donne un resultat positif, on formera la 
Table suivante : 

! < a ... H- — -h 

Cl ... 71- O — 

>a ... -h H- 

On en conclura que, le nombre substitue etant devenu egal a a et 
plus grand que a, la suite des signes a perdu deux changements de 
signe, savoir -f — et — f-, qui sont remplaces par et 
Si, au contraire, la troisieme fonction donne un resultat negatif, on 
aura la Table suivante : 

1 < a ... -e — — 

( a ) I n ... — t- o — 

( ^ ^ • • • ~f" “f- 

Dans ce cas, le nombre substitue passant par la valeur a, la suite (a) 
des signes neperd aucun changement de signe. 

On a suppose que les deux* premieres fonctions donnaieht les resul- 
tats indiques dans la Table (i). Si, au contraire, la premiere fonction 
ale signe — , les resultats donnes par les deux premieres fonctions 
seront ceux de la Table ( 2 ), savoir : 

< a ... — 

a ... — o 

> a ... — — 

Dans ce cas, la troisieme fonction donnera le signe ou le signe - . 
Si sa valeur est positive, on aura la Table suivante : 
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en sorte que la suite (a) des signes n’aura perdu aucun cliangement 
do signe. 

Mais si la troisiemc fonction donne-le signe on aura la Table sui- 
vante : 

(<" 

( 6 ) ) ■■■ ° ” 

{ >n ... — _ _ 

ce qui prouve quo la suite (a) des signes aura perdu deux cliaiigcments 
de signe. 

Ainsi, le nombre a que Ton substitue dans la suite des fonctions 
prenant succcssivcmcnt toutes les valours possibles depuis — cc jus- 
qu’a -f-Qo, la suite (a) des signes des resultats nc demcurc pas la 
ineine; elle s’altere do la maniere suivante. II ne peut y survenir de 
ohangement quo lorsque lo nombre a fait evanouir une des fonctions. 
Si ce nombre devient egal a une racinc reclle de la proposee, la 
suite (a) pcrd un ohangement de signe. Si la fonction qui s’evanouit 
n’est point la derniere X, mais une des fonctions intermediaires, la 
suite (a) conserve tons les changements de signe (ju’elle avail aiipa- 
ravant, ou elle cn pcrd deux a la fois. Par consequent, cette suite ne 
peut point acquerir de nouveaux changements do signe a mesure que le 
nombre augmente, elle ne peut qu’en perdre; et e’est ainsi qu’elle passe 
progressiveinent de son premier etat, oil Ton eompte m changements 
de signe, a son dernier etat. oii elle n’a plus aucun ohangement de 
signe. On deduit de ces remarques les consequences suivantes : 

Si la proposee X = o a toutes ses racines reelles en nombre m, il 
arrive neccssairernent un nombre m de fois qu’elle perd un seul chan- 
gement do signe; et comme le nombre total des changements de signe 
qu’elle peut perdre est rn, il s’ensuit que les valeurs de a qui font eva- 
nouir une des fonctions intermediaires ne donnent lieu a aucune dimi- 
nution du nombre des changements de signe. Ce nombre se conserve 
lorsque la valour de a rend nulle une des fonctions intermediaires, et 
il diminue d’une unite lorsque cette valour de a rend nulle la derniere 
fonction. 
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Si la proposee a m — i racines reelles et deux racines imaginaires, 
il arrive un nombre de fois egal a m — 2 que la suite (a) perd un 
seul changement de signe; et, par consequent, il arrive seulement one 
fois que, la valeur de a faisant evanouir une fonction intermediaire, 
deux changements de signe disparaissent ensemble. 

En general, si la proposee a un nombre m — 2f de racines reelles, 
et un nombre o.i de racines imaginaires, il est evident que m — 11 
changements de signe disparaissent un a un dans la suite (a), et, par 
consequent, il arrive un nombre de fois egal a i que, la valeur de a fai- 
sant evanouir une fonction intermediaire, deux changements de signe 
disparaissent ensemble. 

Nous avons suppose jusqu’ici que le nombre substitue ne fait pas 
evanouir en meme temps deux ou plusieurs functions differentielles, 
mais seulement une de ces fonctions. On pourrait se dispenser de con- 
siderer les cas oil une meme valeur de a, substitute au lieu de x, rend 
nulles plusieurs fonctions a la fois : car ces valeurs singuliercs du 
nombre substitue n’auraient plus la meme propriete si les coefficients 
de la proposee subissaient un changement infmimcnt petit. Mais, 
comme il s’agit ici des principes elemental res de I’Analyse algebrique, 
il convient de demontrer explicitement que Ic cas ou plusieurs fonc- 
tions s’evanouissent ensemble est en effet compris dans celui ou Ton 
suppose qu’une seule des fonctions devient nulle ; il est facile de prouver 
cette derniere proposition, cornine on le verra dans la seconde Partie 
de cette Note, qui sera inseree dans le Bulletin suivant. Nous termi- 
nons celle-ci par I’expose des consequences generales de la demonstra- 
tion precedente. 

On en conclut immediatement le theoreine que nous allons enoncer, 
et que nous regardons comme un des elements principaux de I’analyse 
des equations : 

Une equation du degre m,'K = o, etant proposee, si I’ on forme la suite 
X'"), X('“-^), X", X', X, 

qui comprend toutes les fonctions differentielles derivees de X, et si Von 
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substitue au lieu de x un nomhre continuellement croissant a, qui regoit 
loutes ses valeurs successives depuis — so jusqud -4- so, on observe la rela- 
tion suivante entre les racines reelles ou imaginaires de la proposee et les 
changements de signe que presente la suite des resultats numeriques des 
substitutions : 

Le nombre des changements de signe, qui etait m, diminue de plus en 
plus, jusqud ce qiiil devienne nul; il ne pent jamais augmenter; autant 
il arrive de fois que la suite perd un seal changement de signe, autant 
I’ equation a de racines reelles et autant il arrive de fois que la suite perd 
deux changements de signe en mime temps, autant V equation a de 
racines imaginaires. 

Ce theoreme compreiicl, comme on le verra dans la seconde Partie 
de cettc Note, les cas particuliei’s ou plusieurs fonctions s'evanouissent 
en meme temps. 

Les propositions enoncees ci-dessus dans les paragraphes i°, 2“, 3 °, 
4", page 292, sont des corollaires evidents de ce theoreme. 11 en est de 
meme de la proposition generate qui termine le paragraphe 5 °. Si les 
valeurs substituecs a et b sont respectivement —so et o ou o et 
les signes des valeurs numeriques des fonctions differentielles sont les 
signes memos des coefficients de la proposee, et Ton obtient ainsi la 
regie connue pour la distinction des racines positives ou negatives. On 
voit quo cette regie, qui a ete donnee pour la premiere fois par Des- 
cartes, dans sa Geomdtrie, et la proposition plus generate a laquelle elle 
appartient, derivent claircment des proprietes de la suite des signes 
que Ton forme en substituant dans les fonctions differentielles une 
grandeur continuellement croissante depuis I’infini negatif jusqu’a 
I’infini positif. L’application de cette r^le a la recherche des limites 
des racines est aussi une consequence manifesto du theoreme pre- 
cedent, qui exprime ces proprietes. 
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II. 


On a demontre dans la premiere Partie de cette Note qu’en substi- 
tuant dans la suite des fonctions differentielles X<"'\ , X', X 

un nombre a con'tinuellement croissant depuis — oo jusqu’a + oo, on 
fait disparaitre successivement les m cliangements de signe de la suite 
que nous avons designee par (a). Autant de fois cette suite perd un 
seul cliangement de signe, autant I’equation X = o a de racines reelles; 
et autant de fois cette suite perd deux cliangements de signe ensemble, 
autant I’equation a de couples de racines imaginaires. II faut mainte- 
nant examiner avec attention le cas ou la substitution du nombre a fait 
evanouir a la fois plusieurs fonctions. 

Nous supposons done que la valeur de a, substituee dans les fonc- 
tions differentielles, rend nulles plusieurs fonctions intermediaires 
consecutives, en nombre i, en sorte que la suite des signes (a) con- 
tient un nombre i de zeros intermediaires, ct qu’elle est ainsi repre- 
sent^e : 

...-f-, 0, 0, o, o, -t- . . . . 


II s’agit d’abord de former les deux suites qui repondent. Tune a <C 
ct I’autre a >a. On suppose ici que les deux signes extremes et dif- 
ferents de zero sont -t- et +; on pourrait ainsi supposer — et -h, ou 
-4- et — , ou — et — ; mais, quels que soient les signes extremes, on 
pourra toujours determiner, comme il suit, les signes intermediaires 
des deux suites qui repondent a < a et > a. 

En effet, soit /(a?) Tune quelconque des fonctions differentielles qui 
repondent a Fun des zeros intermediaires, par exemple au cinquieme; 
on aura I’equation generate 


/(a — &))=/(«) — »/'(«)• 


-/"(«) 


(E) 




2.3 




et, comme les cinq premiers termes deviendraient nuls par hypothese. 
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la valeur (ley’(a co) sera — — Or repond au pre- 

mier des signcs extremes, qui est -i- ; done le signe que Ton doit ecrire 
au-dessus du cinquieme zero, et qui fait partie de la suite correspon- 
dante a a, est contraire au signe de y^(a); ainsi Ton doit ecrire le 
signe — au-dessous du cinquieme zero intermediaire. 

Mais si 1 on considere le quatrieme zero intermediaire, I’equation (E) 

fait connaitre que la valeur de /(a _ co) est Dans ce 

cas, /’X^) repond au premier signe extreme, qui est -t-. Done le signe 
que Ton doit ecrire au-dessus du quatrieme zero intermediaire, et qui 
entre dans la suite correspondante a < est le meme que le premier 
des signes extremes, qui est ici -i-. 

En general, on prouve, de la meme maniere, que, pour former la 
suite de signes correspondants a <^a, il faut ecrire au-dessus de 
cliaque zero intermediaire un signe different du premier signe ex- 
treme si ce zero intermediaire est de rang impair; et que, si ce zero 
intermediaire est de rang pair, il faut ecrire au-dessus un signe sem- 
blable a celui du premier signe extreme; et il est evident que cette 
regie doit etre suivie soit que le premier signe extreme soit + ou — . 

Quant a la suite de signes qui repond a >a, elle se deduira de 
I’equation generalc 


(F) 


f{a H- w) — /(«) -1- c>)f'{a) -H -—/"(«) 




/"(«) 


2 . 3 . 4. 5 


r(«); 


et Ton on conclut que, pour former cette suite de signes, qui repond a 
>a, il faut ecrire au-dessous de chaque zero le meme signe que le 
premier signe extreme. 

Il est done tres facile maintenant d’ecrire les deux suites de signes 
qui repondent a <a et a >a. Il faut, pour la premiere, ecrire au-des- 
sus du premier zero intermediaire un signe contraire au premier signe 
extreme, au-dessus du second zero un signe semblable au premier 
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signe extreme, au-dessus du troisieme zero un signe contraire, au-des- 
sus du quatrieme zero un signe semblable, ainsi du reste, en chan- 
geant alternativement de signe, ce qui donne a la premiere suite le 
plus grand nombre possible de changements de signe. Mais, pour 
former la seconde suite de signes qui repond a > a, il faut repeter au- 
dessous de cbaque zero intermediaire le premier signe extreme, qui est 
connu, ce qui donne a la seconde suite le moindre nombre possible de 
changements de signe. 

II suit necessairement de cette maniere de former les deux suites : 
1° que, si le nombre de zeros intermediaires est pair, la premiere suite 
qui repond a <[« presente un nombre h de changements de signe 
plus grand que le nombre k de changements de signe comptes dans 
la seconde, et que la difference A — ^ est un nombre pair; 2® que, si le 
nombre de zeros intermediaires est impair, le nombre k de change- 
ments de signe de la premiere suite peut, dans un seul cas, etre egal 
au nombre ^ de changements de signe de la seconde, mais que, dans 
tous les autres, A est plus grand que A, et que la difference A — A est 
encore un nombre pair. 

Ainsi, cette difference A — A ne peut etre ni negative, ni un nombre 
impair; il est necessaire qu’elle soit un des nombres o, 2, 4 , G 

Mais si les functions differentielles consecutives qui s’evanouissent 
par la substitution de a comprennent la derniere 9(a;), on conclut 
facilement des remarques precedentes que le nombre A des change- 
ments de signe de la premiere suite surpasse le nombre A de change- 
ments de signe de la seconde, et que la difference A — A, qui alors peut 
etre un nombre pair ou impair, est toujours egale au nombre des fonc- 
tions extremes qui s’evanouissent. Or I’equation proposee a, dans ce 
cas, selon le tlieoreme de Huddes, autant de racines egales au nombre a 
qu’il se trouve de ces fonctions extremes qui s’evanouissent; done la 
suite (a) des signes perd dans ce cas autant de changements de signe 
que I’equation a de racines reelles egales au nombre a. 

Enfln, on pourrait supposer que le nombre substitue fait evanouir 
plusieurs fonctions differentielles, ou intermediaires, ou extremes, et 
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qu il rend nulles en meme temps d’autres fonctions dans differentes 
parties de la meme suite, separees les lines des autres par des fonc- 
tions non evanoiiissantes : dans ce cas, on connaitrait le nombre total 
de changements de signe que la suite (a) a perdus en ajoutant les 
divers resultats donnes par les regies precedentes. 

Ayant done enurnere toutes les consequences possibles de la substi- 
tution d’un nombre croissant a, nous sommes parvenu a la demon- 
stration du theoreme general dont voici Tenonce : 

Si Von forme la suite des fonctions 

X% r, X 

par la differentiation da premier memhre de V equation X = o, si, ayant 
substitiie dans ces fonctions un mhne nombre a, on remarque combien il 

y a de fois H ou h dans la suite des resultats des substitutions, le 

nombre des changements de signe de la suite sera d'autant plus grand 
que la valeiir substituee a sera moindre. 

Si Von donne au nombre a une valeur continuellement croissante 
depids une valeur negatwe tres grande A jusqiia une valeur posiwe tres 
grande B, on fera disparaitre successwement tons les changements de 
signe de la suite des resultats. La suite perd un changement de signe 
toutes les fois que le nombre suhstitue devient egal d Vune des racines 
reelles, en sorte que V equation a autant de racines reelles, egales ou in- 
egaleSy que la suite perd de changements de signe par la substitution des 
valeurs de a qui rendent nulle la derniere f auction. 

La m^rne equation a autant de racines imaginaires que la suite perd de- 
changements de signe par la substitution des valeurs de a qui rendent 
nulles une ou plusieurs des fonctions intermediaires , et qui ne rendent 
point nulle X. 

C’est a ce theoreme que se rapportent la regie de Descartes et lesap-» 
plications qu’on en a faites pour la recherche des limites des racines^ 
Il resulte evidemment de la demonstration precedente qu’il ne pent 
y avoir, dans I’intervalle de deux limites quelconques a et b, plus de 
n. 3a 
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raciaes que la suite perd de changements de signe lorsque le nombre 
substitue passe de la valeur a a la valeur h\ on connait ainsi combien 
on doit chercher de racines dans cet intervalle. Celles qui sont ainsi 
indiquees dans I’intervalle de a a h, et qui ne s’y trouvent point, 
ne peuvent etre qu’en nombre pair; elles correspondent a autant de 
racines imaginaires. Ainsi, il y a de certains intervalles oil les racines 
imaginaires manquent deux a deux, comme il y a des intervalles ou 
les racines reelles subsistent. 

Il nous reste a donner une regie generale pour distinguer facile- 
ment les intervalles oil manquent les racines imaginaires de ceux ou 
les racines reelles subsistent. 

Nous nous bornerons presentement a I’enonce de cette derniere 
regie, qui resout une des difficultes principales de I’analyse des equa- 
tions. 

Si I’equation X = o avait toutes ses racines reelles inegales etque 
Ton connut cette propriete, le theoreme precedent, ou meme la seule 
application de la regie de Descartes, suffirait pour separer toutes les 
racines, c’est-a-dire pour assignor a chacune deux limites entre les- 
quelles elle serait seule comprise. En effet, on donnerait au nombre 
substitue a dilFerentes valeurs, telles que — loo, — lo, — i, o, -+-i, 
-i-io, 4-100, et Ton connaitrait les intervalles dans lesquels on doit 
chercher les racines, etle nombre des racines qui peuvent s’y trouver; 
on subdiviserait ensuite ces intervalles, et, pour le faire avec ordre, on 
pourrait suivre le precede que nous aliens decrire. 

Designant par aeXb les deux limites d’un intervalle oil Ton cherche 
plusieurs racines, on comparera la suite (a) des resultats de la substi- 
tution de a a la suite (P) des resultats de la substitution de b; ecrivant 
sur une ligne horizontale la premiere suite, et procedant de la gauche 
a la droite, on marquera, au-dessus de chaque terme, combien la suite 
contient de changements de signe jusqu’a ce terme, et y compris ce 
terme. Le nombre ainsi marque, que nous designerons, en general, 
par h, augmentera, ou du moins ne pourra pas diminuer, depuis le 
premier terme de la suite jusqu’a dernier X, pour lequel il aura sa va- 
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leur complete H. Ayant ecrit au-dessous de la suite (a) la suite (P) du 
resultat de la substitution de b, on comptera pareillement dans cettc 
seconde suite le nombre k des changements de signe, a partir du pre- 
mier terme a gauche jusqu’a un terme quelconque, et y compris ce 
terme. Ainsi, cc nombre augmente, on du raoins ne peut pas diminuer, 
lorsqu’on passe d’un terme a un autre vers la droite; les premieres va- 
leurs do A et k sent o et o, et les dernieres, qui correspondent au 
terme X, sont H et K. 

On prendra aussi la difference des deux nombres correspondants A 
et A, et Ton ccrira ebaque valeur de cette difference o entre les deux 
terraes qui repondent a A et A; la premiere valeur de o sera o, et la 
derniere H — K, ou A; les valours successives de ces nombres A,_ A, o 
et leurs valours completes H, K, A se determinent facilement a la seule 
inspection des suites (a) et (P). 

Considorant la suite des nombres o, a partir du dernier a droite, qui 
repond a X, et passant de la droite a la gauche, on s’arretera au pre- 
mier de CCS nombres quo Ton trouvera etre egal a I’unite. Designant 
par la Ibnction qui repond a cc terme i de la suite (o), on sub- 

stituera au lieu de x, dans cette function et dans toutes celles qui la 
suivent a droite, un nombre a' compris entre a et A, limites de I’inter- 
valle. Cc nombre intcirmediairc doit etre du rnemc ordre decimal que 
a et h, si cola est possible, ou il doit etre de I’ordre immediatement 
infericur. Ayant fait ces substitutions de a' dans et dans toutes 

les fonctions placees a la droite de celle-ci, on aura divise I’intervalle 
des deux limites on deux autres intervalles moindres et, si toutes les 
racincs de la proposee etaient reellcs, on trouverait, par ces subdivi- 
sions, deux limites distinctes pour chacune des racines. 

Si requation X = o peut avoir des racines imaginaires, la subdivi- 
sion des intervalles no suffit pas pour determiner la nature des racines, 
mais on y parviendra au moyen de la regie suivante : 

Ayant designe la fonciion correspondante au terme i , marque, 

cornme on I'a dit plus haul, dans la suite (o), on examinera si, dans cette 
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suite y ce terme i est precede a gauche du terme o. Si cela n a point lieu, 
on procidera a la subdivision de Vintervalle comme on le ferait si toutes 
les racines etaient reelles; mais si ce terme, qui est necessairement suivi 


de 2, est precede de on ecrira V expression — 




X == a, on tromera la valeur — 


cp('i) (^x) 


; et, y faisant 


ce qui se reduit a prendre le 


quotient de deux quantiles dejd connues. Si ce quotient nest pas moindre 
que la difference b — a des deux limites, on sera assure quit manque deux 
racines dans Vintervalle de a a b \ dans ce cas, on retranchera 2 de chacun 
des termes de la suite (p) d partir de celui qui repond d jus- 

quau dernier terme d droite, qui repond d X, et Von conservera les valeurs 
precedemment trouvees, pour les termes de cette suite (0) qui sont d la 
gauche de celaetant, on aura une nowelle suite (S) pour ce 

mime intervalle compris entre a et b. On coniinuera done V application 
litterale de la presente rigle, et, en operant ainsi, on parviendra prompte- 
ment, et sans aucune incertitude, a la separation de toutes les racines (^). 


Nous n’exaiuinons point ici les cas singuliers oil les fonctions diffe- 
rentielles ont des facteurs communs, parce qu’ils se resolvent facile- 
ment au moyen des theorem.es connus sur les racines egales. 

Au lieu de substituer Tune des limites a dans Texpression — 
onpeutaussi substituer la plus grande limite b, et comparer le quo- 
tient -f- ^ difference b—a. Si ce quotient n’est pas moindre 

que b — a, on est assure qu’il manque deux racines dans rintervalle; 
enfin, on tirerait encore la meme conclusion si la somme des deux 


quotients — 




et 




n’etait pas moindre que b — a. 


Ainsi, toutes les fois que la difference b — a des deux limites nest pas 
plus grande que la somme des deux quotients, on est assurd que deux ra- 
cines manquent dans V intervalle, et quelles correspondent d deux racines 
imaginaires dans V equation X = o. Au moyen de ce caractere et de la 


0) Cette r^gle est entl^rement d^montr4e dans le Premier Lwre de \Aiialyf!e des dqua- 
tions ddtermindesy public© ea i83o, apr^s la mort de Fourier. G. D. 
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NOTE RELATIVE AU MfiMOIRE PRECEDENT, 


Par M. Gaston DARBOUX. 


L’ecrit de Fourier que nous venons de reprocluire merite, par la nouveauld 
des idees aussi bien que par la clarte de la redaction, d’etre place k c6te du 
M6moire justement adnaire ou Sturm a expose la demonstration complete et 
definitive de son celebre theor^me (^). C’est a Descartes que Ton doit faire 
remonter la consideration des variations et des permanences de signes dans 
une serie lineaire; mats Fourier a, le premier, substitud aux conslantes qui 
figurent dans la suite de Descartes des functions, dont les signes peuvent 
changer lorsque la variable independante prend toutes les valeurs possibles. 
Sturm, d’ailleurs, s’est toujours plu k reconnattre tout ce qu’il devait a Fou- 
rier, comme le montrera le passage suivant, que nous empruntons a un Article 
du Bulletin de Ferussac (^) ; 

cc M. Fourier a fait connaitre les principes de sa belle thdorie dans le Bul- 
letin de laSociete philomathique de 1820; il a donne quelques autres frag- 
meilts dans divers Memoires qu’il a lus k TAcademie; mais TOuvrage qui doit 
renfermer Fensemble de ses travaux sur I’Analyse aigdbrique n’a pas encore 
6ld publi6. Une partie du manuscrit qui conlient ces precieuses recherches a 
ete communiquee a quelques personnes, M. Fourier a bien voulu m’en accor- 
der la lecture et j’ai pu fetudier a loisir. Je declare done que j’ai eu pleine 
cormaissance de ceux des travaux inedits de M. Fourier qui se rapportent h 
la resolution des equations, et je saisis cette occasion de lui tdmoigner la 
reconnaissance dont ses bontes m’ont penetrd. C’est en m’appuyant sur les 
principes qu’il a poses et en imitant ses demonstrations que j’ai trouvd les 
nouveaux thdor^mes que je vais 6noncer. » 

La proposition fondamentale demontree par Fourier dans le Mdmoire prd- 
c^dent est souvent attribute k Budan de Bois-Laurent. Un passage de I’dloge 

( 1 ) Memoire sur la rSsolution des equations numeriques ( Memoire des Savants e'tran- 
gers, t. VI; i 835 ). 

(2) Analyse d"un M6moire sur la resolution des equations numdriques; par M. Gii. Sturm 
(lu k I’Academie des Sciences le 28 mai 1829). — Bulletin de Ferussac, t. XI , p. 419- 
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de Fourier par Arago, ou la question est trop neltement tranchee en faveur 
de Budan, a beaucoup conlribue a repandre celte opinion, qu’un examen 
detaille et attentif ne paratt pas confirmer. L’eclat et I’importance des decou- 
vertes de Fourier dans la theorie de la chaleur onL surtout attire I’attention 
des gdometres; on n’a pas rendu assez de justice aux decouvertes de Fillustre 
savant relatives a la resolution des equations numeriques. Comme Fourier 
n’a pas eu le temps d’y mettre la derniere main et de les publier dans leur 
ensemble, on ne les a peut-etre pas etudiees avec loute Tattention qu’elles 
m6ritaient. La mdihode de separation des racines qui est exposee dans le 
Memoire precedent, si elle le cede en precision et en elegance h. celle que 
Ton deduit immediatement du iheoreme de Sturm, est bien superieure dans 
la pratique a celle de Lagrange, qui repose sur la consideration de la plus 
petite racine de rdquation aux differences. La Preface que Navier a placee an 
commencement de V Analyse des equations determinees etablit, d’ailleurs, de 
la mani^re la plus incontestable, non seulement que Fourier a connu son 
th^oreme des 1787, mais encore qu’il I’a expos6 publiquement k TEcole Poly- 
technique dans les anodes 1796, 1797 et i8o3. D’apres cela, voici Tordre dans 
lequel se pi’esentent les publications respeciives de Fourier et de Budan : 

1. Exposition du thdoreme dans Fenseignement de Fourier a I’ficole Poly- 
technique en 1796, 1797 et i8o3. Nous negligeons ici plusieurs Communica- 
tions aux Instituts do France etd’Egypte dont on connaitles dales, maisdont 
il ne reste aucune trace ecrite. 

2. Publication faite en 1806 par Budan d’un Ouvrage intitule Nouvelle me- 
thode pour la resolution des equations de degre qiielconque, Ce Traitd con- 
tient une mdthode absolument insignifiante pour la separation et le calcul 
des racines. Voici tout ce qa’on y trouve sur le thdoreme de Fourier (p. 26, 

39) : 

(( On peut deduire de la rdgle de Descartes les deux propositions sui- 
vantes : 

j[0 Une Equation en x dont toutes les racines sont reelles a autantde racines 
comprises entre zero et p qu’il y ade permanences de signes dans la transfor- 
mee en x — de plus que dans U equation en x, ‘ 

2 “ Une iquation de cette espbce ne peut a^oir, soil une, soil deux, soit n ra- 
cines comprises entre zero et p si la transformie en x — p rCa pas respectice- 
mcnt une, ou deux, ou n permanences de signes,^ de plus que V equation 


en X, 
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)) Nous avons de fortes raisons de croire que la seconde proposition est 
applicable k une equation quelconque. » 

El plus loin (p. 36) : 

c( Si la seconde proposition rnentionn^e au n° 39 etait admise comme un 
principe general, ce principe fournirait, etc., .... Mais comme nous n’appor- 
tons point ici de preuve de la generalite de ce principe, etc » 

Ainsi Budan soup^onne seulement la verite de la proposition, et il n’en 
fait d’ailleurs aucun usage. C’est a propos de cet Ouvrage de Budan que Pois- 
son ^crivait a Fourier, le 24 avril 1807 : 

a Un docteur en medecine vient de publier un Ouvrage sur la resolution 
numerique des equations.... Le docteur a entrevu votre theoreme sur les 
changements de signes; il a de fortes raisons de penser qu’il a lieu dans le 
cas des racines imaginaires; j’en ai de bien plus fortes que les siennes, puis- 
que vous m’avez dit autrefois que vous aviez une demonstration gen^rale de 
celte proposition. Vous devriez bien publier au moins les differents thdoremes 
sur lesquels est fondee votre methode pour resoudre les equations, .... » 

3. En 1811, Budan presente a la premiere classe de ITnstitut (Acaddmiedes 
Sciences) un Memoire ou la proposition se irouve enfin nettement enoncde 
et demontr6e. Les commissaires Lagrange et Legendre font un Rapport favo- 
rable avec quelques restrictions; mais ni le Rapport, ni le Memoire ne sont 
imprimes. 

k. En 1820, publication par Fourier du Memoire precedent. 

5. En 1822, Budan imprime une seconde edition de sa Noiwelle methode 
pour la resolution des equations de degre quelconque. Un appendice k cet 
Ouvrage contient le Memoire de 1811 etle Rapport des commissaires. 

La demonstration de Budan, bien inferieure a celle de Fourier, est pure- 
ment algdbrique et ne s'applique pas aux equations transcendantes; elle a 
aussi rinconvenient d'exiger la demonstration prdalable de la regie de Des- 
cartes et d’un lemme de Segner qui n’est exact d’ailleurs que pour les equa- 
tions completes (^). Elle repose toutefois sur un principe qui mdrite d’etre, 
connu. 

fitant donnde une suite de nombres 

A, B, C, D, E, . . 

(1) Si Ton multiplie UQ polynome algebrique ordonne par x-ha, le nombre des perma- 
nences du produit ne peut etre inferieur k eelui du polynome primitif. 
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formons les sommes 

Bi ~ A -h B, 

Cl = A B -4- C, 

D 1 A + B “h D E, 


nous aurons la suite 

Ai, Bi, Cl, Di, El, 

que Budan appelle Vd, premiere suite sommatoire de la suite doniiee. Appli- 
quant la memo m6thode a celLe premiere suite, on aura la deuxieine suite 
sommatoire Aa, B2, . . . et Ton pourra continuer ainsi indefiniment. On ecrira 
le Tableau 

A B C 1) E ... 

Ai Bi Cl Di El ... 

A2 B2 Co D2 Eo ... 

A3 Bs C3 D3 E3 ... 

K C4 D4 E, ... 


dont le mode de formation est identique a celui du triangle arithmetique, 
puisque chaque nombre du Tableau est (§gal a la somme de celui qui est au- 
dessus et de celui qui est place a gauche. Cela pose, Budan demontre les 
deux lemmes suivants : 

Le nombre des variations contenues dans la premiere suite, de A d F par 
exempUj est toujours inferieur ou epal d celui des variations comprises dans 
la par tie correspondante, de A/ d F/, de Vune quelconque des suites somma- 
toires. 

De plus, si Von forme des suites en diagonale^ telles que celles-ci 

Ai; A 2, Bi; A3, B2, Ci; A4, Bs, C2, Di; ..., 

le nombre des variations qidelles presenteiit est toujours inferieur ou 6gal d 
celui des variations qui se trouvent dans les parties correspondantes 

A; A, B; A, B, C; A, B, C, D; 

de la premiere suite, 

Le reste de la demonstration ne presente rien qui merite d’etre signale. 

11. 4o 
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Le lecteur peut juger maintenant si les fails que nous venons cVexposer 
justifient raffirn^ation d’Arago el Fattribulion du iheoreme a Budan. Pour 
nous, la conclusion s’impose. Si le theoreme doit porler le nom d’un seul 
geometre, c’est a Fourier que nous devons le restiluer. En cherchant a mellre 
cette conclusion hors de doute, nous n’avons pas ete guide par le desir, com- 
mun a trop de commenlaleurs, d’exalter leur auteur aux depens de tous les 
autres. Mais il nous a toujours paru que Fadmirable demonstration de Fou- 
rier, la seule qui soit x’eproduite dans les Ouvrages modernes, a un interet 
scientifique bien supdrieur a celui de la proposition, consideree en elle- 
meme; c’est ce qui nous a determine a etudier les differents dlemenls de la 
question, et k entreprendre les recberches prec6dentes, qui n’offraient cFail- 
leurs aucune difficult^. 
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SOLUTION D UNE QUESTION PARTICULIERE 

DU 

CALCUL DES INEGALITES. 


Nouveau Bulletin ties Sciences par la Socie'te philomathique de Paris, 

p. 99; 1826. 


La question suivante otTre une application du calcul des inegalites 
lineaires. Get exemplc, tres simple, est propre a donner une premiere 
notion des resultats do ce calcul et des constructions qui les repre- 
sentent. 

On propose do diviser I’unite en trois parties, qui peuvent etre ine- 
gales, mais qui sont assujettics a cette condition que la plus grande 
des trois parties ne doit pas surpasser le produit de la plus petite 
par i -\-r; le nombre donne r exprime la limitc de I’inegalite. Si ce 
nombre etaitnul, les trois parties devraient etre egales, et le probleme 
aurait une sculc solution. Lorsque la limite donnee a une valeur posi- 
tive quelconque, la question est indeterminee; elle a une infinite de 
solutions. 

II est tres facile d’exprimer par des inegalites toutes les conditions 
de la question, etde resoudre ces inegalites par I’application des regies 
generales. On arrive ainsi a la construction suivante, qui fait connaitre 
distinctement toutes les solutions possibles, exprime leur caractere 
commun et mesure I’etendue de la question. 

La ligne mm" represente la longueur del’unite {fig- 1). Ayant forme 
le carre mm'm"n, on prolonge indefiniment le cote nm" et Ton prend 
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m''n! egale a Tunite mm! \ on prolonge aussi nm! et Ton fait rrin!' egale 
a mm!', ensuite, designant par nb la quantite donnee qui est la limite 
de rinegalite, on forme trois carres dont le cote est r, et on les place 
comme I’indique la figure, aux points n\ n'\ Cela pose, on trace : 
du point 7?2 les droites ma, mb- 2 "^ du point m' les deux droites 



m' a\ m'b'\ 3® du point w" les deux droites m"b'\ Ces trois sys- 
temes, dont chacun est forme de deuxlignes, et qui partent des points 
m, m , m'' ^ se coupentet forment, par leurs intersections; un hexagone 
irregulier 123456. Si Ton marque un point quelconque [jl de I’aire 
de cet hexagone et si Ton prend les coordonnees de ce point par rap- 
port a la ligne proposee mm\ ces coordonnees orthogonales, qui sont 
[xa et am, expriment une solution de la question proposee; Tabscisse 
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ma est I’une des parties, Tordonnee ap. est la seconde partie, et, por- 
tant cette ordonnee ap. sur I’axe, on trouve p.'m' pour la troisieme partie 
cherchee. 

L’aire de I’hexagone est le lieu de toutes les solutions possibles; 
c’est-a-dire que chaque point de cette aire fournit une solution, et qu’il 
n’y a de solutions possibles que celles qui repondent aux points de 
I’aire. 

A mesure que la limite r de I’inegalite diminue, le polygone forme 
par les trois syslemes de droites deA'ient de plus en plus petit, et, lors- 
que i' = o, il se reduit a un seul point, qui est le centre de gravite du 
triangle mm'm". 

Si la valeur de r auginente indefiniinent et sans liinites, I’aire de 
I’hexagone augmente de plus en plus; les lignes ma, mb se rapproclient 
des lignes mw", rnm et fmissent par coincider avec elles. La ligne m’b' 
se rapproche de I’axe rrim et se confond avec cet axe ; la ligne m'a' so 
rapproclie de la diagonale m'm" et coincide avec elle. 11 en est do 
meme des lignes nfa", mb"\ qui se rapproclient respectivement de la 
perpendiculaire ni'm et de la diagonale ainsi, en supposant la 

limite rinfinie, I’hexagone se confond avecle triangle /nm'm". 

Le rapport de I’aire de I’licxagone a I’aire totale du triangle mm'm" 
est la mesure exacte de I’etenduc do la question proposee. Si Ton de- 
mande quelle probabilite il y a qu’en partageant au hasard la ligne 
mm! en trois parties, il arrivera que la plus grande de ces parties ne 
surpassera pas le produit de la plus petite par in- r, on aura, pour la 
mesure de cette probabilite, le rapport de I’aire de I’hexagone a I’aire 
du triangle. 

On pourrait se proposer une question semblable en consid6rant un 
nombre quelconque de parties. Les constructions geometriques ne suf- 
firaient plus pour representor la solution; mais on deduirait toujours 
cette solution de I’analyse des inegalites, et Ton determinerait aussi 
par les memes principes la mesure de I’^tendue de la question. 
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Designons par x, j, les trois parties. On aura 

(i) y z ] y 

et les inegalites suivanles clevront etre satisfaites 

X C z {i-h r)y z <x{i-\- /•), 

/<j(i + /-), - <7(1 

x>o, 7>o, ^>0. 

Les trois dernieres, on s’en assure aisement, sont cles consequences des six 
premieres. On peut done les negliger. Si I’on remplace dans les six premieres 5 
par sa valeur cl6duite de I’equation (i), on a les inegalit6s nouvelles 

x{2 H- r) 4 - j(i -4 /•) < I ~h /*, 
x{2 -h r) + J>i, 

j/(2 -{- /•) + ^(n-.r) <i 4- /*, 

j (2 4- /*) 4 -.a?>i, 

^<7(i4 -r), 

/<^(i 4 -r), 

qui ne contiennent plus que x el j. Si Ton considere ces deux parties comme 
les coordonn6es rectangulaires d’un point, on est evidemment conduit ^ la 
construction de Fourier; car chacune des in6galites exprime que le point 
(.27, j) doit se trouver d’un certain c6te par rapport ^ une droite dont on ob- 
tiendra requation en rempla^ant dans I’inegalild le signe > ou < par le signe 
d’6galit6. Aux six inegalites correspondent les six c6tes de I’hexagone de 
Fourier, 

Cette question des inegalites abeaucoup occupe Fourier; il avail I’intention 
de publier, dans son grand Ouvrage sur la Theorie des equations, une etude 
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developpee sur ce sujet. Nous croyons utile de joindre a la Note qui precede 
les deux passages suivants, que Fourier a inseres dans VHistoire de I’Acade- 
mie, pour les anndes 1828 et 182/J. G. D. 


PREMIER EXTRAIT. 


{Histoire de VAcademie pour iSaS, p. xxix.) 


M. Fourier a lu, dans les seances du lo et du 17 novembre 1823, un Memoire d’analyse 
inddterminde sur le calcul des conditions d’indgalitd. L’auteur s’est proposd de trailer dans 
ce M6moiro un nouveau genre de questions, et d’etablir les principes d’un calcul qui offre 
des applications varides k la Gdomdtrie, a I’Analyse algdbrique, k la Mdcanique et a la Thdorie 
des probabilites. Nous allons indiquer le caractere principal de ces recherches, et nous 
citerons quelques exemples simples, propres k en faire connaltre Tobjet. 

Une question est, cngendral, ddterminde lorsque le nombre des dquations qui expriment 
toutes les conditions proposeos est dgal an nombre des inconnues. Dans la tlidorie dont il 
s’agit, les conditions no sont pas exprimees par des dquations; c’est-a-dire qu’au lieu d’d- 
galer aimo constanto ou a zero line certaine fonction des inconnues, on indique au moyeu 
des signes < ou > que cotto fonction est plus grande ou moindre que la constante; 
c’est CO qui conslitue une indgalitd. On suppose, par exemplc, que quatre inddtermindes 
doivent etre assujettios k un certain nombre d’incgalilcs du premier degrd, et qu’il faut 
trouver toutes les valeurs possibles do cos inconnues. Lo nombre des inegalitds pourrait 
dtre moindre quo celui des inconnues, ou lui 6tre 6gal, et m6mo il pout dire beaucoup 
plus grand; il est en gdndral inddfini. 11 s’agit do trouver des valours des quatro inconnues 
qui, dtant substitudes simultandmcnl, satisfont ii toutes los conditions proposdes, soil quo 
ces conditions consistent soulemont dans certaincs indgalitds, soit qu’elles compronnont 
aussi des dquations. Uno question do cotto cspdco admct une inlinitd do solutions; ello est 
inddtormindo. 11 faut donner uno regie gdndralo qui servo a trouver facilement toutes les 
solutions possibles. On jugora d’abord quo des questions somblables doivent so prdsenter 
frequemment dans les applications des thdorios matlidmatiques. Dans plusieurs cas on pent 
arriver a la solution par des romarques particiilidros propres k la question que Ton veut 
rdsoudre; mais si lo nombre des conditions est assoz grand, et si ellos se rapportent k trois 
ou ^ plus do trois variables, si los indgalitds no sont pas lindaires, la suite des raisonne- 
ments dovient si composde qu’il serait presque impossible ^ Tosprit lo plus exered de la 
saisir tout entidro. 11 faudrait d’ailleurs rocourir k des considdrations diffdrentes selon la 
nature de la question, commo cela arrive k I’dgard do plusieurs probldmes quoronrdsout 
sans le secours do FAlgebro. 11 dtait done ndcossairo de ramoner k un proeddd gdndral et 
uniforme lo calcul des conditions d’indgalitd; on supplde ainsi, par une combinaison rdgu- 
lidre et constanto des signes, aux raisonnomonts les plus difficiles et les plus dtendus, ce 
qui est lo propre des mdthodos algdbriques. L’exposd de ces rdgles gdndrales est Tobjet 
du Mdmoire; nous citerons on premier lieu un exemple trds simple, do ce genre de ques- 
tions. 

On suppose qu’un plan triangulaire horizontal est portd par trois appuis verticaux pla- 
II. 4 i 
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ces aux sommets des angles. La force de chaque appui est donnee et exprimee par i; 
c’est4-dire que, si Ton plac-ait sur un appui un poids moindre que T unite, ee poids serait 
supporte, mais que I’appui serait aussitot rompu si le poids surpassait i . 

On propose de placer un poids donne, par exenaple 2 , sur la table triangulaire, en 
sorte qu’aueun des trois appuis ne soil rompu. La question serait determinee si le poids 
donnd etait 3; elle est insoluble si ce poids surpasse trois; elle est indeterminee s’il est 
moindre que 3. Designant par deux inconnues les coordonndes du point ou Ton doit placer 
le poids propose, et par trois autres inconnues les pressions exercees sur les appuis, et 
siipposant, pour simplifier le calcul, que le. triangle est isoscele-rectangle, on voit quo la 
question renferme cinq quantites inconnues et une qui est connue, savoir le poids pro- 
pose. Or les principes de la Statique donnent immediatement trois dquations; et Ton y 
joindra, pour chaque sommet, deux inegalites qui expriment que la pression est positive 
et moindre que i. II est evident que toutes les conditions de la question seront alors 
exprimees. 11 ne s’agit plus que d’appliquer les regies generales du calcul des inegalites 
lindaires; on en ddduira toutes les valeurs possibles des coordonnees inconnues, et Ton 
designera ainsi tons les points du triangle oii le poids donnd pent 6tre place. Si ron forme 
cette solution, on trouve que les points dont il s’agit se reunissent dans rinlerieur de la 
Table, et composent un hexagone lorsque le poids donne est compris entre i et 2 . Cette 
figure devient le triangle lui-m6me sile poids est moindre que runite;, elle est un triangle 
plus petit si lo poids est compris entre 2 et 3, et elle se rdduit a an seul point si le poids 
est egal a 3; enfin, lorsqiCil surpasse 3, la figure n'existe plus, parce quo les lignes qui 
doivent la former cessent de se rencontrer. 

Voici la construction qui sort a tracer ces lignes. Ddsignant par i le cold dii triangle 
isoscele-rectangle, on divise Tunite par le poids donnd qu’il s’agit de placer, cl Ton portc 
la longueur mesurde par le quotient : t*" sur chaque cold do Tangle droit, u partir du 
sommet de cet angle, ce qui donne deux points i ct 2 ; 2 ® sur un des cdtds do Tangle 
droit, k partir du sommet de Tangle aigu, ce qui donne un troisiemo point 3 ; 3“ sur Tautre 
cold de Tangle droit, k partir du sommet de Tangle aigu, ce qui donne un quatricine point 4 . 
On dleve, par le point 1 , une ligne perpendiculaire sur le cote ou so trouve ce point, et 
par le point 2 une deuxidme ligne perpendiculaire sur Tautre cold; enfin on mene une 
troisieme ligne droite par les points 3 ou 4 . Ces trois lignes ainsi tracdcs terminent, sur la 
surface du triangle, Tespace ou le point donnd peut dtre placd sans qu’aucun des appuis 
soil rompu. 

11 serait facile do rdsoudre sans calcul une question aussi simple; mais, silenombre des 
appuis est plus grand que 3, si leur force est indgale, si la table horizontale porto ddja en 
certains points des masses donndes, ou si Ton doit y placer non un seul poids, mais plu- 
sieurs, on ne peut se dispenser de recourir au calcul des indgalitds. L'amutage de cette 
methode cofisi^te en ce qu/il sujptj dans tons les casj d' exprimer les conditions de la 
question^ ce qui est facile, et de combiner ensuite ces expressions au mojen de rdgles 
g^ndrales qui sont toujours les memes; et Von forme ainsi la solution, d laquelle on n^au- 
rail pu parvenir que par une sidte de raisonnements tres compllques. 

Les questions que Ton traite dans ce Mdmoire sont toutes inddtermindes, parce qiT olios 
admettent dne infinitd de solutions; mais elles different entre elles quant k Tdtendue. Dans 
les unes, les conditions exigdes restreignent beaucoup cette dtendue; pour d’ autres, Td- 
uumeration de toutes les solutions possibles est moins limitee; il est ndeessaire, dans cer- 
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taines recherches, de considerer les questions sous ce rapport. Un examen attentif prouve 
que I’etendue propre a cheque question est une quantite mathematique que Ton peut tou- 
joiirs evaluer en nombres : c’est en cela que la Theorie dont on expose les principes se lie 
a celle des probabilites, et il y a en effet divers problemes, dependant de cette derniere 
science, qiii se rdsolvent par le calcul des inegalites. Or on ne pout mesurer I’dtendue ou 
capacity d’une question sans comprendre dans rennmdration toutes les solutions pos- 
sibles, en sorto qu’on doit ici faire usage du Calcul integral; et, en efFet, Fauteur a re- 
connu que le nombro qui mesure Fetendue d’une question quelconque est toujours 
exprimo par une integrate dcfinie multiple, dont les limites sont donnees. II est tres facile 
d’elfectuer cos integrations siiccessives, quel qu’en soit le nombre, et si Ton ecrit les 
limites des intdgrales, on so servant de la notation proposde dans la Theorie analydque 
de la chaleur, la quantitd quo Ton veut determiner est exprimee sous la forme la plus 
generate et la plus simple. 

II est evident quo les conditions proposdes pourraient 6tre telles que la question n’ ad- 
mit aucune solution possible. Dans ce cas, le calcul ddveloppe Fopposition rdciproque des 
conditions, et montre Fimpossibilitd d’y satisfaire. Ainsi la mdtliode a pour objet : i° de 
reconnaitre si la question peut 6tro rosoluo; 2 " de trouver dans co cas toutes les solu- 
tions qu’ello admet; 3° de mesurer par un nombre Fetendue propre a la question. II arrive 
souvent aussi, dans ce genre do recliercbes, que Fobjet principal n’est pas de trouver 
toutes les solutions, mais d’en reconnaitre une ou plusieurs limites. Sous ce point do vue? 
la question n’ost pas indotormindo ; et il on est de mdme do celle qui consiste k mesurer 
Fetendue; mais cos questions dependent delamCme analyse. Nous ne pouvons ici qu’indi- 
quer bien imparfaitemont les applications et les rdsultats de cette mdtbode : on s’est bornd 
a citer quolques oxomplos. 

Nous venons do rapportor le premier. Le second concorno une question do Mdeauique 
analogue a la prdeddente, mais qui on diffbro on co quo la quantitd inconnuc est iino 
limite et, par consdquont, a une soulo valeur. 

On suppose qiF une., surface piano et horizontale, do figure carrde, ost portdo sur qiiatro 
appuis verticaux, placds aux sommets des angles; cbacun des appuis peut supporter un 
poids moindro quo Funitd, mais il romprait aussitot s’il dtait ebargd d’un poids plus grand 
que cette unitd. On marque uii point quelconque sur la table horizontale, et Ton demando 
quel est le plus grand poids que Fon puisso placer on co point donnd, sans qiFaucun des 
appuis soit rompu. Ce plus grand poids, c’ost-a-diro la force de la table en ce lieu, ddpend 
dvidemment do la position du point. Concovons qu’on y dldve une ordonnde verticale pour 
reprdsenter le plus grand poids qui rdpond k co lieu, et qu’ayant fait cette construction 
pour chaque point do la table horizontale on trace la surface courbo qui passe par toutes 
les extrdmitds supdrieures des ordonndes. 

Il s’agit de ddterminer la nature et les dimensions do cette surface. Or la solution dd- 
duite du calcul prouve que la surface qui sorait ainsi traede n’est point assujettie k une loi 
continue : elle est formde do plusieurs surfaces hyperboliques, diffdremment situdes : la 
question est rdsoluo par la construction suivanto. 

On divise le carrd en huit parties dgales, an moycn des deux diagonales et de deux 
droites transversales, dont chacune joint le milieu d’un cote au milieu du c6td opposd. 
Chacune do cos huit parties est un triangle rectangle que Fon divise en deux segments, 
dont Fun a deux fois plus do surface quo I’autro. Cette division s’opere en menant une 
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ligne droite de Tangle droit du triangle a Tun des angles du carre. On prend pour base 
de cliacun de ces segments celui de ses trois cotds qui est parallele a un cote du carrd. 
Pour trouver le plus grand poids qui puisse 6tre place en un point donnd du plus grand 
segment, ilfaut, par ce point, mener une parallMe a la base du segment, jusqu’^ la ren- 
contre de celle des deux diagonales dont le point est le plus eloigne, et mesurer sur cetto 
parallMe la longueur interceptde entre le point de rencontre et le point donne; I’unitd, 
divisee par cette longueur interceptee, est la valeur chercliee du plus grand poids. 

Si ce point donnd est sitiid dans le petit segment, il faut, par ce point, mener une paral- 
IMe k la base du segment, jusqu’a la rencontre do celui des cotes du carrd dont le point 
donne est le plus distant, et mesurer la partie de cette parallele qui est interceptee entre 
le point de rencontre et le point donne. L’unitd, divisee par la raoitie de la longueur inter- 
cept6e, exprime la valeur chercbde du plus grand poids. En appliquant Tune ou Tautre 
regie a cbacun des seize compartiments du carre, on connaitra le plus grand poids qui 
puisse 6tre place en chaque point de la table rectangulaire. On voit quo la valeur de Tor- 
donnde verticale qui mesure ce plus grand poids n’est pas assujettie a une loi continue. 
Cette loi change tout a coup lorsqu’on passe du grand segment an petit segment. II serait 
facile de trouver cette solution sans calcul, et Taiiteur Tavait donnee depuis longtemps. 
Mais, si la figure du plan est differente, si la table supporte deja en certains points des 
masses donnees, il est necessaire de recourir aux rhgles qui servent a la combinaison des 
inegalitcs. 

Parmi les applications que Tauteur a faites de sa methode, les unes ont, comme les 
deux precddentes, pour principal objet de faire connaitre la nature de ce nouveau genre 
de problbmes et la forme gdndralo du calcul. D’autres concernent des questions tres diffi- 
ciles et trbs dtenduesj dont la solution etait necessaire aux progres des theories analy- 
tiques. L’une se rapporte k Tusage des Equations de condition, si important pour la forma- 
tion des tables astronomiques. Il s’agit de trouver les valeiirs des inconnues tellcs que la 
plus grande erreur, abstraction faite du signe, soil la moindro possible : ou tellcs que Tor- 
reur moyenne, e’est-fi-dire la somme des erreurs, abstraction faite du signe, divisdo par 
leur nombre, soil la moindre possible. 

Une seconde application se rapporte a Tanalyse gdnerale; elle a pour objet de former les 
termes successifs de la valeur de chacune des inconnues qui entront dans dos equations 
littdrales donndes. L’auteur considere la resolution des equations litteralcs h plusieurs in- 
connues comme ddpendante de la recherche simultande de toutes les racinos; soit quo le 
nombre de leurs termes soit fmi, ce que Topdration indique, soit qu’on devoloppe ces ra- 
cines en series infinies. 

Dans Tune et Tautre question que Ton vient de citer, les cas oil il no se troiive qu’uno 
seule inconnue sont dejh rdsolus, et ils ont pu Ttoe sans le calcul des conditions d’indga- 
litd; mais cette recherche prend un caract^re tr6s different lorsqu’on veut Tdtondro k un 
nombre quelconque d’inconnues. La solution ddpend alors d’une thdorie particuliere, dont 
les principes se retrouvent dans les questions les plus difFiciles et les plus varides. G’est 
cette thdorie que Tauteur s’est propose de former. 
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SECOND EXTRAIT. 


{Histoire de V Academic pour 1824, p. XLVII.) 


Nous avons indique, dans les analyses pr<Scedentes, Torigine et Fobjetda calcul des con- 
ditions d’in6galit6, dont M. Fourier a fait des applications tres varides a la Mecanique, a 
FAnalyse g6n6rale, a la Geometrie et k la Theorie des Probabilitds. Une des questions les 
plus remarquables, dont le M^moire cite contient la solution, est celle qui se rapporte an 
Calcul des erreurs des observations. Nous no pouvons ici faire connaitre qiie tres suc- 
cinctement les principes de cette solution.- 

On consid^re des fonctions lin6aires de plnsieurs inconnues .x,y, z, . . les coefficients 
num6riques qui entrent dans les fonctions sont des quantit^s donnees. Si le nombro des fonc- 
tions n’6tait pas plus grand quo celui des inconnues, on pourrait trouver pour .r, jr, s, ... 
un sysLeme de valours num6riques tel quo la substitution simultan^e do ces valeurs dans 
les fonctions donnerait pour chacune un rdsultat nul. Mais on ne peut pas, on g6n6ral, satis- 
faire a cette condition lorsque le nombre des fonctions surpass© celui des inconnues. Sup- 
posons maintenant quo Ton attribue h .r, j, 3 , . . . des valeurs numdriques a, (3, y, - • • ? 
et que, en les substituant dans une fonction, on calcule la valeur positive on negative du 
resLiltat do la substitution; on considore commo une errcur 011 ecart le r6saltat positif ou 
negatif qui difforo do z6ro ; et, faisant abstraction du signe, on proud pour mosure de Ter- 
reiir le nombro d’unitds positives ou negatives quo le rcsultat exprimo. 

Cola pose, on demando quollos valours num6riqucs X, Y, Z, ... il faut attribuer k .r. r, 
2, . . . pour que le plus grand dcart provonant do la substiliUion dans les divorsos fonc- 
tions proposdos soit moindro que le plus grand ecart quo Ton trouvcrait on substiluant 
dans les fonctions tout autro systcmo do valours dillcrcnt do celui~ci X, Y, Z, .... 

On pourrait aussi chorchor un systeme X', Y', Z', ... do valeurs sirnultanoos do j, 
2, . .. tol quo la somrno des erreurs, prise abstraction faito du signe, fiU moindro quo la 
• sommo des erreurs provonant do la substitution do tout sysL5me diffdront X', Y', Z', 

L’uno ot Tautro question se r6solvont par fanalyso des in6galit6s, quel quo soit le 
nombre des inconnues. II suffit d’ox[)rimer los conditions proprcs k la question, ot d’appli- 
quer aux indgalites dcritos les regies gendralos do ce calcul. Onsuppl6o ainsi, par un pro- 
c6d6 algorithmiquo, i’l des raisonnomonts tres coinposds, qu’il faudrait changer selon la na- 
ture de la question, et qu’il serai t, pour ainsi diro, impossible de former si lo nombre des 
inconnues siirpassait trois. 

Pour facilitor los applications lorsque lo nombro dos valours ost assez grand, il convient 
de r6duiro les op6rations au moindro nombre possible. On y parvient en consid6rant los 
propri6tes des fonctions extremes. Nous appclons ainsi cellos qui peuvont Otre ou plus 
grandes ou'plus petitos quo toutos les autros. La construction suivante ropresento claire- 
ment la mdthodo qui doit 6tro suivie pour arriver sans calcul inutile aux valeurs de .r, j, 
2:, ... qui donnent au plus grand 6oart sa moindro valour. Quoique cette construction 
soit propro au cas de deux variables, elle suffit pour fair© bion connaitre lo proc6d6 
g6n6ral. 
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et j sont, dans le plan horizontal, les coordonnees d’un point quelconquc. L’ordonnee 
verticale s mesure la valeur de la fonction; chaque inegalite est repr 6 sentee par un plan 
dont la situation est donnee. Dans la question dont il s’agit, le nombre de ces plans est 
double du nombre des fonctions, parce qu’il faut attribuer k chaque valeur le signe n- et 
le signe — . On ne considere que les parties des plans qui sont placees au-dessus dii plan 
horizontal des -r/; et ees parties superieures des plans donnas sont indefiniment prolon- 
gdes. II faut principalement remarquer que le systemo de tous ces plans forme un vase 
quileur sert de Umite ou d^eiiveloppe. La figure de ce vase extreme est cello d’un polyedre 
dont la convexite est tournde vers le plan horizontal. Le point inferieur du vase ou po- 
lyedre a pour ordonndes les valeurs X, Y, Z qui sont i’objet de la question; c’est-a-dire 
que Z est la moindre valeur possible du plus grand ecart, et que X et Y sont les valeurs 
de ^ et / propres k donner ce minimum, abstraction faite du signe. 

Pour atteindre promptement le point infdrieur. du vase, on dleve eii un point quclconque 
du plan horizontal, par exemple a I’origine des x et j, unc ordonnee verticale, jusqu’^ la 
rencontre du plan le plus dlevd; c’est-^-dire que, parmi tous les points d’intersection 
que Ton trouve sur cette verticale, on choisit le plus distant du plan des ,xf. Soit nii ce 
point d’intersection place sur le plan extreme. On descend sur ce m 6 me plan depuis le 
point mi jusqu’^ un point m 2 d’une ardte du polyedre, et, en suivant cette ardte, on des- 
cend depuis le point m 2 jusqu’au sommetma common k trois plans extremes. A partir du 
point m 3 , on continue de descendre suivant une seconde ar 6 te jusqu’h un nouveau sommet 
7724 ; et Ton continue Tapplication du m 6 me procdde, en suivant toujours cello des deux 
aretes qui conduit a un sommet moins 61ev6. On arrive ainsi tres prochainement an point 
le plus bas du polyddre. Or cette construction reprdsente exactement la s 6 rio des opdra- 
tions numdriques que la regie analytique prescrit; elle rend tres sensible la marcho de la 
methode, qui consiste k passer successivement d’une fonction extrtoo a une autre, en 
diminuant do plus en plus la valeur du plus grand ecart. Le calcul des indgalites fait con- 
naltre que le mdme procddd convient a un nombre quelconque d’inconnuos, parce que les 
fonctions extremes ont, dans tous les cas, des proprietds analogues k cellos des faces du 
polyddre qui sort de limite aux plans inclinds. En gendral, los propri 6 t 6 s des faces, dos 
ardtes, des sommets et des limites de tous les ordres subsistent dans 1 ’ Analyse gdndralo, 
quel que soit le nombre des inconnues. Les bornes de cos Extraits ne nous permettent 
point une exposition detaillde, qui pourrait seule donner une connaissanco compldto de la 
methode et de I’ordre qu’il faut dtablir dans les operations numdriques lorsque le nombre 
des fonctions est tres grand; mais la construction prdcddonto suffit pour montrcr lo carap- 
tere de la solution. 

Nous indiquerons maintenant I’objet d’une recherche plus gdndrale, commune k Louies 
les questions de Fanalyse des indgalitds. 7, -z, ddsignant les inconnues, il 

s’agit de trouver pour ces quantitds des valeurs qui satisfassent k un nombre quelconque 
de conditions lindaires dont chacune est exprimeo par le signe > ou <, et qui contien- 
nent^, 7, u, t. On procedera comme il suit pour dliminer successivement .r, 7, 

2 , . , . . Chacune des inegalitds donne dvidemment pour x une condition de la forme 

> A -h B7 -h H- . . . 


ou de la forme 


^ < a -1- B7 H- -f- . . . . 
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On compare chacune des conditions de la premiere forme a cliacune des conditions de la 
seconde, et Ton ecrit, pour exprimer celte comparaison, 

CC -H -t- Y 2 •*.]!>• A H- Bj'' -f- C 3 -t- .... 

Par ce moyen on forme de nouvelles inegalites ou x n’entre plus. II arrive presque tou- 
jours qu’un assez grand nonibre de ces nouvelles inegalitds subsistent dvidemment, et 
qu’il est inutile do les ecrire. Ces reductions se presentent d’elles-memes, et elles sim- 
plifient beaucoup le calcul. 

Lorsqu’on a remplace les indgalitds qui contenaient jr, j, 3, ..., t par celles qui 
contiennent seulement j, 3, . . ., t, on elitnine y suivant le m6me procdde; et conti- 
nuant I’application de cotte rdgle, on obtient des conditions finales ou il n’entre qu’une 
seule inconnue t. On en ddduit pour cette dernierc incoimue des limites numeriques, dont 
les lines sont de la forme ? > a, et les autres de la forme t < h. On n’a plus k considdrer 
que la plus petite B des limites et la plus grande A des limites a. S’il arrive que A soit 
tin nombre plus grand que B, on en conclut avec certitude que la question proposeo n’a 
aucune solution possible; et c’est a ce caractdro quo Ton reconnait si les conditions pro- 
posdes en 3, . . ., t peuvent toutes subsister a la fois. Lorsque la limito B n’est 
pas moindre que la limite A, la question proposce ne renferme point de conditions incom- 
patibleSj et, gdneralcmeut parlant, ello admet une infinite de solutions. On attribuera done 
k t une valour quelconquo comprise entre A ct B, et, substituant cette valeur do t dans 
les conditions qui ne contiennent que u et on trouvera des limites numdriques pour u. 
Or il arrivora noccssairement quo la. plus petite des limites suporieures do u surpassora la 
plus grande des limites infdriourcs de On prendra done pour u une valeur quelconque 
comprise entre ces limites. Substituant pour it ot t letirs valeurs numdriques dans les con- 
ditions qui contiennent u et et une autre inconnue seulement, on ddtorminera do la mdme 
maniere la limite de cette nouvellc inconnue; I’application de la mdme regie fora connaltrc 
les valeurs do toutes les inddtorinindes : car il est impossible, commo nous Favons dit, que 
Ton ne trouvo pas pour cliaquo inconnue une valeur comprise entre ses deux limites. Cette 
contradiction no pourrait avoir lieu quo pour la derniero inconnue t] et cola arrive lorsque 
les conditions proposeos renforment quelquo iinpossibilitd quo lo calcul a ddveloppdo. 

La rdgle prdeddonto so prdsonto on quolquo sorto d’cllo-momo; mais il ost ndcossairo 
d’en donner une demonstration compldto. Celle qui ost rapportde dans le Mdmoire consiste 
a prouvor qu’aprds Fdlimination d’unc inconnue : les conditions oxprimdes en j, s, . . ., 
li^ t doivent toutos subsistor, si la question admot une solution possible; quo, rdcipro- 
quement, si ces conditions subsistent, on pent satisfaire <\ toutos celles qui ont dtd propo- 
sees; ainsi, la question no pord point do son dtenduo lorsqu’on dlimine une des inconnuos. 
Cette question dernouro oxactomont la mdme jusqu’i la fin du calcul. Il n’y a aucune solu- 
tion de la question proposeo qui no puisse dtro trouvde par I’applieation de la rbglo. 

Il ne nous rosto plus qu’a considdrer le systome do toutes ces solutions rdunios, et k 
montrer distinctemont en quoi consiste cot assemblage. Nous choisissons pour cxemple lo 
cas oil les conditions lindairos proposdes, on nombro quelconque, renferment trois incon- 
niies X, j, 3. Car les mdmos consequences s’appliquent a un nombre quelconquo d’indd- 
termindes. 

Si Ton rdsout, par la mdthodo de Fauteur, des indgalitds qui contiennent .r, j, 3 et des 
coefficients numeriques donnds, on pout former sdparemont cliaque solution, e’est-a-dire 
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chaque sysltoe de trois valeurs a, y qui, subslituees ^ .r, j, z, satisfont a toutes les 
conditions exprimfe. Ces valeurs simultanees a, p, 7 sont les trois coordonn^es d’un cer- 
tain point. Toute solution possible est ainsi marquee par un point dont les coordonnees 
sont les valeurs de .r, j, s. Or on reconnait que I’assemblage de ces points forme, dans 
tons les cas, un volume termine par un polyedre; et tout systeme d’inegalites entre trois 
inconnues z, quelle que soit la question d’Analyse, de Mecanique ou de Physique a 
laquelle ses conditions se rapportent, conduit a une solution g6nerale represent(§e par un 
certain polybdre que Ton peut construire. Chaque point du volume que ce polyedre ter- 
mine marque une solution particuliere de la question. Si elle n’admet qu’une seule solu- 
tion, CO qui est le propre des questions determinees, le volume se reduit a un seul point. 

Si les in^galites renferment seulement deux variables ^ etj, le volume se r6duit a Faire 
d’une figure plane terminde par un polygone. Lorsque la solution proposee n’admet aucune 
solution possible, les plans ou les droites qui determinaient le polyddre ou le polygone se 
Irouvent dans des situations respectives telles que la figure n’existe point. 

Les questions que cette analyse resout ont des etendues indgales. Les unos sont assu- 
jetties a des conditions plus restreintes, qui limitent beaucoup le lieu des solutions; les 
autres ont de telles conditions que le systeme de toutes les solutions possibles occupe un 
plus grand intervalle. L’dtendue propre k chaque solution est toujours une quantity que 
Ton peut exprimer en nombre; la mesure de cette etendue est celle du volume que ter- 
mine le polyedre correspondant k la solution gendrale. Quelque diverses quo soient les 
questions proposees, elles peuvent toujours dtre compar6es entre elles sous le rapport de 
leur Etendue; c’ est principal ement cette consideration qui constitue le calcul des inegalites; 
c’est par Ifi que cette analyse se lie k la th6orie des probabilitds. 

Lorsque le nombre des inconnues ne surpasse pas trois, la valeur du volume ou de 
Faire qui rdpond a la solution donne la mesure de Fdtenduo de la question. Si Ton consi- 
dere plus de trois inconnues, F^tendue de la question cesse d’etre rcpr6sentde par uno 
construction gdom6triquey et toutefois on la determine encore par des intdgrales ddfmies 
qu’il est tres facile d’effectuer, et dont les limites sont indiquoes par le calcul analytique. 
Les fonctions extremes remplacent, comme nous Favons dit, les faces, les aretes, les som- 
mets, et reproduisent inddfmiment dans Fanalyse gdndralo toutes les propri6t6s des figures 
et de leurs termes des differents ordres. 

Si les conditions sont exprimdes par des indgalites non lindaires, la question ne change 
point de nature, et peut encore dtro traitde par les m6mes principes; mais Fobjet principal 
du Mdmoire est d’etablir les didments de cette branche de Fanalyse indeterminde. On voit 
qu’elle comprend une classe tres etendue de questions, susceptibles des applications les 
plus varides, et qui sont rdsolues par un calcul uniforme, analogue a la mdthode algd- 
brique. 
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NOTE 


SUR 

LA CHALEUR RAYONNANTE. 


Annates de Chimic et de Physique, Sorie 1 , Tome IV; 1817, p. i ^8. 


Dans TExtrait de I’Ouvrage de M. Fourier sur la Theorie inathema- 
tique de la clialeur, nous avons enonce la loi qui determine I’intensite 
des rayons sortis d’un meine point d’une surface echauffee. II est 
exactcment demontre que I’intensite des rayons n’est pas la meme, 
qu’elle depend de Tangle compris entre le rayon et la surface dont il 
sort, et qu’elle est proportionnelle au sinus do cet angle. On a reconnu 
quo ce resultat, dcja indiquc par les experiences de M. Leslie, est une 
consequence necessaire de Tequilibre de la chaleur rayonnante : car 
cet equilibre nc pourrait avoir lieu si Temission de la chaleur etait 
assujettie a une autre loi. On sait aussi que ce rapport constant de 
Tintensite au sinus do Tangle d’emission n’est point altere par la 
reflcxibilite plus ou moins parfaite des surfaces; enfin on a donne 
Texplication physique de cette loi. La suite de ces propositions forme 
la Theorie matbematique de la chaleur rayonnante, telle qu’elle a ete 
donnee pour la premiere fois dans les Memoires de M. Fourier que nous 
avons cites. L’inegale intensite des rayons emis n’est point, comme on 
aurait pu le presumer d’abord, Teffet des forces repulsives qui agissent 
a la surface des solides. Elle provient de ce que la chaleur envoyee par 
les molecules interieures assez voisines de la surface pour concourir a 
Temission directe est interceptee en plus grande partie lorsqu’elle 
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tend a sortir sous une direction inclinee que sous la direction nor- 
male. 

En indiquant les differentes preuves que Ton peut donnor de la loi 
de remission, nous avons ajoute que, si cette loi n avail point lieu, 
I’equilibre de la chaleurne pourrait point s’etablir; que des coips places 
dans un espace vide, termine par une enceinte entretenue a une tempera- 
ture constante, n acquerraient point ou ne conserveraient point la tempe- 
rature de r enceinte; qiiils changeraient de temperature en changeant 
de forme ou de situation; que les uns seraient incomparablement plus 
echauffes que les autres, el que Von trouverait, par exemple, la tempera- 
ture de I’eau bouillante ou du fer fondant en certains points d’un espace 
termine par une enceinte glacee. C’est, en effet, cc qui aurait lieu si les 
rayons de chaleur etaient egalement intenses quelle que fut leur direc- 
tion. Ce resultat est tres remarquable en lui-meme, et il est peut-etre 
plus propre qu’aucun autre a rendre sensible la verite physique qu’il 
s’agit d’etablir. 

Plusieurs de nos lecteurs ayant desire connaitre textuellement la 
demonstration de cette proposition, nous avions le dessein d’extraire 
de rOuvrage les passages qui la contiennent; mais I’auteur a bien 
voulu y ajouter quelques developpetnents, afin de rendre entierement 
elementaire I’exposition de cette partie de sa Tlieorie. E’est dans cette 
vue qu’il nous a communique la Note suivantc. 

Si un espace M entierement vide AWv{fig. i) est termine par une 
surface spherique S, qu’une cause exterieure quelconque retient a la 
temperature constante zero, et si I’on donne la meme temperature 
zero a un corps spherique [t. tres petit, qui est place en un point quel- 
conque i de cet espace M, il est evident que la molecule p. conservera 
sa temperature zero. 

On suppose nnaintenant que I’on eleve la temperature de I’en- 
ceinte S, et qu’on lui donne une valeur constante a au-dessus de zero; 
il s’agit de determiner la quantite de chaleur que la molecule sphe- 
rique p re(?oit de I’enceinte, et la temperature qu’elle doit acquerir. 
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r designe le rayon de la surface spherique; 
a sa temperature permanente; 

p le rayon incomparablement plus petit de la molecule; 
g la distance du centre de la molecule au centre de I’espace; 
a la temperature que la molecule doit acquerir et conserver; 

A exprime la quantite de chaleur excedente qui est emise pendant 
I’unite de temps par I’unite de surface, lorsque la temperature est 
elevee d’une unite. 


Fig. I. 



Cette definition ct le calcul qui determine la temperature a en fonc- 
tion des quantites connues a, r, g sont fondes sur les principes sui- 
vants : 

I. On determine deux temperatures fixes, savoir : celle de la glace 
fondantc ct celle de I’eau bouillante. On suppose que I’ebullition a lieu 
sous une prcssion de fair deterrainee. Cette pression est mesuree par 
une certaine hauteur du barometre, le mercure de cet instrument ayant 
la temperature de la glace fondante. On prend pour I’unite de tempe- 
rature la difference des deux temperatures fixes. 

On mesure les quantites de chaleur en exprimant par un nombre 
combien elles contiennent de fois une certaine quantite prise pour 
unite. 

Cette unite est la quantite de chaleur necessaire pour porter un 
corps donne (une masse de fer formant I’unite de poids) de la tem- 
perature de la glace fondante a la temperature de I’eau bouillante. 

On pourrait prendre pour la temperature qui repond a zero sur 
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reclielle thermometrique celle de la glace fondante, ou celle de la 
congelation du mercure, ou une temperature inferieure quelconque. 
Si Ton designait par zero la temperature de la glace fondante, celle 
de I’eau bouillante serait designee par i. Une masse de fer egale a 
I’unite de poids, et ayant la temperature zero, recevrait done la tem- 
perature I si Ton ajoutaitune quantite de chaleur c egale a celle qui 
est prise pour unite. Une temperature quelconque designee par .s est 
celle que la meme masse recevrait si Ton ajoutait la quantite de cha- 
leur zc. 

Si une masse solide conserve dans tons ses points, en vertu d’une 
cause quelconque, une temperature constante, et si elle est placee 
dans un espace vide d’air, il en sortira pendant I’unite de temps une 
certaine quantite de chaleur toujours remplacee par la cause qui main- 
tient la temperature. On suppose que la surface XZ 2) appartienne 

Fig. 2. 


m 

X 

a la superficie de ce solide, que son etendue soit celle de I’unite de sur- 
face, et que la temperature fixe du corps soit zero. On designe par A la 
quantite de chaleur qui sort de cette unite de surface pendant I’unite 
de temps. Si la temperature constante du solide est i au lieu d’etre zero, 
la quantite de chaleur sortie de I’unite de surface XZ pendant I’unite 
de temps sera A -h A. Le produit de remission sera augmente de h. On 
ne pent douter que tous les corps n’envoient une grande quantite de 
chaleur dans I’espace qui les environne, quelle que soit leur tempera- 
ture, et meme si elle etait inferieure a toutes celles que Ton a ohser- 
vees jusqu’ici. Cette propriete se manifeste surtout dans les effets qui 
dependent de la reflexion du froid, et dont MM. Pictet et Prevot ont 
donne les premiers I’explication ; mais nous pouvons nous dispenser 
d’avoir egard a cette emission de la chaleur aux temperatures infe- 
rieures. Les consequences que Ton se propose de demontrer seraient 
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encore vraies si la quantite designee par A etait nulle. II est seulement 
necessaire de remarquer que le coefficient h n’exprime point la quan- 
tite totale et absdlue de clialeur qui sort de I’unite de surface XZ 
retenue a la temperature i pendant I’unite de temps, mais seulement 
la quantite excedante due a I’elevation i de la temperature. 

Si la temperature constante do. la surface XZ est egale \ h,h desi- 
gnant une fraction ou un certain nombre d’unites de temperature, la 
quantite de chaleur emise pendant I’unite de temps sera hh\ elle croit 
proportionnellement a la temperature h, ou du moins ce rapport a une 
valeur sensiblement constante pour les temperatures que nous pouvons 
facilement observer et mesurer. 

Si la masse etait plongee dans I’air, remission de la chaleur occa- 
sionnerait dans le milieu un courant dont la vitesse dependrait de la 
temperature h. Dans ce cas, et si la valeur de h etait tres grande, la 
quantite de chaleur emise ne seraitpas exactement representee par hh-, 
il faudrait y ajouter un nouveau terme dont on peut ici faire abstrac- 
tion : car remission a lieu dans le vide, et les propositions que I’on va 
demontrer pour des temperatures moyennes seraient encore vraies si 
les temperatures cxcedaient les limites ordinaires des observations. 

Lorsquo I’etendue de la surface XZ est s au lieu d’etre i , s desiguant 
line fraction, ou un certain nombre d’unites de surface, la quantite de 
chaleur emise pendant I’unite de temps est hs. 

Les observations ont fait connaitre que la forme de la surface 
echauOfee XZ n’intlue point sur la quantite de chaleur emise. Cette 
quantite serait encore egale a A si I’aire XZ appartenait a la superficie 
d’un solide d’une forme quelconque. Seulement cette forme pourrait 
etre telle que des rayons de chaleur envoyes par une partie de la sur- 
face XZ tombassent sur une autre partie de cette meme surface. 

11. Un element w de la surface XZ ayant la temperature constante h 
envoie pendant I’unite de temps une quantite de chaleur excedante 
egale a hh. Chaque point m de cet element est le centre d’une infinite 
de rayons qui se succedent sans interruption, et composent un hemi- 
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sphere toujours rempli de chaleur. La capacite d’un rayon donne est 
proportionnelle a I’airc qu’il occupe sur la surface hemispherique dont 
le centre est en m et dont le rayon serait r. Si Ton suppose qu’un de 
ces rayons R occupe un tres petit espace t sur la surface de I’hemi- 
sphere, dontl’etendue est ait, -n: designant la longueur de la demi-cir- 

conference dont le rayon est i, la capacite du rayon R sera le rapport 

On pourrait concevoir que tous les rayons qui sortent du point m ont 
la meine intensite, c’est-a-dire, qu’a egale capacite ils contiennent la 
meme quantite de chaleur, et alors la distribution de la chaleur dans 
I’hemisphere serait uniforme. L’hypothese que Ton formerait ainsi est 
entierement contraire aux proprietes naturelles de la chaleur. La com- 
position de riiemisphere n’est point homogene ; I’intensite de chaque 
rayon est exactement proportionnelle au cosinus de Tangle que la 
direction de ce rayon fait avec la normale a la surface. Ainsi, Tinten- 
site du rayon perpendiculaire est double de celle du rayon qui fait 
avec la surface un angle egal au tiers d’un droit. II est tres facile de 
reconnaitre que si remission de la chaleur est assujettie a cette loi, 
Tequilibre subsiste de lui-meme dans toutes les parties de Tespace, et 
Ton prouve, par une analyse semblable, que Tequilibre ne peut sub- 
sister sans cette condition. Les Memoires cites dans TExtrait precedent 
contiennent la demonstration de ces theoremes. On ne se propose point 
ici de la rapporter, mais seulement d’examiner quels seraient les elfets 
de Temission de la chaleur si tous les rayons avaient une egale inten- 
site. 

Pour mesurer Tintensite z d’un rayon R dont la capacite est infi- 
niment petite, on suppose que tous les autres rayons qui partent du 
meme point m et remplissent Themisphere ont cette meme intensite z, 
et qu’il en est de meme de tous les autres points m! , m", ml", ... de 
Tunite de surface XZ. Dans ce cas, Taccroissement de la chaleur emise 
pendant Tunite de temps, et qui serait du a Televation de tempera- 
ture I, aurait une valeur differente de h. On represente par cette 
valeur, et elle est la mesure exacte de Tintensite du rayon. II est mani- 
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h = 



sino) COSO d(D. 


En designant simp par a, on a h=g J F(cr) da-, et I’integrale doit etre 
prise de p = o a p — i-ii, ou de O' = o a cr = I : ainsi le coefficient g est 



et I’expression generale de I’intensite dans les questions de ce genre est 



Si Ton supposait que I’intensite fut la meme pour tons les rayons, 
quel que fut Tangle p, la fonction F(sinp) sefait i; on aurait g — h. 

Si Ton suppose que Tintensite est proportionnelle au sinus de 
Tangle d’emission, ce qui est le cas de la nature, la fonction F(sinp) 
est egale a sin p : on a alors 



et 2 h. 


Dans ce cas, Tintensite x; d’un rayon R sorti de la surface sous 
Tangle p est aAsinp. La quantite h represente Tintensite moyenne; 
celle du rayon normal est 2A; c’est-a-dire que, si tons les rayons 
avaient cette meme intensite, le produit de Temission serait double de 
ce qu’il est en effet. L’intensite de ce rayon, qui fait avec la surface 
un angle egal au tiers d’un droit, est A; elle est egale a Tintensite 
moyenne : c’est elle qu’il faudrait donner a tous les rayons pour que^ 
le produit de Temission fut egal a celui que Ton pourrait mesurer par 
les observations. 


iV. Les principes que Ton vient d’etablir suffisent pour determiner, 
au moyen d’une analyse fort simple, tous les effets de la chaleur rayon- 
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nante, tant que Ton n’a point egard a la reflexibilite des surfaces. 
L’explication complete de cette derniere propriete exigerait des deve- 
loppements plus etendus. On peut en faire abstraction lorsqu’on se 
propose seulement de calculer les temperatures dans un cas particu- 
lier comme celui de I’egale intensite des rayons. On pourrait aussi 
omettre I’article precedent; mais la remarque qu’il contient est neces- 
saire pour comparer I’hypotbese d’une egale intensite a celle d’une 
intensite proportionnelle au sinus de Tangle d’emission. 

V. On suppose maintenant que la distribution de la chaleur dans 
Themisphere est uniforme, et il s’agit de determiner, pour ce seul cas 
oil tous les rayons sont egalement intenses, la temperature que doit 
acquerir une molecule spherique p. placee a la distance g du centre de 
Tespacc spherique. On suppose aussi que Tetat de la superficie de la 
molecule est Ic mcme que Tetat de la surface interieure de Tenceinte.. 
Par consequent le coefficient h est commun aux deux surfaces. 

La molecule spherique dont le centre occupe le point i roQoit pen- 
dant chaque instant une certaine quantite de chaleur de tous les points 
do Tenceinte S dont la temperature est a, ct elle envoie aussi, par sa 
propre surface, une certaine quantite do chaleur qui depend de sa 
temperature. Supposons que Ton donne a cette sphere infiniment pe- 
tite p une temperature a telle que la quantite de chaleur envoyee par 
la molecule pendant un instant soit egale a celle qu’elle recevrait de 
Tenceinte pendant le memo temps; il est manifeste que la tempera- 
ture a ne pourra varier. 

Si Ton donne a la sphere p une temperature moindre que a, cette 
molecule recevra une quantite de chaleur plus grande que celle qu’elle 
envoie; elle s’echaulfera de plus en plus, sa temperature s’approchant 
continuellernent do la valeur a. Si, au contraire, la molecule regoit 
d’abord une temperature plus grande que a, la quantite de chaleur 
perdue par la molecule surpassera celle qu’elle regoit, et la tempera- 
ture diminucra en s’approchant continuellernent de la valeur a. 

Pour determiner la temperature que doit acquerir la molecule lors- 
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qu’on la place au point i de I’espace, il faut done trouver une valeur a 
de la temperature qui soit telle que la chaleur perdue par cette sphere p. 
soil egale a la chaleur regue pendant le meme temps. 

p etant le rayon de la sphere p., la quantite de chaleur qui sort de 
la molecule pendant I’unite de temps est h.l^-Kp-a. II reste a deter- 
miner la quantite de chaleur que cette molecule regoit. On consi- 
derera d’abord Taction d’un seul point M de la surface spherique S. 
On designe par ® Tangle MAB; Tare MB sera r'p, r etant le rayon de 
la surface spherique. L’ordonnee MP sera rsintp; Tabscisse PA sera 
rcos®, et Vi sera rcosip — g. 

En designant pary la distance Mf du point M au centre de la mole- 
cule, on aura 

y-=: r- sin^p -t- (/• coso— gY= r - — igr COS9 -t- g^. 


Le rayon dont le centre est en M, et qui enveloppe la molecule sphe- 
rique pL, occupe une certaine partie de la surface hemispheriqu'e dont 
le centre serait aussi en M, et qui aurait pour rayon la distance j. 
L’etendue de cette portion occupee par le rayon incident est ; ou 
plus exactement cette etendue ne differe de -np^ que d’une quantite 
infiniment petite par rapport a elle-meme, parce que le rayon p est infi- 
niment petit par rapport a y. La surface de ce meme hemisphere est 

2ny- ; done la capacite du rayon incident est ou - Si Ton 

designe par w Taire d’un element infiniment petit auquel le point M 
appartient, la quantite de chaleur envoyee par cet element a la mole- 


cule [A pendant Tunite de temps sera 



(oa. 


Si TMeraent MM' de Tare BM tourne autour do Taxe BD, il tracera 
une zone spherique qui envoie a la molecule une quantite de chaleur 
exprimee par 


ha 




2 TT /• sin cp r d(D 


ou 



Tip^ sin 9 do.,. 


En integrant cette dilferentielle depuis 9 = 0 jusqu’a (p = tt, on con- 
naitra la quantite totale de chaleur regue par la molecule p.; et, comme 
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ia quantite do chaleur perdue est a, on doit avoir Tequation 


r ' • 

a— a — SI 

Jo r 


SillG cfo. 


II est facile de determiner la valeur de a, ou 


4 Jo COSO 


On designera par n le rapport donne p et supposant coso —p, on 


aura 


=rx:v 


■ dp 


2 np 


L’inteffrale f — ; est 

° J I — 2 np n- 


2 n 


log(i •^ 2 np + -H const., 


et la constante est 


2 n 


IOg(l — 2/1 /1-), 


puisque I’integrale doit etre nulle lorsque = i; on a done 

■ r— 


— I , _ 2 « -H ni j ’ 


t np /i^ 2 n 


et faisant p — i , on a 


f -Jp „_Liogr(i±J?j^l-iingf-L±-^ 

Jj « ^Vi-« 


II suit de la que la valour de a est donnee par I’equation suivanto 


a = ja^\og[ 


I 

/* 


, VW 

4 p 


r 


Si, par exemple, ^ = “T, on aura a = ^alogS ; et lorsqu on augmen- 
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tera la valeur de j depuis ^ jusqu’a i, le rapport ^ augmentera depuis 
i log3 jusqu’a I'infini . 

Lorsque ^ est nul, I’expression devient et Ton trouvera, par la 
regie connue, soit en differentiant, soit en reduisant en serie, a = 

Ainsi la molecule, etant placee au centre de la sphere, acquerrait 
seulement une temperature egale a la moitie de celle de I’enceinte. 
Lorsqu’on eloignerait cette molecule du centre, elle prendrait une 
temperature d’autant plus grande qu’elle serait plus voisine de la su- 
perficie. Cette temperature acquise deviendrait d’ahord egale a celle 
de I’enceinte; ensuite elle augmenterait toujours si Ton rapprochait la 
molecule de la surface, et elle pourrait devenir aussi grande qu’on le 
voudrait. 

VI. On pent determiner en quel point la molecule doit etre placee 
pour que sa temperature ait une valeur donnee egale a ma, m etant un 
nombre quelconque. II suffit de resoudre I’equation 



en regardant comme I’inconnue le rapport n ou question qui appar- 
tient a la theorie des equations, et dont la solution est facile. 

On voit done que, si les rayons qiii sortent d’un point m d’une sur- 
face echauffee avaient la meme intensite sous toutes les directions, 
I’equilibre de la cbaleur ne pourrait s’etablir dans un espace termine 
par une surface spherique entretenue a une temperature constantc. 

La molecule spherique que Ton y placerait changera it de tempera- 
ture en ebangeantde position. On pourrait placer le centre de la mole- 
cule en un tel point que la quantite de cbaleur qu’elle recevrait fut 
incomparablement plus grande que pour un autre point. Supposons, 
par exemple, que la molecule [x soit d’abord a la temperature a; sa 
surface perdrait la memo quantite de cbaleur A qu’une surface de 
m4me etendue qui ferait partie de I’enceinte. Si done le lieu ou Ton 
place la molecule etait tel qu’elle regut de I’enceinte une quantite de 
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chaleur egale a A, elle conserverait iiecessairement la temperature a 
qu’on lui aurait donnee. Or on peut toujours designer le point de I’es- 
pace oil la chaleur regue est egale a A, et c’est en ce point seulement 
que I’equilibre a lieu; il serait impossible pour tous les autres; la mo- 
lecule, placee au centre de I’espace, recevrait seulement une quantite 
de chaleur egale a jA; et, en I’approchant de la paroi interieure de 
I’enceinte, on trouverait des points pour lesquels la chaleur reque est 
cent fois ou mille fois plus grande que A. II en resulterait done une 
temperature acquise incomparablement plus grande quo celle de I’en- 
ccinte; ce qui est contraire a toutes les observations. 

Maissi le rayon MI qui sort du point M de I’enceinte contient, a egale 
capacite, d’autant moins de chaleur qu’il fait un plus petit angle avec 
I’Mement de la surface s, et si son intensite est proportionnelle au 
sinus de cet angle, la quantite totale de chaleur regue par la mole- 
cule jx est egale a A, quelle que soit la distance lA designee par g. 
Cette proposition ne depend ni do la forme de I'enceinte, ni de celle 
du corps fini ou infiniment petit p. qui regoit la chaleur. 

Vn. On n’a point considere dans le calcul precedent la propriele 
que peuvent avoir les surfaces de reflechir une partie de la chaleur 
incidentc qu’ellcs regoivent des corps environnanls; et Ton n’a point 
explique la cause physique du decroissement de I’intensite des rayons, 
et les elfets qui resulteraient de toute autre loi de decroissement. Ces 
parties de notre Theorie necessitent un examen plus approfondi : au 
reste, il est facile de voir quo, dans le cas d’une emission homogene, 
la molecule p, placee au centre de I’espace spherique, en acquerant la 
propriete de reflechir une partie des rayons incidents, ne prendrait 
point une temperature egale a celle de I’enceinte. 

En effet, chaque point M de I’enceinte envoieala molecule un rayon 

I 

de chaleur dont I’intcnsite est ah, et la capacite - 

Done la quantite de chaleur envoyee a la molecule par un element co 
de la surface interieure de I’enceinte est pg, en multipliant cette 


11 . 
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derni'ere quantile par le rapport de la surface entiere 4'^r- a 1’ ele- 
ment CO, on trouvera la quantile totale de chaleur aup-aA que repoit 
la molecule p.; et cette quantile est deux fois moindre que celle qui 
est envoyee dans I’espace par la meme molecule retenue a la tempera- 
ture constante a; car cette derniere quantile est evidemraent 4<J>p-aA. 
Si maintenant on suppose que la molecule n’est point penetree par 
toute la chaleur incidente, mais qu’elle en repousse une partie, il est 
visible qu’il n’en peut point resulter que la chaleur repue devienne 
^uivalente a la chaleur perdue. .11 semble meme que Ton pourrait en 
conclure que I’inegalite serait encore plus grande. Mais cette derniere 
cons^uence ne peut etre admise. En effet, quoique Ton ne connaisse 
pas encore la nature de cette force qui, s’exerpant a la surface, repousse 
vers I’espace exterieur une partie de la chaleur incidente, ct I’empeche 
de penetrer dans le solide, on sail que cette meme cause contient ou 
reflechit dans I’interieur des corps une partie de la chaleur rayonnante 
qui tend a se porter dans I’espace environnant : Tune ct I’autre pro- 
priete ont une cause commune. Si Ton change I’etat de la surface, et 
si, en lui donnant un poli plus parfait, on diminue d’une certaine partie 
d’elle-meme la quantile de chaleur emise, on diminue dans le meme 
rapport la quantile de chaleur admise, c’est-a-dire celle qui, etant 
envoyee au solide par les corps environnants, peut traverser sa sur- 
face et penetrer dans I’interieur. Dans tons les cas, il est manifesto 
que la molecule p., placee au centre de I’espace, soil qu’elle jouisso 
ou non de la facultc de reflechir une partie des rayons, ne pourrait 
prendre dans I’hypothese de remission homogene qu’une temperature 
tres inferieure a celle de I’enceinte. Or ce dernier resultat n’est pas 
moins contraire aux fails que si la temperature etait trop elevee. On 
voit, par exemple, qu’en prenant pour la temperature constante a 
de I’enceinte. celle qui repond a la fusion d’une certaine substance, 
on trouverait que la molecule placee au centre doit acquerir la tem- 
perature de la glace fondante. Il suffirait, pour que co resultat cut 
lieu, que la temperature designee par zero dans le calcul precedent 
eutune valeur inferieure a celle de la glace, et telle que la tempera- 
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tui'e de la glace fut moyenne ei;)tre celle qui repond a zero et celle quo 
Ton attribue a I’enceinte. 

VIII . On a represenle par A la quantite to tale et absolue de chaleur 
que I’enceinte de surface envoie dans I’espace pendant I’unite de temps 
lorsque la temperature de la surface est zero. Dans le calcul precedent, 
on a du fairc abstraction do cette quantite A ou la regarder comme 
nulle; en effet, si I’enceinte S avait la temperature constante zero, la 
molecule [j. placee en iin point quelconque de I’espace conserverait la 
temperature zero si elle I’avait regue d’abord. Pour que cet effet ait 
lieu, il est necessaire, ou que la quantite A soil nulle, ou que la cha- 
lour roQue par la molecule soit toujours egale a celle qu’elle envoie 
ellc-meme dans I’espacc. Dans le premier cas, qui est purement hypo- 
tlietique, la temperature prise pour zero correspondrait a I’etat des 
corps ((ui n’emettent aucune chaleur. Dans le second cas, I’equilibre 
a lieu a la temperature zero, parce quo remission est assujettie a la loi 
de decroissement qui rend cet oquilibre possible. 

L’analyse precedent', prouve done quo, si une partie seulement de la 
chaleur ernise, .savoir celle qui est duo a I’clevation a de la tempera- 
ture, n’etait point assujettie a la memo loi, et (pi’elle fut au contraire 
uniforrnement distribueo, on observerait, ii partir de la temperature 
zero, des elfetsenorrnes opposes a toutes les observations, etrequilibre 
de la chaleur rayonnante eesserait entierement de subsister. Si Ton 
choisit pour la temperature designee par zero celle qui convient a la 
congelation du mercure, et si la valeur designee para est la tempera- 
ture d(>. la glace fondante, on trouvera sur le rayon BA un point E tel 
que la molecule, y etant placee, acquerra aussi une temperature egale 
a a, et Ton trouvera ontre les points B et E un point E' pour lequel la 
temperature serait celbi de I’eau bouillante. Enfin, on trouverait entre 
B (A E' un point E" ou la temperature acquisc par la molecule serait 
cello qui repond a la fusion du fer. Pour que ces resultats eussent 
lieu, il ne serait memo pas n6cessaire que toute la chaleur emise par 
les corps fut assujettie a une distribution uniforme; il suffirait quo la 
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loi naturelle du decroissement ne fut point observee an dela du terme 
qui correspond a la temperature zero. 

Ainsi le fait general de I’equilibre de la chaleur rayonnante suppose 
qu’il n’y a aucune partie de la chaleur emise qui nc soit assujettie a la 
loi que nous avons deinontree. Si, pour une portion quclconque de cette 
chaleur projetee, remission etait homogene, I’equilibre serait trouble 
dans tonte la masse, ct Ton observerait, a partir d’un point fixe, toutes 
les temperatures possibles dans un espaco oil il ne peut y en avoir 
qu’une seule. 
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THfiORIE PHYSIQUE DE LA CHALEUR RAYONNANTE. 


Annales cle Chirnie et de 'Physique, Serio I, Tome VI, p. 269; 1817. 


I. 

On s’est propose, clans les Notes suivantes, d’examiner diverses 
questions relatives a la Theorie physique de la chaleur rayonnante, et 
de rarnener aux principes generaux de cette theorie plusieurs faits 
remarquahles dont I’explication avait d’abord paru sujette a quelque 
incertitude. 

Lorsqu’on expose, le soir, a I’air lihre, d(is corps de ditlerente es- 
pece, on observe qu’ils se refroidissent tres inegalement. Les sub- 
stances rnetalliques polies conservent plus lougtemjis leur chaleur; la 
terre, I’herbe, la laine se rel'roidisscnt promptement a leur surface. Un 
thermometre dont la boulc cst noircie prend une temperature fixe, 
inferieure a celle quo marquerait ee meme thermometre si la boule 
etait couvei'te d’une envelopjie metallique. II s’agit de comparer ces 
faits, et specialernent le dernier, avec ceux qui servent de fondement a 
la Theorie de la chaleur rayonnante. On a demande comment I’explica- 
tion de ces efPets peut se concilicr avec un principe que tous les physi- 
ciens paraissent avoir admis, et qui suppose que la faculte de recevoir 
la chaleur est toujours egalc a celle de la communique!'. 

Un thermometre etant expose a Fair pendant la nuit, si Ton place 
un miroir metallique concave dirige vers le ciel en soi;te que. la boule 
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(iu thermometre occupc le foyer, on observe un abaissement sensible 
dans la temperature. II s’agit de donner I’explication exacte de cet 
elfet, et d’examiner si la forme concave du miroir concourt a I’aug- 
inenter en mettant le thermometre en communication avec une plus 
grande parlie du ciel. 

On a demande encore d’apres quels principes on pourrait demontrer 
le rayonnement de Fair, et s’il contribue aux eflfets que Ton vient de 
rapporter. 

La loi d’emission de la chaleur a donne lieu aussi a plusicurs ques- 
tions sur la nature de cette loi, sur les diverses preuves qu’on en pent 
apporter, et sur la cause physique qui la determine. On a demande, par 
exemple, si, pour expliquer cette cause, il est necessaire de considerer 
les rayons de chaleur emis par une molecule solide voisine de la sur- 
face comme etant en panic absorbes par les molecules intermediaires 
qui la separent de I’espace exterieur, et si la meine loi ne subsisterait 
point encore en supposant qu’il ne s’opere aucune absorption. 

On a fonde cette remarque sur I’analyse meme qui conduit a I’ex- 
pression de la quantite de chaleur emise; car cette expression parait 
independante de la fonction qui represente pour une distance donnee 
la quantite de chaleur absorbee. 

Nous allons examiner sommairement les questions precedentes, et 
indiquer les principes qui servent a les resoudre. 

II. 

De la loi d’emission de la chaleur rayonnanle. 

On rappellera d’abord les theoremes relatifs a I’emission de la cha- 
leur rayonnante, car ils s’appliquent a toutes les questions que Ton 
vient d’enoncer. 

On peut arriver par differentes voies a la connaissance de la loi qui 
regie remission de la chaleur rayonnante. II est necessaire de consi- 
d6rer, sous plusieurs points de vue, cette proposition fondamentale. 

Si Ton mesure, au moyen d’un miroir metallique concave et d’un 
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thermometre place au foyer, I’effet de la chaleur rayonnante qu’une 
surface plane ecliauffee envoie a une certaine distance, et si Ton fait 
varier I’inclinaison de la surface, on voit que I’intensite de la chaleur 
emise est sensiblement proportionnelle au sinus de Tangle compris 
entre chaque rayon et Telement de la surface dont il sort. 

III. 

Cette loi a ete d’abord indiquee par les observations, ensuite on a 
demontre qu’clle est une consequence de Tequilibre de la chaleur 
rayonnante. En elfet, si, dans un point quelconque d’un espace que 
termine une enveloppe solide, opaque, retenue a une temperature 
constante, on place une molecule elevee d’avance a cette meme tempe- 
rature, il est certain que Tetat de la molecule ne subira aucun change- 
ment. Or, on pent demontrer que ce fait general, qui constitue Tequi- 
libre de la chaleur rayonnante, n’aurait point lieu si les rayons qui 
traverscnt un meme element de la surface do Tenceinte avaient la 
meme intensite dans toutes les directions. Il faut done chercher quelle 
est la loi du decroissement de Tintensite qui rend Tequilibre possible. 
Le resultat de cette recherche etant la loi clle-memc que nous avons 
enoncee, on voit qu’il y a une connexion certaine entre cette loi de 
Temission et Ic fait principal etahli par les observations communes. 
Cette relation est analogue a cello qui subsistc entre la propriete que 
les liquides ont de conserver lour niveau a la surface et le theoreme 
qui fait connaitre la diminution du poids occasionnee par Timmersion 
du solide. Il est evident que ce dernier theoreme serait tres imparfai- 
tement connu s’il etait seulement fonde sur des mesures donnees par 
Tcxperience, et si Ton no demontrait point qu’il est un resultat neces- 
saire de Tequilihre des liquides. 

IV. 

Il est facile de voir comment Tequilibre de la chaleur s’etablit ou se 
conserve d’apres cette loi. Il suffit da considerer les consequences sui- 
vantes. 

11. 45 
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Une molecule revolt toujours la meme quantile cle chaleur, quel que 
soitle point de I’espace qu’elle occupe. Chaque element de la surface 
d’un corps envoie a I’enveloppe solide autant de chaleur qu’il en revolt 
de cette enveloppe. La chaleur interceptee par un second corps, place 
entre le premier et I’enceinte, est exactement compensee par celle que 
le second corps envoie au premier. En general, I’equilibre s’etablit 
d’element a element, chaque particule d’une surface envoyant a une 
autre surface quelconque, finie ou infinimcnt petite, une quantite de 
chaleur rigoureusement egale a celle qu’elle re<,'oit. 

Ces consequences n’auraient point lieu si toute la chaleur envoyee, 
ou une portion tres sensible de cette chaleur, etait assujettie a une loi 
d’emission differente de celle que Ton a enoncee. Les corps change- 
raient de temperature en changeant de situation. Les liquides, acque- 
rant dans lours diverses parties des densites inegalcs, ne demeure- 
raient point en equilibre dans un lieu d’une temperature uniforme; 
ils y scraient animes d’un mouveinent perpetuel. 

V. 

On peut encore arriver a la connaissance de cette loi en considerant 
la cause physique de I’emission. II est evident, en effet, que, dans les 
corps solides non diaphanes, il n’y a qu’une couche tres pen epaisse 
qui puisse envoyer immediatement une partie de ses rayons dans I’es- 
pace exterieur. Cette couche solide est celle qui est la plus voisine de 
la superficie. 

Le meme effet a lieu pour la lumiere qui, dans les corps opaques 
dont la surface est eclairee, n’est emise que par les molecules extrtoe- 
ment voisines de cette surface. 

Lorsqu’un point materiel, place a une petite profondeur au-dessous 
de la superficie, projette sa chaleur en la dirigeant vers I’espace exte- 
rieur, une grande partie de chaque rayon est arretee par les molecules 
intermediaires. La quantite de chaleur interceptee depend d’une cer- 
taine function de la distance, et, quelle que soit la nature do cette 
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fonction, on trouve, par line analyse exacte, que la quantite totale de 
chaleur rayonnante qui sort sous une direction donnee est proportion- 
nelle au sinus de Tangle d’emission. 

YI. 

II est tres facile d’apercevoir ce dernier resultat en considerant 
cliaque point materiel conime le centre d’une infinite de rayons qui 
ont tous la meme intensite; car il suit de cela meme que les quantites 
de chaleur qui traversent un seul element de la surface, selon diffe- 
rentes directions, sont d’autant moindres que la direction est plus 
oblique, et qu’elles sont proportionnelles au sinus des angles d’emis- 
sion; mais on ne pent pas en conclurc que la loi subsisterait encore s’il 
n’y avait aucune absorption. En effet, le theoreme suppose que la masse 
est formee de deux parties, dont Tune envoie immediatement au dehors 
ses rayons ou une portion de ses rayons, tandis que Tautre n’en pout 
point envoyer dans le memo espacc. Si tous les points du solide con- 
couraient a Temissiou, la loi cesserait d’avoir lieu. 

On pent choisir des functions quelconques pour representer la quaii- 
tite de chaleur absorbee ii une distance donnee; mais il y a une condi- 
tion commune a laquelle ces fonctions sont assujetties. Chacune d’elles 
doit avoir ses valeurs luilles pour toutes les distances qui surpassimt 
une certaine quantite moindre quo Tepaisseur de Teiiceinte. Ainsi Ton 
peut donner une forme arbitraire a la courbe qui represente la fonc- 
tion, pourvu que toutes les ordonnees soient nulles lorsque Tabscisse 
surpasse une certaine ligne plus petite quo la profondeur de la masse. 
Si cette epaisseur de Tenceinte etait moindre que la plus grande dis- 
tance a laquelle la chaleur sc porte immediatement, la loi d’emission 
serait changee, ou plutot elle ne pourrait etre conservee que par Tin- 
fluence des corps exterieurs, s’ilsavaient eux-memes la propri6te d’ab- 
sorber la chaleur rayonnante : il faut done regarder cette propriete 
comme une des causes necessaires de la loi d’emission. On la suppose 
tacitement lorsqu’on calcule les effets du rayonnement en ne consi- 
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derant que les molecules extremement voisines cle la superficie; on la 
suppose aussi lorsqu’on represente la quantite de chaleur interceptee 
par une fonction dont toutes les dernieres valeurs sont nulles. 

On doit a M. Leslie les premieres experiences qui ont fait connaitre 
que I’intensite des rayons sortis d’un meme element de la surface 
varie avec Tangle d’emission, et qu’elle est proportionnelle au sinus de 
cet angle. On a roconnu ensuite : i° que cette meme loi est la condi- 
tion necessaire de Tequilibre de la clialeur rayonnante; 2 ° qu’elle. n’est 
point troublee, dans le cas de Tequilibre, par la reflexibilite imparfaite 
des surfaces; 3° qu’elle suppose le rayonnement uniforme des mole- 
cules interieures, et Textinction des rayons envoyes par les points 
situes a une certaine distance de la superficie; en sorte que la loi 
enoncee n’est autre chose que Texpression matliematique de ces deux 
conditions. Ces propositions, et celles qui composent aujourd’hui la 
Theorie matliematique de la clialeur rayonnante, ont ete donnees, 
pour la premiere fois, dans les Memoires que nous avons remis, il y a 
plusieurs annees, a Tinstitut de France, et qui conticnnent aussi les 
lois generales de la propagation de la chaleur dans Tinterieur des so- 
lides. 


VII. 

Expression de la quantite de clialeur direcle on rejlechie que regoit 
un point dont la position est donnee. 

Apres avoir etabli la loi a laquelle Temission estassujettie, on deter- 
mine facilemcnt la quantite de chaleur qu’une surface donnee envoie, 
soit directement, soil par voie de reflexion, a une molecule extreme- 
ment petite. Si la molecule p, {fig. i) est placee dans un point d’un 
espace vide d’air, termine par une enceinte solide, et si diverses par- 
ties aa et6Z> de cette enceinte ont des temperatures differentes a et h, 
on multipliera la temperature a de chacune de ces parties par la capa- 
cite a de la surface conique a pa, dont le sommet est en p, et qui em- 
brasse Taire oa. On entend par la capacite du cone a pa Taire a qu’il 
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intercepterait sui’ la surface spherique, dont le centre est en [x, et qui 
a I’unite pour rayon. 

En tormant des produits Seinblables pour toutes les parties aa, bh, 
finies ou infiniment petites, dont la temperature est differente, et en 
prcnant la sonime de ces produits aa 4- on aura I’expression 


Fir. 


a 



de la quantite do chaleur rccmc. On fait abstraction de la reflexibilite, 
c’est-a-dire quo Ton considere les surfaces comine entieremcnt privees 
de la faculte do rotlecbir la chaleur. 


VIII. 

Si lo tliermometro infiniment petit p., place dans un point dc I’es- 
pace qui terniino renccinte, a acquis une temperature fixe, et si I’on 
interpose une surface (I'd {Jig- 2) dont la temperature est la meme que 



celle de la portion corrcspondante aa de I’enceinte, il suit evidemrnent 
dc la proposition precedcnte que la molecule p. conservera sa tempera- 
ture; car ello recevra de la surface interposee a'a' autant de chaleur 
qu’elle en recevrait de la surface cachee aa. Il n’en serait pas de meme 
si la surface a!a' etait plus echaufifee ou moins echauffee que la surface 
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oorrespondante aa. Dans le premier cas, la temperature de la molecule 
s’eleve, etelle s’abaisse dans le second. En effet, la capacite du cone 
demeure la meme; mais le facteur qui raultiplie la mesure de cette 
capacite change avec la temperature de la surface. 


IX. 

Supposons maintenant que la surface interposee rr {fig. 3) jouisse 
de la faculte de reflechir toute la chaleur qu’elle re?oit; pour connaitre 

Fig. 3. 



son action sur la molecule [x, c’est-a-dire le quantite de chaleur qu’elle 
lui envoie, on multipliera la capacite du cone qui enveloppe le miroir 
par la temperature b de la portion bb de I’enceinte dont la chaleur est 
reflechie sur la molecule. On po.urrait done aussi faire abstraction de 
la surface interposee rr, et attribuer la temperature b a la portion aa 
de I’enceinte, dont la chaleur est interceptee par le miroir. Les sur- 
faces telles que rr, qui reflechissent toute la chaleur qu’ellos rec-oivent, 
agissent sur la molecule comme si elles n’avaient point de tempera- 
ture propre; elles ont seulement celle des surfaces dont elles reflechis- 
sent la chaleur. L’effet de la reflexion est de transporter la tempera- 
ture b d’une certaine partie bb de I’enceinte au miroir lui-meme rr, ou, 
ce qui est la meme chose, a la surface aa, dont ce miroir intercepte la 
chaleur. 

X. 

Lorsque la surface bb, dont la chaleur est reflechie, n’a pas dans toutes 
ses parties la meme temperature, il faut considerer separement, dans 
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cette surface bb {fig. 4)) une portion finie ou infinimeiit petite, 
dont tous les points aient une meme temperature [3. On determinera 
ensuite quelle est la portion pp du miroir qui reflechit, an point p., la 

Fig. !^. 



chaleur dc I’element Le produit de la temperature ^ par la capa- 
cite du cone ppp exprimera Taction de la surface pp. II suffirait aussi 
de transporter la temperature ^ a Telement a'a! , dont la chaleur est in- 
terceptec par la portion pp du miroir. Si Ton forme des produits sem- 
hlables pour toutes les parties de la surface bb, et si Ton prend la 
somme des produits, on connaitra Taction totale du miroir. 

XI. 

0 

La molecule p. etant placec dans un espacc vide d’air (juc teriuine 
une enceinte AAAA {Jig- •'>), dont toutes les parties ont une tempera- 

Fig. .'i. 



ture constante a, acquerra cette temperature a de Tenceinte. Si Ton 
met entre p. et Tenceinte un plateau bb, dont la temperature h soit 
raoindre que a, le thermometre s’ahaissera; car on remplace Taction 
de la surface aa par celle de la surface interposee bb, et le rapport de 
ces actions est celui des temperatures a et b. 
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Si, de plus, on place un miroir concave rr propre a reflecliir sur la 
molecule p. les rayons qu’il regoit du plateau bb, le thermometre 
s’abaissera de nouveau. En effet, le miroir rr intercepte la chaleur en- 
voyee par la partie RR de I’enceinte, et il la remplace par une quantite 
dont la proposition precedente donne I’expression exacte. II faut, pour 
trouver cettc expression, multiplier la capacite du cone rp.r par la 
temperature b de la surface b'b', dont les rayons sont reflechis 
par rr. 

L’effet du miroir est de transporter la temperature b du plateau bb a 
sa propre surface rr, ou, ce qui est la meme chose, a la surface RR, 
dont rr intercepte les rayons. 

XII. 

La molecule p. ayant acquis la temperature constante a de I’enceinte, 
si Ton dispose, comme la figure I’indique, deux surfaces raetalliques 
polies rr, pp {fig. 6), et un corps m dont la temperature b soit moindre 


Fig. 6. 



que celle de I’enceinte, le thermometre p. s’abaissera. En effet, le mi- 
roir rr intercepte Taction d’une partie RR de Tenceinte ; il la remplace 
par celle du miroir lui-meme. Pour determiner cette derniiire action, 
il faut multiplier la capacite du cone rp.r par la temperature des corps 
dont rr reflechit la chaleur sur la molecule pt. Or tons les rayons 
partis du corps m et qui tombent sur le second miroir pp sont refle- 
chis sur le premier rr, et ensuite sur la molecule p.. Done la tempera- 
ture qu’il faut attribuer a la surface rr est la temperature b du corps 
L’effet du second miroir pp est de donner a sa surface la temperature h 
du corps m, et Teffet du premier miroir rr est de donner cette meme 
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temperature a sa propre surface, ou, ce qui est la meme chose, de 
transporter cette temperature i a la partie de I’enceinte dont les rayons 
sont interceptes. 

On voit done que Taction de la surface RR est remplacee par celle du 
miroir rr, et que le rapport de la premiere action a la seconde est celui 
de la temperature Z» a la temperature a. Non seulement ces proposi- 
tions expliquent clairement Tabaissement de la temperature, mais 
elles en donnent la valeur exacte. On obtiendrait cette valeur en deter- 
minant, d’apres les memes principes. Taction de toutes les parties de 
Tenceinte. Si le corps m n’est pas d’une tres petite dimension, ou 
n’est pas tres eioigne de p., il faut avoir egard a Taction directe de m 
sur p. 

On determine aussi, par un calcul entierement semblable, Teffet 
contraire qui aurait lieu si le corps m {fig- 6), ou si le plateau bb 
{fig- 5), etaient plus ecliauffes que Tenceinte. 

L’explication des effets produits par la reflexion apparente du froid 
est entierement due a M. Prevot, de Geneve. II a reconnu le premier 
que ces phenomenes indiquent une proposition generate fort impor- 
taate, savoir, que les corps ernettent lour chaleur rayonnante a toutes 
les temperatures, et qu’ils se Tenvoient mutuellcment, de meme que 
les corps eclaires se communiquent leur lumiere. M. Prevot a deve- 
loppe dans plusieurs Ouvrages cette notion, qui est tres feconde, et a 
prouve qu’elle embrassc tons les fails connus. 

XIII. 

Nous avons attribue jusqu’ici une dimension infmiment petite a la 
molecule spherique p qui regoit Timpression de la chaleur. Pour 
etendre les memes propositions au cas oil les dimensions sont finies, 
il est necessaire de distinguer les difiPerentes parties de cette surface. 
On reconnait ainsi, par un examen tres attentif, la cause qui fait varier 
Tintensite des effets avec la distance du miroir rr a la surface bb dont 
les rayons sont reflechis {fig- 5), et avec la distance du thermometre p 
II. 46 
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au miroir rr. On voit en meme temps que le calcul des effets de la cha- 
leur reflechie diflere totalement de celui des effets catoptriques de la 
lumiere; mais cette partie de la question necessiterait une explication 
plus etendue. 

XIV. 

Les rayons de chaleur qu’une surface reqoit des corps voisins sont en 
partie reflechis par cette surface. Chacun de ces rayons se divise en 
deux autres, dont I’un est renvoye vers I’espace, et dont I’autre penetre 
le solide. Les propositions precedentes se rapportent a deux cas ex- 
tremes et opposes. Dans le premier, on suppose que la reflexibilite des 
surfaces est nulle, en sorte que chaque rayon incident penetre tout 
entier dans I’interieur du corps. Dans le second cas, on suppose que 
la reflexibilite est parfaite, c’est-a-dire que le rayon incident est ren- 
voye tout entier vers I’espace exterieur. Si les superficies de tous les 
corps avaient une de ces deux qualites contraires, en sorte que les uns 
fussent propres a recevoir toute la chaleur incidente, et les autres a la 
repousser entierement, on determinerait rigoureusement, par les theo- 
remes que nous avons enonces, tous les effets de la chaleur directe.ou 
reflechie. 

On observe a la surface des corps un etat mixte qui participe de 
I’une et de I’autre propriete, et Ton pent alors diviser chaque element 
de la surface en deux parties, egales ou inegales, dont Tune est privee 
de toute reflexibilite, et dont I’autre est un miroir parfait. Le rapport 
de ces’deux parties est un coefficient donne qui depend de I’etat de la 
surface, et qui, d’apres les observations, est sensiblement constant 
lorsque les changements de temperature sont peu considerables. 

Si une particule co de la superficie d’un corps a la faculte de reflechir 
toute la chaleui* incidente qui lui est envoyee, elle n’a plus aucune 
temperature propre. La force qui s’exerce a la surface pour repousser 
toute la chaleur envoyee par les objets voisins repousse aussi vers I’in- 
terieur du solide toute la chaleur qu’il aurait emise a raison de sa tem- 
perature. Si, au contraire, la, reflexibilite de I’element co est nulle, la 
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chaleur qu’il re^oit en differentes directions y penetre tout entiere, 
et il en est de raeme de celle qu’il emet en vertu de sa temperature. 
Elle s’echappe entierement sans etre rappelee par aucune force agis- 
sant a la surface. Enfin, si la reflexibilite de I’element co a une valeur 
moyenne, le meme effet s’opere encore dans les deux sens opposes. Le 
rayon r qui tombe sur w, et dont la direction fait avec cette surface un 
angle f, est divise en deux parties ar, (i — a)r, dont la premiere ar 
penetre le solide, et dont I’autre (i — a)r est reflechie. Le coefficient a 
est une fraction qui mesure la reflexibilite de la surface. Si le meme 
rayon /• tendait a sortir du solide suivant la direction contraire, il serait 
aussi reduit a ar, et la partie equivalente a (i — a);- serait rappelee 
vers I’interieur du corps par cette meme force qui repoussait une partie 
du rayon incident. C’est on cela que consiste I’egalite reciproque de la 
force emissive et de la force absorbante. Nous ne connaissons aucune 
experience qui oblige de modifier ce principe; mais il est necessaire 
de remarquer qu’il n’est demontre rigoureusement que pour le cas de 
I’equilibre. 

En effet, lorsque la temperature de I’enceinte, et celle des corps 
places dans I’espace qu’elle termine, est commune et constante, un 
element co de la superficie d’un de ces corps envoie sous Tangle d’emis- 
sion (p une certainc quantite de chaleur r qui sort de Tintericur du 
corps, et cette particule en rceoit, dans la meme direction, une quan- 
tity equivalente rqui penetre le solide. Si Ton change Tetat de la sur- 
face m, et que Ton reduise ainsi a ccr la quantite de chaleur emise, il 
est certain quo Ton reduit aussi a ar la quantite de chaleur regue. Les 
deux quantites qui traversent Telement en sens contraires varient 
exactement dans le meme rapport lorsqu’on fait varier I’ytat de la 
surface. Cette proposition ainsi enoncee, pour le cas de Tequilibre, 
appartient a laTheorie mathematique; mais diverses observations indi- 
quent qu’elle peut etre prise dans un sens plus etendu, et que le coeffi- 
cient r conserve sensiblemcnt la meme valeur dans deux autres cas, 
savoir ; lorsqu’on change la temperature du corps qui envoie le rayon r, 
et lorsqu’on change Tangle <p que sa direction fait avec la surface w. On 
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remarque le premier de ces deux effets si Ton apporte, dans un espace 
ferme dont la temperature a est uniforme, deux corps entierement 
semblables m et m! , dont I’un m a une temperature a 4- A plus grande 
que celle de I’enceinte, et I’autre m! a une temperature moindre a — A. 
Le progres du refroidissement de m est le meme que le progres de 
rechaulFement de m'. Ainsi, la difference A, qui est positive pour I’un 
des corps et negative pour I’autre, varie par les memes degres dans 
les deux cas. Au reste, ce resultat ne doit etre considere comme tres 
exact que si les temperatures sont comprises entre des limites peu 
etendues. 

La plupart des faits qui composent la Theorie physique de la chaleur 
rayonnante ont ete decouverts par MM. Leslie et de Rumford. On trouve 
dans leurs Ouvrages des experiences ingenieuses et variees qui ont, 
pour ainsi dire, cree une nouvelle branche de la Physique generale. 
Ces decouvertes avaient ete preparees par une observation capitale et 
par diverses autres recherches dues a M. M.-A. Pictet. Ses premiers 
resultats ont dirige les vues des pbysiciens sur un ordre entier de faits 
que Ton avaita peine entrevus, et qu’il rendait sensibles par des in- 
struments fort analogues a ceux dont on s’est servi depuis. C’est peu 
de temps apres que M. Prevot a donne I’explication generale dont nous 
avons parle. Elle comprend les faits qui venaient d’etre observes par 
M. Pictet, et s’applique aussi a ceux qui ont ete decouverts dans les 
annees suivantes. 

XV. 

Bu rayonnermnt de lair, et de Veffet des miroirs metalliques . 

Un thermometre p. expose pendant la nuit a Pair libre, sous un ciel 
decouvert, acquiert une temperature fixe a lorsque la chaleur qu’il 
perd, soit par I’irradiation, soit par le contact, est equivalente a celle 
qu’il regoit. On ne peut douter que le rayonnement de Pair et des corps 
dont la chaleur rayonnante peut traverser Pair ne concoure a cet equi- 
libre. En effet, supposons que Pon place a une certaine distance du 
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thermometre p. {fig. 7) un obstacle EE qui intercepte une partie de 
I’aspect du ciel ; il est evident que Ton pent donner a la surface EE une 
temperature e telle que le thermometre ^ conserve sa temperature 
precedente a. Or cette superficie EE, que Ton peut d’abord supposer 
privee de toute reflexibilite, envoie a p. une grande quantite de chaleur 


Fig. 7. 



rayonnante, dont I’effet pourrait etre rendu tres sensible et etre me- 
sure. Cette quantite est precisement celle que le thermometre (jl enver- 
rait a la surface EE, si cet instrument p. avait lui-meme la tempera- 
ture e. La meme quantite equivaut au produit de e par la capacite du 
cone E[j.E; ct, puisque la temperature a n’est point changee par la 
presence de robstaclo, cette quantite de chaleur envoyee par EE com- 
pense cxactemcnt celle que p. rccevait dans les memes directions avant 
que I’on apportat Tobstacle, e’est-a-dire cello que I’obstacle intercepte 
dans les directions Ep., Epi, et dans toutes les directions interme- 
diaires. On voit par la que le thermometre place sous un ciel decou- 
vert rcQoit, a travers un espace atmospherique quelconqueepe(_;%. 8), 


Fig. 8. 





une grande quantite do chaleur qui sert a compenser, ou entierement 
ou en partie, celle qu’il envoie dans le meme espace. II est necessaire 
d’insister sur la remarque precedente. A defaut de cette consideration, 
on ne se formerait qu’unc idee confuse du phenomene. 
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La chaleur reQue par le thermometre dans les directions supe- 
rieures provient du rayonnement des particules de Fair on des corps 
meles a ce fluide, et generalement de toute la matiere qui pent rece- 
voir les rayons de chaleur envoyes par le corps jx, et qui est contenue 
dans le segment ee]xee indefiniment prolonge. Cette derniere proposi- 
tion est une consequence necessaire du principe de remission de la 
chaleur a toutes les temperatures. Les conditions mathematiques de 
I’equilibre de la chaleur rayonnante pourraient etre demontrees inde- 
pendamment de ce principe ; mais il n’y a aucune autre notion qui 
puisse servir de fondement a I’explication physique de tons les fails 
observes. 

XVI. 

Pour se representer rclFct de la chaleur envoyee par Fair au corps p, 
suivant les directions ep, e'p, sp, il faut considerer que chaque parti- 
cule de Fair es {fig- 8) qui reqoit de p un rayon de chaleur lui envoie 
un rayon contraire, qui serait egal au premier si la temperature i de 
la molecule se etait egale a celle du thermometre. La quantile envoyee 
par se equivaut au produit de la capacite du cone infinirnent petit sps 
par la temperature i. On peutvoir, d’apres ce principe, que la chaleur 
envoyee au thermometre par la masse d’air qui repond aux directions 
presque verticales est moindre que celle qui lui est envoyee par Fair 
dans les directions obliques; c’est-a-dire que la chaleur rayonnante 
qu’une masse d’air occupant le segment atmospherique eepee envoie 
au thermometre surpasse celle qu’il regoit d’une masse d’air contenue 
dans un segment atmospherique e'e'^e'e qui a la meme capacite que 
le premier, mais dont Faxe est moins oblique. 

Cette difference provient de ce que le decroissement de la densite 
etde la temperature de Fair est heaucoup plus rapide dans les direc- 
tions [xe'e' voisines de la verticale que dans les directions obliques 
p.ee. L’action de Fatmosphere sur le thermometre peut done etre repre- 
sentee par celle d’une enveloppe solide dont la temperature ne serait 
pas uniforme, mais serait un peu moindre dans les parties qui repon- 
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dent aux lignes verticales que dans celles qui repondent aux directions 
inclinees. 

G’est pour cette raison qu’en changeant la position de la surface EE 
{fis- 7) changer sa temperature e et la capacite du cone Ep.E, on 
fait varier la temperature du thermometre. II s’eleve lorsqu’on fait 
passer I’axe de la position oblique a la position verticale. 

Reciproquement, si le thermometre p. a acquis une certaine tempe- 
rature fixe, etant place au-dessous d’un obstacle, ou d’un nuage au 
zenith, et si Ton ecarte I’obstacle, ou si le nuage descend vers I’hori- 
zon, laissant la houle p. a decouvert, on observe une diminution sen- 
sible de la temperature. Get effet suffirait pour prouver le rayonnement 
de Fair. 

XVII. 

Si le thermometre p., expose le soir a Fair Fibre sous un ciel serein, 
est parvenu a une temperature fixe, et si I’on interpose une surface 
metallique extremement polie rr, dont le corps p. occupc le foyer, et 

Pig- 9- 



dont la concavite soit tournee vers le ciel, Fequilibre cessera d’avoir 
lieu. En elFet, on peut remplacer la chaleur rayonnante qui, traversant 
Fatmosphere ou une partie de Fatmosphere, parvient jusqu’au thermo- 
metre par cello d’une onveloppe solide dont la temperature diminue 
depuis la base jusqu’au sommet. Done le miroir rr, qui intercepte en 
partie le rayonnement terrestre, r 6 flechit en meme temps sur le ther- 
mometre les rayons plus froids de la surface superieure. L’effet de la 
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reflexion est de donner, a chaque partie pp de la surface du miroir, la 
temperature d’un element correspondant cz de I’enveloppe, ou, ce qui 
est la meme chose, de donner cette temperature a la partie RR de la 
surface terrestre qui est couverte par pp. Cette substitution de la tem- 
perature £ des regions superieures a la temperature de la surface ter- 
restre doit, en general, refroidir le thermometre. II faut remarquer 
toutefois que cet effet est tres compose, qu’il depend d’une multitude 
de causes variables qui peuvent le modifier, ou meme le changer en- 
tierement. Les corps inferieurs donton intercepte Taction peuvent etre 
tres froids a leur extreme superficie; la loi du decroissement de la cha- 
leur dans Tair est souvent intervertie jusqu’a une grande distance de 
la terre; enfin la reflexibilite imparfaite de la surface interposee rend 
Tobservation incertaine. Ainsi, le resultat precedent exige le concours 
de plusieurs circonstances favorables. M. Wollaston est le premier au- 
teur de cette belle experience, qui confirme les resultats decouverts 
par M. Ch. Wells. 

XVIII. 

II suit des memes principes que Tabaissement du thermometre peut 
etre observe quoique Taxe du miroir soil incline vers Thorizon; mais 
que, toutes les autres conditions etant les memes, Teffet doit etre un 
peu plus intense dans la direction verticale. La cause de Tabaissement 
du thermometre subsiste pendant le jour. Les observations. Tont 
rendue plus sensible apres le coucher du Soleil, et Teffet peut etre dif- 
ficile a distinguer lorsquc cet astre est sur Thorizon ; mais cet effet 
conserve son intensite; Taction qui s’exerce a travers Tatmosphere est 
toujours equivalente a celle d’une surface superieure plus froide que 
Tair qui environne le thermometre. Cette conclusion est confirmee par 
des observations d’un autre genre, dont Texamen appartienta la theo- 
rie mathematique de la chaleur. 

On voit aussi que la forme concave du miroir concourt a rendre 
Tabaissement plus sensible. II ne resulte pas de cette forme que le 
thermombtre est mis en communication avec une plus grande etendue 
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(lu ciel, car, le miroir etant concave, I’etendue dont iJ s’agit est raoindre 
qu’elle ne le serait s’il etait plan; et, de plus, I’intensite de I’effet ne 
depend nullement de cette etendue : elle depend de la temperature des 
molecules dont le miroir reflechit la chaleur sur le thermometre. Aiiisi 
la forme concave du miroir augmente I’effet observe, parce qu’elle 
reunit les rayons sur la surface de I’instrument, etlafaitcommuniquer 
avec les regions les plus froides de I’air. 


XIX. 

Du re/roidissement des corps exposes le soir d l air libre. 

Si, dans un espace occupe par un fluide aeriforme et termine par 
une enceinte solide entretenue a une temperature constante, on plac(' 
des corps de diflercnte especc M, N, P, ces corps conserveront ou ac- 
querront la temperature de I’enceinte. Si cette enveloppe solide venait 
a changer de temperature, par exemple si elle se refroidissait rapide- 
ment, les corps M, N, P sc refroidiraient aussi; mais les changements 
s’opereraient avec des vitesses inegales. Get elTet depend des dimen- 
sions et de la forme de chaque corps, do leur capacite de chaleur, de 
leur conducibilile propre ou relative, cnlin des qualites du milieu, et 
du mouvement qui resulte des variations de densite. 

Si I’un de ces corps est tel que son enveloppe exterieure commu- 
nique facilement sa chaleur au milieu, soil par voie de rayonnement, 
soitpar le contact, et surtout si la conducibilile propre de la matiere 
esttres faible, le refroidissement de Textrerae surface sera prompt et 
tres sensible; car chacune de ces conditions favorise ce refroidisse- 
ment. Elies sont reunies dans certaines substances telles que la laine, 
le duvet, la sole, le verre, le noir de fumee. On trouve les conditions 
opposees dans les substances m6talliques polies. On voit par la qu’il 
serait facile de distinguer d’avance les corps dont la surface subira des 
variations de temperature plus rapides et plus etendues. II faut remar- 
quer de plus que, si, en vertu de ses qualites propres, un des corps se 
II. 47 
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refroidissait promptement a sa surface, il pourrait influer, par cela 
meme, sur les corps voisins, et que leur temperature deviendrait 
moindre qu’elle ne I’aurait ete sans cette cause accidentelle. 


XX. 

Lorsque le Soleil, apres avoir echauffe la surface de la Terre et 
I’air qui I’environne, s’abaisse au-dessous de I’horizon, tous les objets 
places dans I’atmosphere, I’air lui-meme, et la partie non eclairee de la 
surface terrestre se refroidissent promptement. II s’opere des le com- 
mencement de la nuit un elfet analogue a celui qui aurait lieu dans un 
espace ferme dont on refroidirait I’enceinte. Ainsi, Ton observerait des 
temperatures tres inegales a la superficie de dilferents corps. 

Cette inegalite des temperatures sera moindre, et Ton ne pourra 
point la mesurer, si Fair est agite; car les mouvements de ce fluide 
concourent a meler les temperatures et a les rendre moins inegales. 

II est surtout necessaire, comme on I’a dit plus haut, de reraarquer 
que le thermometre expose a Fair regoit la chaleur rayonnante de 
toufes les molecules solides ou fluides auxquelles il peut transmettre 
ses propres rayons; car la propriete de recevoir la chaleur est la meme 
que celle de la communiquer. Si Fon considerait seulement le rayon- 
nement du corps p. vers le ciel, sans avoir egard a Feffet contraire du 
aux rayons qui lui arrivent de Fatmosphere, on ne se formerait pas 
une idee complete du phenomene. Un espace indefini, tel que eep-ec 
{fig. 8), est continuellement rempli de rayons de chaleur qui le tra- 
versent dans les directions eep., eep., et se portent sur la molecule (x. 
Toute la matiere que renferrae cet espace, et qui peut recevoir la cba- 
leur rayonnante du point p., et par consequent Fair lui-meme, envoienl 
a ce point des rayons dont une partie seulement est interceptee par 
Fair inferieur. Le rayonnement dont it s’agit s’opere plus libremeni 
dans la direction verticale, parce que Fair y a moins de densite, a ega 
lite de distance du point p. ; et ce rayonnement vertical produit mo ini 
de chaleur que dans les directions obliques , parce que , toutes le 
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autres conditions demeurant les memes, la temperature de Fair est 
moindre. 

Si, dans un espace semblable, on interpose une surface EE i^fig- 7 ) 
quo la chaleur ne puisse traverser aussi librement qu’elle traverse 
1 air, on arrete le rayonnement qui est dirige vers [x, et on le remplace 
par celui de I’obstacle. II faut toujours joindre au rayonnement propre 
de cet obstacle EE la chaleur reflechie qu’il pourrait envoyer a raison 
de 1 etat de sa superficie. Si la surface interposee a une temperature e, 
tres voisine de celle des couches de Fair aux points E, E, et, par conse- 
quent, superieuro a la temperature £ des parties de Fair beaucoup plus 
eloignees, le thermoinetre recevra de Fobstacle plus de chaleur qu’il 
n’en recevait auparavant dans les memes directions. Cette difference 
sera principalemcnt sensible suivant la direction verticale. On voit 
ainsi pour quelle cause Finterposition d’un toit ou d’un abri, ou celle 
d’lm image ctendu, qui est un abri eloigne, tempere le froid de la 
unit. L’obstacle n’empeebe point quo le corps expose nc laisse eebapper 
la memo quantite de chaleur rayonnante. 11 est evident qu’il ne pent 
produire un tel effet; mais il intcrceptc les rayons froids quo le ther- 
mometre recevait, et il les remplace par sa propre chaleur et par celle 
qu’il reflecbit apriss Favoir reijne de tons les corps inferieurs. 11 pre- 
serve le ihcrmometre des rayons froids qui descendent do Fatmospbere 
pendant la unit, eomme il le preserverait pendant le jour de la chaleur 
directe du Soldi . 

XXI. 

Four se representer distinctement Fdtat du thermometre, il faut 
concevoir quo Faction de Fatmospbere est remplacee par celle d’une 
enveloppe solide a laquelle le thermometre envoie sa chaleur. Mais on 
ne doit point supposcr quo Finstrument ne rcQoit rien ou presque rien 
en eebange de cette chaleur qu’il envoie : il regoit, au contraire, de 
Fenveloppe une tres grande quantite de chaleur rayonnante, et, s’il 
etait possible de supprimer cette chaleur, on causerait un abaissement 
extreme de la temperature; mais le thermometre envoie au corps supe- 
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rieur plus de chaleur qu’il n’en regoit, et la perte qu’il subit dans cel 
echange est entierement compensee par la chaleur qu’il acquiert dans 
son echange avec I’air et les corps voisins. En elFet, la temperature 
fixe du thermometre devient moindre que celle de I’air; en sorte que 
ce fluide et les corps environnants lui communiquent leur chaleur, 
soit par le contact, soit par I’irradiation. 

On vient de voir que la presence des nuages, s’ils ne sont pas trop 
cloves, rend moindres ou nulles les differences de temperature que 
Ton pourrait observer a la surface des corps lorsqu’ils se refroidissent 
apres le coucher du Soleil; mais, si Pair esttranquille et le ciel serein, 
I’inegalite des temperatures subsiste longteinps, et elle est facile a 
remarquer. 

XXII. 

On pourrait la mesurer directement, mais divers effets meteorolo- 
giques suffisent pour la rendre manifesto. L’air qui environne les corps 
dont la surface se refroidit tres promptement leur communique une 
partie de sa chaleur, soit par le contact, soit meme par le rayonne- 
ment. La temperature de ce fluide doit done diminuer, et cet abaisse- 
mentpeutetre assez grand pour que le meme volume ne puisse con- 
tenir la meme quantile d’eau en etat de vapeur. Telle est la cause 
generale de la formation de la rosee. 

Pendant que I’humidite de Pair se resout en eau pendant la unit et 
sc depose sur les corps froids, il arrive presque toujours que les objets 
dont la surface se refroidit plus lentement ne sont point converts de 
rosde. Ce dernier effet est trop remarquable pour n’avoir pas ete ob- 
serve dans tous les temps : la mention la plus ancienne que I’histoire 
en ait transmise remonte a douze ou treize siecles avant I’ere chre- 
tienne. 

XXIII. 

Si Ton expose pendant la nuit, sous un ciel ouvert et exempt de 
nuages, de I’eau contenue dans un vase d’une petite profondeur, et si 
le support de ce vase est tres peu propre a conduire et communique!' 
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la clialeur de la Terre, la temperature du liquide s’abaissera de plus en 
plus; ellc sera de plusieurs degres moindre que celle du thermometre 
place dans Fair a i™ ou 2 “ au-dessus du vase, et la difference peut etre 
assez grande pour determiner la congelation, independamment meme 
du froid produit par I’evaporation. 


XXIV. 

Les corps solides dont la surface perd facilement sa clialeur refroi- 
dissent jusqu’a une certaine distance Fair qui les environne, et cela 
a lieu surtoutsi la surface est tellement placee que Fair, devenu plus 
froid, ne soit pas.entraine par son poids. II serait difficile de recon- 
naitre ce decroissement de la chaleur de Fair dans le voisinage des 
corps pen etcndus, s’il n’etait rendu sensible par la formation de la 
rosee; mais on peut mesurer le principal effet de ce genre qui se rap- 
portc a la surface memo dc Fhorizon. Cette observation est due a 
M. M.-A. Pictet, qui a reconn u, le premier, que la temperature de 
Fatmospbere diminuc depuis les couches inferieures jusqu’a une hau- 
teur assez considerable. Ce decroissement est contraire a celui que Fon 
observe dans les regions les plus elevees de Fatmospbere. II cesse 
d’avoir lieu si Fair est agite, ou si le ciel est couvert dc nuages qui in- 
terceptent en memo temps la chaleur rayonnante de la Terre vers les 
cieux, et les rayons froids.qui sc dirigent vers la Terre. 

Quant a la diminution que subit la temperature de Fair, a mesure 
qu’on s’eloigne de la Terre a de grandes hauteurs, nous avons suppose 
ce fait general dans les explications precedentes; mais on pourrait 
aussi le deduire des memes principes. Ce ph6nomene resulte du con- 
cours de plusieurs causes : Fune des principales est Fextinction pro- 
gressive des rayons de chaleur dans Fatmospbere. II est facile de 
prouver quo, si Fair qui enveloppe la Terre perdait sa tluidite en con- 
servant sa transparence, et meme si sa densite etait uniforme, la tem- 
perature diminuerait encore depuis la surface de la Terre jusqu’aux 
limites de Fatmospbere. 
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Des observations variees et precises, publiees il y a peu d’annees 
par M. Wells, ont fait connaitre exactement les circonstances qui de- 
terminent la formation de la rosee. L’auteur de ces experiences en a 
deduit un resultatfort remarquable.qui n’avait pas encore ete annonce : 
il consiste en ce que le refroidissement des corps exposes a Fair libre 
pendant la nuit estl’effetdu rayonnement vers le ciel; ce qui explique 
en meme temps la formation de la rosee, I’abaissement de la tempe- 
rature dans les couches inferieures de Fair, et divers autres pheno- 
menes. 


XXV. 

De I’inegalite des temperatures indiquees par deux thermomitres, 

I’ un noirci et V autre metallique. 

Il nous resto a examiner une derniere question relative a la diffe- 
rence que Fon observe pendant la nuit dans les temperatures de deux 
thermometres, dontl’unest noirci et Fautre convert d’une enveloppe 
metallique. Get effet est analogue a celui dont nous avons deja parle, 
et qui consiste dans Finegal refroidissement de diverses substances; 
mais il depend surtout d’une cause speciale qui continue d’agir lorsque 
les temperatures sont devenues fixes, et qui conserve la difference de 
ces temperatures. Pour reconnaitre cette cause, il faut la considerer 
dans le fait suivant, qui ne differe qu’en apparence de celui dont on a 
demande Fexplication. Le changement que subit une surface metal- 
lique, lorsqu’on la couvre d’un enduit noir, augmente dans un rapport 
beaucoup plus grand la quantile de chaleur rayonnante emise par la 
surface qu’il n’augmente la quantite de chaleur totale communiquee a 
Fair. Ce resultat est donne immediatement par I’observation. En effet, 
supposons qu’un vase dont la surface exterieure a Feclat metallique 
soit rempli d’un liquide echauffe, et que Fon observe la duree du re- 
froidissement dans Fair, ou le temps t qui s’ecoule pendant que Fexces 
de la temperature -du vase sur celle de Fair passe d’une valeur donnee 
a k une valeur moindre b. On tro’uvera que le temps t qui repond a 
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cet abaissetnent de temperature a — b beaucoup plus grand que 
le temps t' qui repondrait a cette meme difference a — b, si Ton cou- 

f-! 

vrait toute la surface du vase d’un vernis noir. Le rapport j a pour 
valeur ou une fraction un peu plus grande que 

Pour mesurer la quantite de chaleur rayonnante emise par une 
partie de la surface du meme vase, on reQoit ses rayons a une certaine 
distance sur un miroir metallique concave, au foyer duquel est un 
thermometre d’air tres sensible. La quantite dont la temperature du 
thermometre s’eleve au-dessus de celle de Pair indique I’effet du rayon- 
nement : or, si la partie de la surface echauffee dont les rayons tombent 
sur le miroir est couverte d’un enduit noir, le resultat est beaucoup 
plus grand que si cette meme surface a I’eclat metallique. La tempe- 
rature du vase etant la meme dans les deux cas, et supposee egale a 
celle de I’eau bouillantc, I’elevation du thermometre est sept fois ou 
huit fois plus grande lorsque la surface rayonnante est noircie que lors- 
qu’elle est metallique. Ainsi, le changement d’etat de la superficie faci- 
lite beaucoup plus remission de la chaleur rayonnante qu’il ne facilite 
le refroidissement total qui s’opere dans le milieu, tant par le contact 
de Pair que par le rayonnement. 

XXVI. 

Ce dernier fait a un rapport necessaire avec Pinegalite de tempera- 
ture que Pon observe pendant la nuit entre deux thermometres, dont 
Pun est noirci et I’autre enveloppe d’une feuille metallique. On con- 
naitra distinctement la relation de ces deux effets en examinant les 
conditions qui determinent la temperature fixe d’un thermometre 
expose a la chaleur rayonnante d’une partie de la surface d’un vase. 

Si le vase est plus echauffe que Pair, le thermometre s’eleve et prend 
une temperature moyenne, comprise entre celle de la surface rayon- 
nante et celle de Pair. Le thermometre parvient a un etat fixe lorsqu’il 
perd, a chaque instant, dans le milieu, une quantite de chaleur egale a 
celle qu’il acquiert par le rayonnement du vase. II faut considerer que 
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le thermometre qui regoitles rayons de la surface echauffee lui envoie 
aussi une. partie de sa chaleur rayonnante; raais la quantile envoyee 
est moindre que la quantile regue, parce que les temperatures ne sont 
point les memes; et la difference des deux quantiles est la chaleur 
acquisc, equivalente a la chaleur communiquee au milieu. 

Si, au contraire, le corps rayonnant est inoins echauffe que Fair, le 
thermometre s’abaisse et prend encore une temperature fixe comprise 
entre celle du milieu et celle de la surface du corps. II regoit de cette 
surface une certaine quantile de chaleur rayonnante; mais il lui envoie 
une quantite plus grande, et la difference est la chaleur perdue par 
I’effet du rayonnement mutuel. En meme temps, le thermometre, etant 
moins echauffe que fair, acquiert une quantite de chaleur toujours 
egale a celle qu’il perd dans son echange avec la surface rayonnante. 

XXVII. 

On determine facilement, au moyen de ces conditions, la tempera- 
ture fixe p, que le thermometre p. doit acquerir lorsqu’il est expose a 
la chaleur rayonnante qu’une surface donnee S (/f^. lo) lui envoie, soil 

10 . 



directement, soit par I’intcrmediaire d’un miroir concave M. En desi- 
gnant par a,^ih les temperatures inegales du milieu et de la surface 
rayonnante, on trouvera cette relation tres simple 

(e) j3 — a= 

r et”^ sont des coefficients qui dependent de I’etat des surfaces du 
thermometre et du vase. 

r est la quantite de chaleur rayonnante que la boule p. du thermo- 
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metre couverte d’un enduitnoir et retenue a la temperature zero rece- 
vrait pendant I’unite de temps du vase echauffe si la surface de ce vase 
etait noircie, et si sa temperature fixe etait celle de I’eau bouillante. On 
comprend dans la valeur de r la chaleur rayonnante qui, tombant sur 
le miroir, est reflechie au foyer p., et celle que le vase pourrait envoyer 
au thermometre par le rayonnement direct. 

On designc par h la quantite de chaleur que la meme surface p,, 
elevee a la temperature fixe de Teau bouillante, communiquerait pen- 
dant Tunite de temps, par le contact et par le rayonnement, aux corps 
solides ou fluides qui renvironnent, si la temperature constante de ces 
corps etait zero. On ne comprend point parmi ces corps environnants 
le vase echauffe SS, dont reffet distinct est represente par r. 

L’equation precedentc est generale et s’applique, par consequent, au 
cas ou la surface rayonnante S est moins echauffee que le milieu. 
Dans ce cas, on determine encore la temperature ^ par Tequation (e), 
oil 

^ a — b r + h 

XXVIII. 

Si Ton change I’ctat do, la surface rayonnante S en la couvrant d’une 
feuille metalliquc, celle du ihermometre p. demeurant noircie, le coef- 
licient r prend unc valour dilTerente mr, qui, dans les experiences les 
plus connucs, est huit fois ou neuf fois moindre que r. 

Si Ton couvre le thermometre p. d’une enveloppe metallique, levase 
demeurant noirci, la valeur de r devient aussi egale a mr. La fraction m 
a la meme valeur que dans le cas precedent, la propriete d’emettre la 
chaleur rayonnante etant la meme que celle de I’absorber. Dans ce 
second cas, ou la surface p. est metallique, le coefficient h devient egal 
a nh, n etant une fraction qui approche beaucoup de f. 

Si les surfaces du thermometre et du vase sont Tune et I’autre me- 
talliques, le coefficient h equivaut a nh, et le coefficient r a mV. Tous 
II. 48 
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ces resultats sont pleinement confirmes par les observations. De 
quelque maniere que Ton fasse varier I’etat des surfaces, et soit que 
ieur temperature soit plus grande ou moindre que celle du milieu, on 
trouve les memes valeurs de r et h, et Ton peut aussi determiner direc- 
tement ce dernier coefficient en comparant les durees du refroidisse- 
ment des vases dont la superficie est metallique ou noircie. 

Nous ferons remarquer ici que M. Leslie a donne depuis longtemps 
I’explication des effets distincts de la chaleur communiquee au con- 
tact, et de la chaleur rayonnante. On trouve dans ses Ouvrages I’ex- 
pression exacte des conditions de I’equilibre, le thermometre etant 
place dans Fair et expose a Taction rayonnante d’une surface. 

XXIX. 

On voit maintenant, au moyen de Tequation 

(3 — a /• 

h — a r h’ 

quo la valeur de ^ ne varierait point si, en changeant Tetat de la sur- 
face S, on augmentait dans le meme rapport TeffetA du refroidisse- 
ment et Teffet r du rayonnement. II est facile d’apercevoir sans calcul 
la verite de cette consequence; car, la temperature du thermometre p. 
ayant pris sa valeur fixe [5, si Ton change la surface p. qui etait noircie, 
et si on la couvre d’une enveloppe metallique, toutes les autres con- 
ditions demeurant les memes, on diminuera a la fois la quantite de 
clialeur rayonnante que le thermoraefre regoit du vase et la quantite 
totale de chaleur que ce thermometre communique aux autres corps 
environnants, soit par le contact, soit par le rayonnement. Or, si Ton 
supposait que ces deux quantites diminuassent dans le meme rapport’, 
et que, par exemple. Tune et Taufre fussent reduites a la moitie de 
leurs valeurs precedentes, la chaleur acquise par le rayonnement du 
vase ne cesserait point d’etre egale a la chaleur perdue dans le milieu. 
Done la temperature ^ n’eprouverait aucun changement. 

En general, si le changement d’etat d’une surface affectait egale- 
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ment la propriete d’emettre la chaleur rayonnante (ou, ce qui est la 
meme chose, celle de la recevoir) et la propriete de communiquer la 
chaleur a Fair par le contact (ou, ce qui est la meme chose, celle de 
la recevoir de Fair par le contact), on observerait des resultats tres 
differents de ceux que toutes les experiences nous onl montres. Deux 
thermometres, Fun metallique et Fautre noirci, exposes de la meme 
maniere aux rayons du Soleil, prendraientla meme temperature. L’ele- 
vation d’un thermometre au foyer d’un miroir concave qui reflechit la 
chaleur rayonnante d’un vase echauffe serait la meme, soit que la 
boule du thermometre fut noircie, soit qu’elle fut enveloppee d’une 
feuille de metal. On remarquerait aussi que le temps necessaire pour 
abaisser la temperature du vase d’un degre donne a un autre devieii- 
drait double, triple, quadruple, a raison du changement de la surface 
de ce vase, lorsque Felevation du thermometre place au foyer du mi- 
roir devicndrait deux fois, trois fois, quatre fois moindre. Enfin, un 
thermometre noirci et un thermometre metallique exposes de la memo 
maniere a Fimpression d’un corps froid, ou, ce qui est la meme chose, 
places pendant la nuit sous un ciel decouvert, acquerraient des tem- 
peratures egales. 

Si, au contraire, le changement d’etat d’une surface agit inegale- 
ment sur la propriete de communiquer la chaleur a Fair par le contact 
et sur la propriete d’einettre la chaleur rayonnante, tons les ell'ets 
seront semblables a ceux que Fon observe. II est important de rccon- 
naitre qu’ils constituent un fait unique, parce qu’on acquiert ainsi le 
raoyen de les prevoir.et de les calculer exactement : ce qui est le but 
de toute theorie. 

L’inegalite de temperature fixe de deux thermorabtres qui ne dif- 
ferept que par Fetat de la surface n’est done point contraire au prin- 
cipc general qui suppose la faculte de communiquer la chaleur equi- 
valente a celle de la recevoir; mais il faut considerer que ces deux 
proprietes ne sent identiques que lorsqu’elles s’exercent de la memo 
maniere. La facilite avec laquelle la chaleur rayonnante se dissipe a 
travers la surface est egale a celle de cette meme surface pour absorber 
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la chaleur rayonnante des corps voisins. II en est de meine lorsque la 
communication a lieu par le contact. La facilite de cette communica- 
tion ne change point, soit que la chaleur passe d’une surface donnee 
dans Fair, soit qu’elle passe de Fair dans cet.te meme surface. Ainsi, 
les deux proprietes que Fon considere sont egales entre elles lors- 
qu’elles se rapportent a un meme mode de communication, et, dans 
les autres cas, elles sont tres differentes. 

Au reste, la transmission de la chaleur an contact s’exerce encore 
par voie de rayonnement, ear la chaleur sensible au thermometre n’a 
qu’un seul mode de communication, celui qui est propre a la matiere 
rayonnante; mais, si la distance a laquelle les rayons se portent imme- 
diatement est tres petite, Feffet general n’est point le meme que si les 
rayons emis peuvent traverser Fair ou les solides diaphanes. 


XXX. 


On pourrait encore poursuivre cet examen et rechercher la cause 
physique de Finegale influence du changement de la surface; mais 
cette discussion exigerait des experiences qui n’ont point encore ete 
faites. On ne connait que tres imparfaitement les effets de la chaleur 
rayonnante dans les espaces vides d’air, et le changement qu’ils subi- 
raient dans ces espaces si Fon faisait varier Fetat des surfaces, Fobli- 
quite de Femissipn ou les temperatures. La plupart des effets que les 
physiciens ont observes sont trop complexes, et ils sont trop modifife 
par la presence de Fair et la proximite des corps solides, dont la tem- 
perature est variable, pour qu’on en puisse deduire avec precision les 
elements simples de la theorie. 

Cependant, Fensemble des observations indique avec assez de vrai- 
semblance une cause plus generale, qui tient a la nature meme de la 
chaleur et fait varier inegalement Fintensite r du rayonnement et Fin- 
tensite h du refroidissement total. Ce resultat est analogue aux pheno- 
menes photometriques : il provient de ce que la chaleur perdue par les 
corps qui se refroidissent dans Fair se divise en deux parties qui ne 
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possedent point au meme degre des proprietes semblables a celles de 
la luiniere. Le refroidissement d’un corps dans un milieu aeriforme 
•est un eflPet tres compose, qui depend de I’espece et de la densite du 
fluide, des mouvements que les changements de temperature occasion- 
nent dans ce milieu, de I’etat des surfaces, et de la nature de tous les 
corps voisins. On ne pent douter qu’il n’y ait une partie de la chaleur 
qui se communique a Fair par le contact, et une autre partie qui tra- 
verse directement ce fluide. Cette seconde partie, ou la chaleur rayon- 
nante, est elle-merae, dans les hautes temperatures, forniee de deux 
autres, dont Tune ne pent penetrer que les milieux elastiques, pendant 
que I’autre se transraet a travers les solides ou les liquides diapbanes. 
On I’observe en interposant, a quelque distance d’un corps tres 
echauffe, une lame mince d’eau glacee, et en plaQant au dela un tber- 
mometred’airextremement sensible. La chaleur rayonnante est arretee 
presque tout entiere a la premiere surface de la table glacee ; le reste 
traverse la glace et produit sur le thermometre un effet peu intense, a 
laverite, mais qui devient de plus en plus sensible a mesure que le 
corps rayonnant est plus echauffe, et I’intensite de reffet croit plus 
rapidement encore que les temperatures. La chaleur rayonnante parti- 
cipe a diverses proprietes de la lumiere; elle penetre a travers les mi- 
lieux elastiques, se reflechit sur les surfaces melalliques polios, est 
absorbee par les corps noirs, et sa reflexion sur les rnetaux parait lui 
imprimer aussi des dispositions speciales, semblables a celles de la 
lumiere. Une petite partie de la chaleur rayonnante joint a ces pro- 
prietes celle d’etre transmise par les solides ou les liquides diapbanes, 
et d’etre sujettc aux forces refractives. 

De ce que la chaleur sensible au thermometre peut etre ainsi divisee 
en differentes portions on no doit pas conclure qu’elle est formee 
d’Mements de diverse nature. Nous savons, au contraire, que la cha- 
leur lumineuse, la chaleur rayonnante obscure, et celle qui, ne tra- 
versant pas Fair, est communiquee a ce milieu par le contact chan- 
gent d’etat et de proprietes, et se convertissent les unes dans les autres 
lorsque les temperatures varient; et il en est de meme de la chaleur 
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non sensible au thermometre qui entre dans la composition des corps 
solides ou liquides. Cette separation des diverses parties de la chaleur 
que les corps abandonnent en se refroidissant, et dont nous avons 
souvent observe les effets distincts, fait assez connaitre comment le 
changement d’etat de la surface d’un corps peut influer tres inegale- 
ment sur la chaleur emise par irradiation et sur la chaleur communi- 
quee par voie de contact. L’application d’un enduit noir augmente 
beaucoup la propriete d’absorber ou d’emettre la chaleur rayonnante, 
rnais ne produit pas le meme effet sur la partie de la chaleur qui est 
enlevee ou apportee par le contact toujours renouvele des particules 
de Pair. On peut reciproquement augmenter beaucoup I’effet du con- 
tact sans changer celui du rayonnement : c’estcequi arrive lorsqu’on 
augmente la vitesse du courant d’air. 


XXXI. 


Nous remarquerons a ce sujet que Newton, qui a recherche le pre- 
mier la loi du refroidissement des corps, les supposait places dans un 
courant d’air d’une vitesse constante. C’est dans cette hypothese seu- 
lement qu’il regarde la quantile de chaleur perdue a chaque instant 
comme sensiblement proportionnelle a I’exces de la temperature du 
corps sur celle de Pair. 11 ne deduisait point ce resultat d’une notion 
hypothetique de la communication de la chaleur ; il le fondait sur ce 
({ue les particules de Pair amenees au contact par le courant uniforrae 
devaient prendre une temperature proportionnelle a cello du corps. 
Nous citcrons les expressions memes de ce grand geometre. Ex igne 
exemptum (^ferrum), locavi in loco frigido uhi ventus conslanter spi- 
raret...; locavi autem ferrum non in acre tranquillo, sed in veMo unifor- 
miter spirante, ut aer a ferro calefactus semper abriperelur a venlo. . . . Sic 
enim aeris partes aequales cequalibus temporibus calefactce sunt, et calo- 
rem conceperunt calori ferri proportionalem. (Tabul. color. Isaac. Newton. 
Opera, Edit. Horsley, Lond., t. IV, p. 407; 1782.) 

On ne connaissait point alors les' effets distincts de la chaleur rayon- 
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nante. Le refroidissement des corps dans I’air tranquille, ou plutot 
dans I’air qui n’a d’autres mouvements que ceux qui resultent des 
changements dc densite, suit une loi differente, que Newton n’a point 
consideree; et Ton sait que le coefficient designe par h contient, dans 
ce cas, un terme qui depend de la temperature. Cela a lieu, en general, 
lorsque les temperatures sontelevees, et lorsque la chaleur rayonnante 
estune partie assez considerable de la chaleur perdue pendant le re- 
froidissement. 


XXXII. 


La relation qui subsiste entre la nature des surfaces et la faculte 
d’absorber la chaleur rayonnante devient surtout manifeste dans les 
experiences photometriques ; car, en exposant a une vive lumiere deux 
thermometres d’air tres sensibles, dont I’un a une boule de verre 
transparent, et I’autre une boule noircie, on observe que la tempera- 
ture du second s’eleve au-dcssus de celle du premier; etla difference 
croit avec I’intensite de la lumiere. Le meme phenom'ene a lieu dans 
le vide; il y est meme plus sensible, parce que les corps y perdent 
rnoins facilement leur chaleur. II s’opere encore un effet semblable 
lorsqu’on expose aux rayons du Solcil deux thermometres, dont I’un a 
une boule argentec et I’autre une boule doree. Le premier s’eleve 
rnoins que Ic second; la lumiere, ctant plus facilement absorbee par la 
surface doree, rechauffe plus qu’elle n’echauffe I’autre surface ; et, 
comme la facilite de perdre la chaleur dans le milieu est egale ou 
presque egale de part et d’autre, il est necessaire que la temperature 
fixe de la surface doree surpasse celle de I’autre thermometre, afin que 
la chaleur acquise domeure toujours equivalente a la chaleur perdue. 
On voit par la que e’est une cause semblable qui determine la diffe- 
rence de temperature des deux thermometres noirci ou metallique ex- 
poses a la meme impression de la chaleur rayonnante. Nous pensons 
que Ton doit regarder, dans tous les cas, cette inegalite de tempera- 
ture comme un effet photometrique. Il est du a la partie de la chaleur 
qui a des proprietes communes avec la lumiere. 
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XXXIII. 

Les remarques precedentes peuvent servir a determiner la tempe- 
rature de Fair lorsque le thermometre est expose au rayonnement 
d’une surface plus echauffee ou moins echauffee que le milieu. 

Un thermometre place dans Fair n’en indique la temperature que si 
ce fluide et tous les corps environnants ont et conservent cette tempe- 
rature commune. On connaitra si cette derniere condition est remplie 
en observant dans Fair deux thermometres, dont Fun est noirci, et 
dont Fautre est separe du milieu par une enveloppe metallique; car 
ces deux instruments marqueront le meme degre dans un lieu d’une 
temperature uniforme, et ils marqueront des degres differents lors- 
qu’ils seront egalement exposes aux rayons d’un corps qui n’auraitpas 
la temperature commune. Si la surface rayonnante est plus echauffee 
que Fair, le thermometre noirci s’elevera plus que celui dont la boule 
est couverte d’une feuille metallique. L’effet contraire aura lieu si la 
surface est plus froide que Fair. En general, I’inegalite de temperature 
de ces deux thermometres fait connaitre la presence d’un corps qui 
leur envoie sa chaleur rayonnante ou sa lumierc, et qui n’a point la 
meme temperature que Fair. 

En observant la difference des deux instruments, on peut mesurer 
assez exactement : i" Fintensite du rayonnement, 2 '* la temperature 
meme de Fair. Aucun des deux thermometres n’indiquc cette tempe- 
rature; car ils sont tous les deux plus echauffes que Fair, ou tousles 
deux plus froids. 

En general, la temperature de Fair est egale a celle du thermometre 
metallique, plus la difference des temperatures des deux thermo- 
ra^tres divisee par un nombre constant. II faut prendre cette difference 
avec le signe -h si le thermometre noirci est le moins eleve, et la 
prendre avec le signe — dans le cas contraire. En choisissant pour 
exemples les observations les plus connues, on trouve que le diviseur 
constant difTere peu de 4- H depend de la position du tliermometre par 
rapport aux corps rayonnants. 
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On voit par la qu’un thermometre, expose pendant la nuit sous un 
ciel serein, indique unc temperature inferieure a celle de Fair. Ainsi 
la difference entre la temperature de la Terre qui se couvre de rosee et 
celle de Fair, a i'" ou 2“ de hauteur, est un pen plus grande quo celle 
qui a ete mesuree. En effet, en substituant au thermometre superieur 
place dans Fair deux autres thermometres, dont le premier p.' a une 
enveloppe metallique et le second p. est noirci, on a toujours remarque 
que ce dernier p. est moins eleve que pi' : done ils indiquent Fun et 
Fautre une temperature inferieure a celle del’air. Ils sont retenus dans 
cet etat par Faction constante des rayons froids qu’ils recoivent a tva- 
vers Fatmosphere. 

Nous allons maintenant rappeler, dans un dernier article, les divers 
effets de ce rayonnement. 

XXXIV. 

L’impression des rayons froids que la surface de la Terre recoitcon- 
tinuellement, et dans toutes les directions, a travers les espaces atmo- 
spheriques est rendue sensible pendant la nuit par la formation de la 
rosee; cet effet suppose presque toujours que la temperature des corps 
devient moindre que celle de Fair. 

On reconnait directement la memc cause en exposant, apres le cou- 
cher du Soleil, un thermometre a Fair libre. La temperature qu’il in- 
dique augmente lorsqu’on place au-dessus de Finstrument un obstacle 
qui intercepte Faspcct d’une partie du ciel. 

Cette elevation de la temperature est plus grande si, toutes les au- 
tres conditions demeurant les memes, la surface interposee coupe les 
rayons voisins de la verticale. 

On peut reunir au foyer des miroirs metalliqucs concaves ces rayons 
qui descendent a travers Fatmosphere, et que Fon designe comme 
froids parce que les particules materielles qui les envoient ont une 
temperature inferieure a celle du corps qui les rcQoit. 

Le decroissement de temperature que Fon Observe apres Ic coucher 
du Soleil, depuis un point situe a une assez grande hauteur jusqu’a la 
II. . 49 
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surface de la Terre, est du au refroidissement do cette surface, qui 
perd tres promptemcnt sa chaleur par I’irradiation. 

Tous les effets que I’oa vient de rappelcr sent moindres ou cessent 
entierement si le ciel se couvrc de nuages epais, et si Fair est agite, 
parce que les grands mouvements de ratniosphere tendent a melcr les 
temperatures et diminuent I’influeiice relative du rayonnement, en 
augmentant la quantite de chaleur cnlevec ou communiquee par le 
contact de Fair. Quant aux nuages, ils interceptent les rayons que le 
tliermometre recevait, et les remplacent par d’autres rayons dont la 
temperature est un peu plus elevee. 

Cette meme cause, qui agit continuellement et de toutes parts sur le 
thermometre lorsque la transparence de Fatmosphere n’est point trou- 
blee, est indiquee par d’autres effets que nous ne considerons point 
ici, et qui peuvent aussi servir a en mesurer Fintensite; mais aucum^ 
observation ne la rend plus inanifeste que I’inegale temperature de 
deux therraoinetres, dont Fun est noirci et Fautre metallique. II n’y a 
que I’influence rayonnante des corps froids qui puisse abaisser la tem- 
perature du premier thermomelrc au-dessous de celle du second, et 
rendre ainsi negative la difference que produirait en sens contraire la 
presence du Soleii. 

La plupart des questions qui sont Fobjet des Notes precedentes 
avaientete examinees et resolues dans les Ouvrages de MM. Prevost et 
Leslie. Elies auraient ete expliquees d’une maniere plus claire et plus 
complete paries auteurs de ces Ouvrages, ou par les Savants redacteurs 
de ces Annales. Toutefois le rapprochement que nous en avons fait ne 
sera point sans utilite. II a pour hut de montrer que la solution de ces 
questions depend d’un petit nombre de principes, et que les effets les 
plus varies de la chaleur rayonnante se ramenent facilement a la 
theorie connue. 
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RESUME THEORIQUE 


DES 

PROPRifiTfiS DE LA CHALEUR RAYONNANTE. 


Annales de Chimie et de Physique, S6rie 1 , Tome XXVH, p. 236 ; 1824. 


Nous reunissons dans ce Memoire les theoremes qui cxprimenf, les 
lois de I’equilibre de la chaleur rayonnante, afin d’appelcr I’attention 
sur cette nouvellc branche de la Physique mathematique, en indiquant 
ses limites actuelles ct les reclierches qui pourraient servir a la peifec- 
tionner. 

1 . 

Chaque element de la surface exterieure d’un corps echauffe es( le 
centre d’une infinite de rayons de chaleur qui se repandent dans I’es- 
pace suivant differentes directions. Get clement pent etre considere 
comme un disque infiniment petit, servant de base a des cylindres qui 
ont toutes les inclinaisons possibles, et dont chacun contient une infi- 
nite de rayons paralleles. 

La chaleur rayonnante envoyee ainsi dans I’espace exterieur par 
relemcnt o) d’une surface est formee de deux parties distinctes : I’line 
sort de I’interieur meme de la masse M a laquelle la surface co appar- 
tient; I’autre est celle que la meme surface w reflechit et qu’elle a rcQue 
des corps environnants. Nous ne connaissons point la nature des forces 
qui projettent au dehors la chaleur dont les corps sent penetres, ou qui 
reflechissent vers I’espace exterieur une partie des rayons qui tombent 
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sur la superficie; mais nous observons Ics effets quo ces causes pro- 
duisent; c’est le calcul de ces effets qui est I’objet de nos recherches. 

La cbaleur incldente qu’un element m regoit des corps environnants 
se divise en deux parties, dont I’uue penetre la masse M, tandis que 
I’autre est reflecbie dans I’espace exterieur, en formant Tangle d’inci- 
dence egal a Tangle de reflexion. Quant aux rayons que le corps M 
tend a projetcr, ils sont soumis a Taction d’une cause semblable, et 
subissent une sorte de reflexion interieure. Unc partie de ceux qui 
sont emis par les molecules du corps M les plus voisines de la surface, 
et qui parvienncnt a Telement co sous iin certain angle, poursuivent 
Icuv route en ligne droite dans Tespace environnant. C’est en cela que 
consiste Temission propre. Une autre partie de la cbaleur que le corps 
tend a projeter ne penetre pas an dela de co : ellc rentre dans la masse. 

Les rayons propres emis par le corps M a travers Telement co s’ajoutent 
aux rayons que cette petite surface recoit de Texterieur et qu’elle refle- 
chit. La quantite totale de cbaleur rayonnante envoyec par w se com- 
pose de ces deux especes de rayons, les uns projetes dircctement, les 
autres refleclus. II est evident que les rayons envoyes par les corps exte- 
rieurs etqui sont reflecbis par co se Torment aussi de cbaleur directc et 
de cbaleur reflecbie. Nous ne considerons point ces rayons a la surface 
des corps exterieurs qui les renvoient, mais a la surface du corps W 
qiTils penetrent ou qui les reflechit. 

II. 

Diverses experiences avaient donne lieu de conclure que la quantite 
de cbaleur rayonnante qu’un element co de la surface envoie dans une 
direction donnee est d’autant moindre que cette direction fait un angle 
plus petit avec la surface co, et que cette quantite est proportionnelle au 
sinus de Tinclinaison. Nous allons faire connaitre comment la theorie 
confifine et explique cette consequence. Une proposition de cette na- 
ture, analogue aux theoremes de Geometric et de Statique, peut etre 
indiqude p^r la voie experimentale; mais clle exige unc demonstration 
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theorique qui leve tous les doutes provenant de la difliculte dcs me- 
sures et de I’erreur inevitable des observations. 

II faut d abord detinir exactement la mesure de la quantite de cha- 
leur envoyee a I’espace exterieur, dans chaque direction, par un meme 
element de la superficie. Pour cela, on se represente tous les rayons 
paralliiles qui forraent un seul cylindre oblique dont la base est le 
disque co, et dont I’axe fait avec cette base un angle o. Ces rayons, 
incessammont renouveles, traversent un diapliragme qui serait trace 
dans lo cylindre pcrpcndiculairement a son axe, a une distance quel- 
conque do w, et Ton pent concevoir que cet effet subsiste toujours le 
meme durant un certain temps pris pour unite. Si I’on pouvait re- 
cucillir toute la chaleur qui traverse ainsi, pendant I’unite de temps, 
le diapliragme du cylindre, et determiner combien elle fondrait de 
glace, cette quantite do glace fondue serait exprimee en nombre 
d’unite de poids; e’est ce nombre que nous prenons pour la mesure 
exacte de la quantite totale de chaleur contenue dans le cylindre 
oblique. C’cst ainsi que Ton pent comparer entre elles les quantites 
respectives de chaleur envoyees par le memo element dans des direc- 
tions diflerentes. Cette definition est tres propre a eclairer la question 
et suffirait en quelqui! sorte pour la resoudre; mais il est necessaire 
(le fonder cette resolution sur une demonstration positive. Nous I’avons 
(b'lduite d’un fait tres geiun-al donne par les observations communes, 
savoir I’equilibre de chaleur qui s’etablit entre tous les corps places 
dans le imune milieu. 

III. 

Que I’on se represente une enceinte solide fermee de toutes parts, 
entretenue, par des causes exterieures quelconques, a une tempera- 
ture constante C, commune a tous les points de cette enceinte. On 
place dans I’intcirieur de ce vase ferme plus^ieurs corps qui peuvent 
differer entre eux par la forme et les dimensions, par la nature de la 
substance et par I’litat des surfaces. L’equilibre des temperatures tend 
a s’etablir de plus en plus entre tous ces corps, et e’est une eonse- 
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quence manifeste du principe de la communication de la chaleur. En 
effet, deux molecules voisines, dont les temperatures sont d’abord dif- 
terentes, exercent, conformement a ce principe, une action telle que 
la particule la moins echauffee revolt de I’autre une partie de la cba- 
leur excedante; et cette chaleur communiquee finit toujours par etre 
exactement proportionnelle a la difference des temperatures. II resulte 
de ce partage continuel et de la temperature fixe du vase que tous les 
corps qu’il renfernie tendent continuellement a acquerir le nieme 
degre de chaleur. 

Si I’on suppose que la temperature C, commune a toutes les parties 
de I’enceinte solide, est aussi celle que Ton a donnee aiix corps M, N, 
P, places dans I’espace que cette enceinte terminc, il ne pourra sur- 
venir aucun changement, et chacun des corps conservera cette tempe- 
rature primitive C. Mais si un ou plusieurs de ces corps avaient une 
temperature moindre que C, lorsqu’ilsont ete apportes dans I’enceinte, 
ils s’y echaufferont progressivement, et, apres un certain temps, ils 
auront acquis une temperature tres pen differente de C. Cette diffe- 
rence diminue de plus en plus, et devient plus petite que toute quan- 
tite donnee. Le memo effet se produit en sens contraire si la tempe- 
rature initiale des corps M, N, P surpasse celle de I’enceinte. Le fait 
general que Ton vient d’enoncer subsiste, quel quo soit I’etat des 
diverses parties de la surface de I’enceinte; il suffit que tous les points 
aient une temperature commune et constante. Ce fait est independant 
de la nature et de la forme des corps M, N, P, solides, liquides ou aeri- 
formes. La quantite de chaleur qui penetre ces corps, et le temps quo 
chacun met a I’acquerir, different beaucoup selon I’espece des sub- 
stances; mais leur temperature finale est la memo; elle est neces- 
sairement celle de I’enceinte. Cette consideration de Pequilibrc des 
temperatures dans un vase ferme est le vrai fondement de la Tlieorie 
matheraatique de la chalqur rayonnante, et derive, comme nous I’avons 
dit, du principe de la communication de la chaleur : c’esl, dans cette 
classe de phenomenes, le fait le plus general et le plus constant que 
Ton ait observe. 
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IV. 

II faut maintenant expliquer comment cette notion de I’equilibre 
sert a determiner ia loi du rayonnement. Chaque parlie infiniment 
petite de la surface d’un corps echaulfe est le centre d’un hemisphere 
rempli de chaleur rayonnante. Tons les elements de la surface hemi- 
spherique (dont le rayon est r) sont traverses, pendant la duree d’un 
meme instant, par des quantites de chaleur que Ton ne serait point 
fonde a supposer egales. II s’agit de decouvrir la loi de la distribution 
de la chaleur a la surface de I’hemisphere. Pour cela, on considere une 
enceinte solide que terminent de toutes parts des surfaces d’une forme 
donnee, retenues dans chacun de leurs points a une temperature com- 
mune et constante C. On se represente qu’une molecule spheriquc, 
infiniment petite, est placee dansun des points de I’espace interieur, 
par exemple au centre d’une surface spherique, et Ton se propose de 
determiner la temperature finale que la molecule doit acquerir. Cette 
temperature finale est telle que la molecule I’ayant acquise envoie a 
I’enceinte une quantite de chaleur precisement egale a celle qu’elle en 
reQoit; car, si ces deux quantites n’etaient pas egales, il est evident que 
la molecule changerait de temperature : e’est sur ce principe que le 
calcul est fonde. Nous supposons que Ton ignore si les rayons envoyes 
par un element o) de I’enceintc, selon differentes directions, con- 
tiennent, en effet, d’autant moins de chaleur qu’ils sont plus inclines 
sur CO, et quelle est la loi du decroissement, e’est-a-dire quelle est la 
quantite de chaleur contenue dans le cylindre qui a pour base co, et 
dont I’axe fait avee la meme surface co un angle donn6 (p. On regardera 
done cette quantite de chaleur contenue dans chaque rayon comme 
proportionnelle a une function indeterminee du sinus de Tangle ®, et 
Ton trouvera facilement, par les regies communes du Calcul integral, 
Texpression de la temperature finale a que la molecule doit acquerir. 
Cette expression contiendra la function indeterminee /(simp). On 
cherchera ensuite a reconnaitre la nature de la function en comparant 
la valeur de a a celle de la temperature commune de Tenceinte. 

11. 5o 



RESUME THliORIQUE 


394 . 


V. 

Ce sont des calculs de ce genre qui nous ont prouve que la quantile 
totale de dialeur rayonnante envoyee par un element quelconque du 
vase ferme est, comme les experiences I’avaient indique, proportion- 
nelle au sinus de I’inclinaison. Par exemple, nous avons suppose une 
enceinte spherique, et la molecule placee au centre, ou un espace ter- 
ming par deux plans infinis et paralleles qui tiennent lieu de I’enceinte. 
Nous avons aussi attribue a cette enceinte la forme d’une enveloppe 
cylindrique terminee par deux faces circulaires. Dans ces divers cas, 
et dans tous ceux que nous avons soumis au calcul, on trouve que, si 
la quantite de chaleur envoyee par le disque inliniment petit co etait la 
merae dans toutes les directions, les phenomenes seraient totalement 
contraires a ceux que Ton observe. La temperature acquise par la 
molecule changerait avec sa situation dans I’espace. On trouverait la 
temperature do la glace dans une enceinte retenue au degre de I’ebul- 
lition de I’eau, et celle de la fusion du fer dans une enceinte glacee. 
Mais si, au contraire, la chaleur envoyee est en chaque element pro- 
portionnelle au sinus de I’inclinaison, il n’y a aucun point de I’espace 
interieur dans lequel la molecule n’acquiere la temperature meme de 
I’enceinte. 11 serait superflu de rapporter ici ces calculs; on les trouve 
dans notre Memoire de i8i i (^Nouveaux Memoires de V Academic royak 
des Sciences, t. V), articles 90, 91, 96, et dans les Annales de Chimie 
el de Physique, tome IV, page 128, annee 1817. 

VI. 

II est facile de generaliser ces consequences etde demontrer que, si 
la chaleur contenue dans chaque rayon est proportionnelle au sinus 
de I’angle que ce rayon fait avec 1’ element qui I’envoie, la temperature 
finale acquise par un corps place dans un vase ferme ne depend point 
de la forme du vase, et qu’elle est toujours la meme que la tempera- 
ture de I’enceinte. Ce resultat a lieu, quels que soient le nombre des 
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corps, leurs dimensions et les lieux qu’ils occupent. Chaque element 
infiniment petit de la surface d’un de ces corps, ou de celle de I’en- 
ceinte, est la base commune d’une infinite de rayons qui s’eloignent 
de ce centre, et ferment un hemisphere rempli de chaleur. Le memo 
element regoit, selon les directions contraires, iin pareil nombre de 
rayons respectivement egaux a ceux qu’il envoie, et qui, par conse- 
quent, apportent des quantites do chaleur proportionnelles aux sinus 
de I’inclinaison. (Art. 96 et97 duMemoire deja cite de i8i r.) 

II est surtout necessaire de remarquer : i“ que la consequence ma- 
thematique do.nt il s’agit appartient au cas de I’equilibre, c’est-a-dire 
a celui oil toutes les parties de I’enceinte ont une temperature com- 
mune : dans ce cas, il est demontre que les quantites de chaleur 
envoyees en dilTerents sens par un meme element sont entrc elles 
comme les sinus de I’inclinaison ; 2 ® que cette quantile do chaleur 
envoyee par la surface co n’cst pas seulement formee du produit de 
remission directe, inais encore de la chaleur reflecbie par le meme 
element. Ainsi la proposition precedente exprime la loi de remission 
totale ou cello du rayonnement, etnon la loi de remission directe, qm* 
I’on pourrait supposcr tres diflerente. 

VII. 

Apres avoir reconnu, par I’examen des questions precedenles, que 
les resultats des observations sont clairement expliques des que I’on 
regarde les quantites de chaleur envoyees par chaque particule de la 
surface comme proportionnelles aux sinus de I’inclinaison, nous avons 
considere attentivement les consequences les plus generales de cette 
loi. On pout les enoncer comme il suit : 

1 “ Lorsque la loi dont il s’agit subsiste, I’equilibre de la chaleur 
rayonnantc a lieu d’element a element, c’est-a-dire que, si I’on com- 
pare seulement deux surfaces infiniment petites w et co' qui sont en 
presence I’une de I’autre, soit qu’elles appartiennent a I’enceinte ou 
aux masses qu’on y a placees, il arrive toujours que I’un des elements 
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reQoit de I’autre une quantite de chaleur exactement egale a celle qu’il 
iui envoie. Cette propriete ne peut convenir qu’a la loi precedemment 
enoncee. L’equilibre d’element a element ne resulterait d’aucune autre 
loi ; il suppose necessairement que la chaleur envoyee ou regue est pro- 
portionnelle au sinus de Tangle que le rayon fait avec la surface (Me- 
nioire de i 8 ii, art. 96). 

2 ° Si, en designant un clement de Tespace interieur, on calcule 
combien cette sphere infmiment petite regoit de chaleur de toutes les 
parties de Tenceinte ou des corps interposes, on trouve une quantite 
constante qui ne depend aucunement de la position du point ou de la 
figure du vase. Chaque point de Tespace est le centre d’une infinite de 
rayons d’une egale intensite qui arrivent et s’eloignent selon toutes les 
directions. 

3" II est facile de mesurer la quantite do chaleur qu’une surface 
d’une forme quelconque, et dont toutes les parties ont la meme tem- 
perature, envoie a un point de Tespace lorsque Tequilibre subsiste. 
11 faut regarder ce point comme le sommet d’un cone qui enveloppe 
la surface donnee, et tracer une surface hemispherique d’un rayon 
egal a i, dont le centre soit en ce point. La partie de la surface hemi- 
spherique qui est comprise dans ce cone, e’est-a-dire la capacite, ou 
Touverture ducone, mesurela quantite de chaleur envoyee. Nous avons 
applique cette construction dans une Note intitulee : Question sur la 
Theorie physique de la chaleur rayonnante (^Annales de Chimie et de 
Physique, t. VI, an nee 1817 , art. 7 et 8 ). 

Si Ton considere le cas de Tequilibre, la consequence est rigoureu- 
sement exacte. Si les surfaces ont des temperatures inegales, mais 
assez peu dilferentes, et si les incidences ne sont pas tres obliques, on 
peut encore faire usage de cette construction en considerant separe- 
raent Teffet de chaque surface. On. explique tres clairement, par ce 
moyen, plusieurs effets remarquables, par exemple ceux qui dependent 
de la reflexion apparente du froid {Annales de Chimie et de Physique, 
Note citee, art. 9, 10 et 14). 

4*’ SiTon comjoit une surface tracee d’une maniere quelconque dans 
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I’espace que I’enceinte termine, et si, designant un element (o de celtc 
surface non materielle, on considere la quantite de chaleur qui le tra- 
verse dans toutes les directions, on voit que la loi du rayonnement cst 
observee par rapport a cet element, en sorte que les cylindres dont il 
est la base contiennent des quantites de chaleur proportionnelles aux 
sinus des angles que les axes des cylindres font avec cette base; I’effet 
est le meme que si I’element co appartenait a la surface de I’un des corps 
qui ont la temperature finale. Ainsi, lorsqu’pn retire un de ces corps M, 
N, P de I’espace interieur, le rayonnement qui avait lieu en chaque ele- 
ment de la superficie de ce corps continue de subsister a la surface qui 
termine le volume qu’il occupait. 

C’est la distribution bomogenc que nous venons de decrire qui, a 
proprement parler, constitue Tequilibrc de la chaleur rayonnante, et 
determine la temperature de I’espace interieur. Si Ton divisait cet 
espace en proportions egales, et que Ton put recueillir la chaleur que 
renferme chaquc portion au commencement d’un instant determine, 
on trouverait ces quantites egales, et leur valeur commune serait la 
merne a tout autre instant. 

Quoique la chaleur ne puisse pas etre comparee aux matieres aeri- 
formes, on pent remarquer ici qu’elle jouit d’une propriete statiquc 
analogue a celle de ces fluides. La densite, et par consequent la force 
repulsive qui nait do Taction de la chaleur, sont les memes dans toutes 
les parties de Tcspace oil Tequilibrc est forme. Lorsque cette egale dis- 
tribution est etablie, il n’y a aucunc cause qui puisse changer les tem- 
peratures. 

VIII. 

Apres avoir demontre les tbeoremes enonces dans les articles prece- 
dents, nous avons desire connaitre la cause physique dont ils derivent. 
Voici les resultats de cette recherche : on suppose d’abord que la reflexi- 
bilite des surfaces est nulle; on considerera ensuite Teffet de cette pro- 
priete. 

Lorsque la chaleur dont un corps estpenetre s’echappe a travers la 
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superficie, et se porte dans I’espace environnant, il est certain que les 
rayons eniis ne proviennent pas seulement de I’extreme surface. Les 
points materiels qui sont a une distance tres petite de la superficie 
concourent evidemment a remission. Nous ferons remarquer ici que, 
dans la Theorie dont nous exposons les elements, on considere des 
temperatures limitees comparables a celles qui determinent les pheno- 
menes naturels a la surface du globe terrestre. Pour les corps opaques 
et pour cet ordre de temperatures, il n’y a que les points situes a une 
profondeur extremement petite dont la chaleur einise puisse arriver 
directement au dela de I’extreme surface. Il est visible que dans les 
directions inclinees le produit total de remission doit etre moindre, 
parce que les rayons projetes ont a traverser une plus grande distance 
dans la masse solide, et que, par consequent, il y en a une plus grande 
partie d’interceptee. Pour definir avec precision ce deimier cffet, que 
I’on se represente (^fig. i) un cylindre oblique qui aurait pour base un 

Fig. I. 
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element infiniment petit (o de la surface d’un corps ecbauffe, et quo 
I’on prolonge ce cylindre dans la masse solide. Si, par un point £ tres 
voisin de la base co, on trace un diapbragme a perpendiculaire a I’axe 
du cylindre, cette section a sera traversee selon la direction de I’axo 
par la chaleur que les molecules rrm! du cylindre placees au-dessous 
du point £, et les plus voisines de ce point, envoient dans cette direc- 
tion. Une partie de la chaleur que ces molecules projettent paralle- 
lement a I’axe n’arrive pas jusqu’a la surface exterieure (o; elle est 
interceptee et eteinte par les molecules solides intermediaires. Si Ton 
tragait entre co et a, a une certaine distance S du premier diapbragme a, 
un second diapbragme a' perpendiculaire a I’axe, il est certain que la 
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chaleur rayonnante qui traverse a' selon la direction de I’axe du cy- 
lindre serait en moindre quantite que celle qui traverse a; c’est-a-dire 
que la chaleur A qui passe dans cette direction a travers a se trouve 
reduite a une moindre valeur />A lorsqu’elle a parcouru dans le solide 
I’intervalle o. Elle est diminuee de (i —/>)A, et la fraction p depend 
de 0 suivant une certaine loi. On representera done ce rapport /> par 
une fonction indeterminec de Fcspace parcouru o. Si Ton considere 
que toutes les molecules du solide, ayant par hypothesc la meme tem- 
perature, envoient la meme quantite de chaleur et qu’elles la pro- 
jettent egalement dans tous les sens, on pourra former I’expression do 
la quantite totale de chaleur qui sort du solide a travers un element co 
dc la surface selon une direction determinee : cette expression con- 
tiendra la fonction /(o), qui, etant rotranchee de I’unite, mesurc la 
quantite dc chaleur eteinte dans un intervallc quelcouque o. II est tres 
facile d’etablir ce calcul et de comparer entre elles les quantites de 
chaleur rayonnante qui s’echappcnt selon deux directions differentes, 
en traversant un meme element w dc la supcrficic. On reconnait alors, 
ce qu’il etait aise de pi’evoir, que le rapport dc ces quantites est inde- 
pendant de la fonction /(§), qui determine la loi de I’extinction. Quelle 
que puisse etre cette loi, le rapport dont il s’agit est celui des sinus des 
angles que les axes des cylindres font avee I’element. Au reste, cette 
meme consequence se presente d’elle-meme, et la demonstration n’exi- 
gerait aucun calcul, comme on le voit dans I’article suivant. 

IX. 

En effet, designant par <0 un cercle infiniment petit place a la sur- 
face du solide, on mene par le centre de o) une normale a cette surface, 
et Ton forme dans I’interieur de la masse un cylindre droit dont cette 
normale est I’axe, et dont co est la base. Du centre de co on trace dans 
le solide (Jig-. 2) une surface hemispherique qui a pour rayon £, et Ton 
prolonge le cylindre droit jusqu’a ce qu’il rencontre la surface hemi- 
spherique, ou il intercepte une portion infiniment petite s. On con- 
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struit aussi un cylindre oblique dont w est la base, et dont I’axe, mene 
dans I’interieur du solide, fait avec la base co un angle 9. Ce cylindre 
est prolonge jusqu’a la rencontre de la surface bemispherique, ou il 
circonscrit une section c. Enfin du centre de co et d’un rayon e — 0 
on trace une seconde surface hemispberique qui coupe aussi les deux 
cylindres, et forme dans le premier une section s', et dans le second 
une section o'. Un element du cylindre orthogonal est compris entre 
les sections s et s', dont la distance est 0, quantite infmiment petite 
par rapport a e, et un element du cylindre oblique est compris entre 
les sections a- et a', dont la distance est la meme que 



m 


Chaque point interieur m de la masse solide uniformement echauffee 
envoie dans toutes les directions une certaine quantite de chaleur A, 
dont une partie pA arrive directement jusqu’a une certaine distance e 
du point m. L’autre partie (i — p)A est interceptee. La fraction p est 
d’autant plus petite que la longueur e parcourue dans la masse solide 
est plus grande; et cette fraction est nulle si la distance parcourue 
egale ou surpasse A, quantite extremement petite. 

Cela pose, il est facile de comparer, comme il suit, les quantites de 
chaleur que les deux elements solides des cylindres envoient jusqu’a 
la superficie au dela de co. Designant par a la chaleur emise, selon la 
direction normale, par I’element cylindrique dont la base est s et la 
hauteur S, et designant par b la chaleur emise, selon la direction de 
I’axe oblique, par I’element du second cylindre dont la base est a, on 
voit que les quantites a et b sent proportionrielles aux volumes des 
Elements, et par consequent aux bases ^ et a, puisque ces elements 
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ont une hauteur commune o : or, il resulte de la construction que ^ 
est egale a trsin®. En effet, soit i la longueur d’un cylindre droit qui 
aurait pour base s (Jig. 3 ); que Ton divise ce solide en deux parties 
en traQant une section a qui fasse avec I’axe un angle ip, et que Ton 
transpose ces deux parties, en sorte que les deux bases opposees^ ets 
coincident, et que les bases o- et a- soient paralleles; on aura forme un 
cylindre oblique dont la hauteur est sinip. Le volume du cylindre 
droit n’ayant pdint change, il est evident que Ton a cette equation 
s = o-sino. 

Fig. 3. 



La partic de la chaleur designee par a, qui, apres avoir parcouru la 
distance e, traverse co, est pa; et la partie do la quantite do chaleur b, 
qui, apres avoir parcouru la meme distance z, traverse cu sous I’incli- 
naison cp, est pb ou /^asinip. Done les deux quantites de chaleur qui 
sortent des elements solidcs que Ton compare, et qui parviennent jus- 
qu’a la superticic au dela de co, sent outre dies dans le rapport de i a 
sinpi. 

La memo consequence a lieu si, trac-ant (J/g. 2) une troisieme sur- 
face hemispherique d’un rayon z — 20, on compare les quantites de 
chaleur envoyecs par deux autres elements correspondants du cylindre 
orthogonal et du cylindre oblique. On peut diviser ainsi les volumes 
des deux cylindres en une multitude de parties dont chacune est infi- 
niment petite par rapport au volume entier, et la consequence prece- 
dente s’appliquc a tous les elements intermediaires que I’on compare. 
Done les quantites totales de chaleur qui sortent de chaque cylindre 
et traversent le raeme element co sont entre elles dans le rapport de i 
a sin CD. 

t 

5 1 


II. 
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X. 

Si la chaleur s’echappait librement a travers la superficie des corps, 
c’est-a-dire s’il n’existait aucune force contraire a remission, le rayon- 
nement aurait lieu suivant la loi que I’on vient d’enoncer. II sortirait, 
a travel’s chaque particule w de la surface en differentes directions, des 
quantites de chaleur exactement proportionnelles aux sinus des angles 
que ces directions font avec to. Cela resulte, comme on vient de le voir, 
des deux causes suivantes : i° chaque molecule de la masse echaulfee 
envoie dans tons les sens une egale quantite de chaleur, et cette quan- 
tile est la meme pour toutes les molecules, puisqu’elles ont par hypo- 
these la meme temperature; 2° les molecules tres voisines de la super- 
ficie sont les seules qui puissent projeter directement une partie de 
leur chaleur au dela de cette surface. La loi enoncee est une conse- 
quence necessaire de cette egale irradiation, ct de I’extinction totale 
des rayons qui ont parcouru dans la masse une distance extreinement 
petite A. Si cet intervalle A qui determine Textinction complete avail 
une grandeur fmie, le resultat ne serait pas moins facile a connaitre; 
mais nous ne considerons point ici cette question. 

On a prouve aussi, dans les articles precedents (VI et VII ), que cette 
meme loi du rayonnement etablit dans I’espace ferine I’equilibre des 
temperatures. Done, la reflexibilite etant supposee nulle, cet equilibre 
aurait necessaireinent lieu en vertu des deux causes physiques dont 
on vient de parler. 

II faut remarquer rnaintenant que le mouvement de la chaleur dans 
I’interieur des substances solides se determine par les inemes prin- 
cipes. II suffit de supposer que chaque molecule est le centre d’une 
infinite de rayons dont chacun contieiit, dans tous les sens, la meme 
quantite de chaleur, et qui sont totalement absorbes lorsqu’ils ont 
parcouru dans la masse opaque un intervalle imperceptible A. L’inten- 
site, qui est la meme pour tous les rayons sortis d’un seul point, varie 
d’un point a un autre et depend de la temperature de chaque point, 
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D’apres cela, on determine la quantite de chaleur que rcQoit et perd 
une particule solide d’une figure donnee, et Ton forme les equations 
differentielles qui expriment la propagation de la chaleur dans les 
corps solides. Ainsi la loi du rayonnement libre a la surface des corps 
et celle de la distribution de la chaleur dans I’interieur de ces corps de- 
rivent toutes d’un fait extremement simple, savoir I’irradiation uni- 
forme de chaque molecule echauffee. 

XI. 

Nous avons fait abstraction, dans ce qui precede, d’une propriety 
physique qui se manifeste a la superficie des corps; celle de reflecbir 
une partie de la chaleur rayonnante envoyee par les objets exterieurs. 
Tons les corps ne jouisscnt point au memo degre de cettc faculte de 
repousser les rayons incidents; et ceux dont la reflexibilite est plus 
parfaite conservent plus longtemps leur propre chaleur. Toutes les 
observations concourent a montrer une relation necessairc entre la 
propriete d’emettrc la chaleur et celle de la reflecbir. L’une et I’autre 
dependent de I’etat de la superficie; et lorsque, en changeant cet etat, 
on diminue ou I’on augmcnte la reflexibilite, on augmente on Ton di- 
minue le pouvoir d’emettre la chaleur intcrieure. Nous ne rapporterons 
point ici des fails generalement connus, et qui sont exposes dans tons 
lesTraites de Physique. Notre ohjet principal est de reconnaitre la cause 
qui mainticnt la loi du rayonnement dans un vase ferme, nonohstant la 
reflexibilite plus ou moins parfliite des surfaces interieures du vase ou 
des corps contenus. 

Si une enceinte fermee, retenue a une temperature invariable, con- 
tient divers corps qui aient regu cette meme temperature, ou qui I’aient 
acquise. progressivement dans Tenceinte, I’equilibre a lieu quel que 
soil I’etat des diverses parties de la surface interieure du vase ou des 
corps qu’il renferme. Nous admettonsce fait general comme donne par 
les observations. La question consiste a assignor tres distinctement les 
proprietes physiques qu’il suppose. Or nous venons de prouver que, si 
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I’emission s’opere librement, en sorte que tous les rayons qui par- 
viennent de I’interieur de la masse jusqu’a la superficie penetrassent 
directement dans I’espace exterieur, la loi enoncee s’etablirait d’elle- 
nienie. II faut maintenant expliquer pourquoi cette loi subsiste encore 
si la surface acquiert la faculte de reflechir en partie la chaleur inci- 
dente, et par consequent celle de contenir en partie la chaleur inte- 
rieure. On ne peut douter qu’apres le changement d’etat de la surface 
les rayons de chaleur envoyes par un elements, selon differentes direc- 
tions, ne contiennent encore des quantites de chaleur proportionnelles 
aux sinus des inclinaisons; car Tequilibre des temperatures qui resulte 
de cette loi continue d’avoir lieu. Mais il faut remarquer que, si remis- 
sion cesse d’etre totale, la reflexibilite cesse d’etre nulle. Alors on doit 
ajouter a la chaleur propre que les molecules projettent la partie de 
la chaleur incidente que les surfaces reflechissent; et Ton apergoit 
d’abord que c’est cette compensation qui maintient la loi du rayonne- 
ment necessaire a I’equilibre des temperatures. II s’agissait de demon- 
trer I’exactitude mathematique de la compensation, en determinant 
avec precision les conditions physiques dont elle depend. Nous avons 
donne cette demonstration dans I’article 99 de notre Memoire de i8u 
(Nouveaux Memoires de I’Acddemie royale des Sciences, t. V). Elle est 
tres simple et cxempte de toule incertitude ; on peut la presenter 
comme il suit. 

XII. 

Si Ton considere, en premier lieu, le cas de remission libre oil la 
chaleur interieure sortirait sans obstacle, et la chaleur incidente serait 
entierementabsorbee, on a vu (article VIII) que la loi du rayonnement 
qui determine I’equilibre des temperatures s’etablirait d’elle-meme : 
elle subsisterait dans toutes les parties de I’espace que I’enceintc ter- 
mine. Si maintenant on suppose que I’etat des surfaces de I’enceinte 
ou des corps contenus subit un changement quelconque, qui leur 
donne, a un certain degre, le pouvoir de reflechir unc partie do la 
elialeur incidente, nous disons que la distribution de la chaleur ravon- 
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une fraction a. La memo cause agira sur le rayon r que la surface rece- 
vait au meme instant dans la direction alterne im, et qu’elle absorbait 
entierement. Une partie seulement de ce rayon incident sera absorbee 
par CO, et I’autre partie sera reflechie. Adrnettons que la partie absorbee 
soit a.r, la fraction a etant la meme que la precedente; la partie du 
rayon qui est reflechie par oo sera (i — a)r-; elle s’ajoutera au rayon ar 
que CO emet dans la meme direction mO, et par consequent la quan- 
tite totale de chaleur que I’element envoie dans la direction mO sera 
ar + (i — a)r, ou r, egale a celle qui etait envoyee lorsqu’on suppo- 
sait remission complete. 

II n’y a aucune partie infmiment petite co de la surface de I’enceinte 
ou des corps contenus a laquelle on ne puisse appliquer la meme con- 
sequence. Si done une ou plusieurs parties de ces surfaces subissent 
un changement quelconque, au commencement du meme instant A, 
il est evident que les quantites de chaleur envoyees dans toutes les 
directions demeurent les memes qu’auparavant. 

Si un nouveau changement suce'ede au premier, on prouvera de la 
meme maniere que les quantites de chaleur envoyees ou reques dans 
une direction quelconque ne sent point changees, en sorte qu’il est 
entierement impossible de causer quelque alteration dans la loi du 
rayonnement en faisant varier I’etat des surfaces. Cette consequence 
est fondee sur Ic principe que nous avons admis, savoir : que, si le 
rayon emis r, qui traversait la surface dans le cas de la reflexibilite 
nulle, est reduit a arpar un changement de la superficic, la partie du 
rayon exterieur incident r qui sera absorbee apres ce changement est 
aussi ar. Mais la consequence dont il s’agit n’aurait pas lieu si le 
pouvoir d’emettre la chaleur dans une certaine direction n’etait pas 
toujours egal au pouvoir d’absorber la chaleur incidente qui arrive 
dans cette meme direction. La distribution de la chaleur rayonnantc 
dans I’espace ferme varierait avec I’etat des surfaces ; or cette distri- 
bution est toujours la meme, puisque I’equilibre des temperatures 
subsiste quelle que soit la nature des surfaces. Done, le fait general 
de i’equilibre des temperatures dans un vase ferme prouve que sous la 
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de tout pouvoir de reflechir la chaleur, la quantite etnise est seulement 
a/' lorsque ce pouvoir existe, et la fraction a est la mesure du pouvoir 
d’emission. Designant aussi par r la chaleur que revolt co sous la meme 
inclinaison cp, la partie de cette chaleur incidente qui s’introduit dans 
la masse esl seulement ar; la seconde fraction a est egale a la prece- 
dente : mais il ne s’ensuit pas que la valeur do cette fraction soit la ' 
meme pour tons los angles d’incidence. Si Ton suppose qu’un rayon 
exterieur different du premier tombe sur le meme element o), en fai- 
sant avec la surface un autre angle 9', et que cette chaleur incidente 
soit r', il ne penetrera dans la masse qu’une partie aV'. Or nous ne 
supposons point que la fraction a' soit necessairement egale a la prece- 
dente a; des observations precises, faites a des temperatures tres diffe- 
rontes sous des incidences obliques, pourraient seules nous apprendre 
si la fraction i — a qui mesure la reflexibilite varie avec Tangle d’inci- 
deiicc ct avec la temperature. Quoi qu’il en soit et de quelque maniere 
que cette question experimentale soit resolue, on doit conclure que, 
pour une temperature determinee c et pour une meme inclinaison (p, 
la quantite de chaleur propre emise est ar, si la partie de la chaleur 
incidente r qui penetre la masse est ar. A la verite, quelques expe- 
riences indiquent que, si les changements de temperature sont peu 
considerables, la force de coliibition et, par consequent, de reflexion 
demeure sensiblement la meme; et cela arrive aussi lorsque les incli- 
naisons different peu entre elles et ne sont pas tres petites. Mais ces 
observations sont trop incertaines et trop bornees pour servir de fon- 
dement a une consequence mathematique. 

XIV. 

Nous aliens considerer maintenant Teffet des reflexions multiples 
qui s’operent dans Tinterieur d’un vase ferme dont toutes les parties 
conservent une temperature commune. Ce point de la question a ete 
tiejli traite dans un Memoire que M. Poisson a publie recemment (An- 
nahs de. Ghimie et de Physique, annee 1824, juillet, p. 225 ). Mais il est 
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utile d’examiner le meme objet sous differents points de vue; la dis- 
cussion des opinions contraires a I’avantage de fixer I’attention et d’ ex- 
citer de nouvelles recherches. 

Nous supposons, comme precedemment, que, dans I’interieur d’un 
vase ferme et vide d’air, dont la temperature est constante, se trouvent 
un ou plusicurs corps qui ont presentement la temperature commune. 
Nous supposons aussi que les diverses parties de la surface interieure 
de I’enceinte, ou de la surface des corps contenus, jouissent inegale- 
ment de la propriete de reflechir la chaleur. II s’agit de calculer la 
quantite totale de cbaleur qu’un element co^ d’une des surfaces envoie 
dans une direction donnee, soit par voie d’emission directe, soit par 
voie de reflexion. 

Par un point m, (^fig- 5) centre du disque infiniment petit co,, on 

Fig. 5. 


0)3 



ineno au point 0 une droite m^O qui fait avec coj I’angle-ip,. On trace 
un plan qui passe par la droite m, 0 et par la normale m, n, elevee sur 
cj), au point m^. Dans ce plan, et de I’autre cote de la normale, il faut 
mener par le point m^ une seconde droite m^ i qui fasse avec w, un 
angle 6gal k <p,. Cette droite prolongee rencontre Tune des surfaces en 
un point et fait en ce point avec la surface I’angle On eleve 
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au point une seconde normale Tn.^n^ a la surface de I’enceinte ou 
des corps contenus, et Ton fait passer un second plan par cette nor* 
male m.^7u et par la seconde droite II faut ensuite tracer dans 
ce second plan, et de I’autre cote de la normale une troisieme 

droite qui fasse en ce point Tn^ avec la surface un angle egal 
a ®o, et cette droite prolongee rencontre Tune des surfaces en un 
point m^. 

On continue ainsi indefiniment d’elever des normales aux points oii 
les droites prolongees rencontrent I’enceinte. On fait passer un plan 
par une de ces droites et par la normale correspondante; et dans ce 
plan on trace, de I’autre cote de la normale, une nouvelle droite qui, 
formant Tangle de reflexion egal a Tangle d’incidence, determine sur 
Tenceinte ou sur les corps contenus un nouveau point de rencontre. 
Cette construction represente la route d’un rayon qui, partant de 0 
dans la direction Om ^ , est reflechi successivement par les surfaces inte- 
rieures aux points m^, m,, mj\ et reciproquement Tun 

de ces points, tel que enA’oie, dans la direction un rayon qui 
est r(ifleclu successivement par les surfaces aux points m^, m.^, m,, et 
parvi'ent en 0 suivant la direction to, 0. II en est de meme de tous les 
points m^, m^, ..., rrij, qui entrent dans la serie que Ton a formee; au 
reste, il est evident que les lignes qui joignent ces points 0, m^, 
ne sont pas en general dans un seul plan; on les a toutes ramenees 
au plan de la fig. 5. 

Si Ton applique la meme construction k chaque point tel que m, du 
premier element co,, on formera un systeme de rayons qui partent tous 
du point 0, et qui, etant reflechis par co,, coo, w,,, ... sur la surface de 
Tenceinte ou des corps, interceptent sur cette surface un second ele- 
ment (Dj. Le systfeme des rayons reflechis par co^ interceptera sur les' 
surfaces un troisieme element w,, ainsi de suite indefiniment. Quant 
au premier element o>,, il est suppose infiniment petit; c’est-a-dire que 
ses dimensions decroissent de plus en plus, et deviennent moindres 
que toute grandeur donnee. 

D6signons par r la quantite de chaleur que Telement o), enverrait 
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directement au point 0 si, ala surface de cet element w,, la reflexibilite 
etait nulle, ou, ce qui est la meme chose, si le pouvoir d’emission etait 
total. Supposons que toutes les surfaces de I’enceinte et des corps con- 
tenus jouissent de cette meme propriete d’emission complete, et que 
I’equilibre des temperatures soit forme; la chaleur que le point m^ 
envoie sous I’inclinaison 9, au point 0 est egale a celle que le point m, 
cnvoie sous la meme inclinaison 9, au point et par consequent elle 
est aussi egale a la chaleur que m., envoie a m^ dans la direction con- 
traire m^rrif (art. VI et VII). Ainsi chaque rayon qui part de co, etse 
dirigc vers le point 0 correspond a un rayon equivalent que Wj envoie 
a w, et dont la direction est telle que, s’il etait reflecbi par co,, il par- 
viendrait au point 0 . Done la somme de ces derniers rayons estr. 

Si le pouvoir emissif de w, n’est pas complet, cet element ne projet- 
tera plus vers le point 0 le rayon total r, mais seulement a, r, en expri- 
rnant par la fraction le pouvoir emissif de co, sous I’inclinaison 9, ; et, 
si remission a la surface coj n’est pas complete, la somme des rayons 
que CO2 envoie a co, , et qui parviendraient au point 0 s’ils etaient refle- 
chis par co,, n’est plus egale a r, mais seulement a a^r, la fraction 
raesurant le pouvoir emissif de coa sous I’inclinaison 9^. 

On prouve de la meme manierc qu’en designant par a, , a.,, . . . , 

ay le pouvoir d’emission a la surface des elements co,, co,, coj, .. . , coy, 
sous les inclinaisons 9,, 92, 9,, . . . , 9y, la quantite ayr exprime la cha- 
leur totale qui sort de I’elcment coy, et tombe sur I’element precedent 
suivant do telles directions que, par I’elfet des reflexions successives, 
elle pourrait arriver au point 0. 


XV. 

On calculera maintenant la quantity totale de chaleur ou directe ou 
reflechie que I’element co, envoie au point 0 , et Ton examinera si cette 
chaleur equivautar; car, le calcul donnant ce resultat, laloi du rayon- 
nement serait observee. Une premiere partie de cette quantite totale 
de chaleur envoy^e par co, au point 0 est celle qui sort, a travers cet 
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element, de I’interieur meme de la masse : elle est a^^. En la compa- 
rant a r, on voit qu’elle en differe d’une quantite egale a (i — a,)r. 

Or I’element co, projette sur w, un rayon de chaleur propre exprimee 
par oL^r, et qui, etant reflechi par co,, se reduit a «,(! — a,)r. 

Ainsi les rayons sortis de co, etco,, et qui tombent sur le point 0 , ap- 
portent une quantite de chaleur exprimee par a,r-i- a2(i — a))r. Cette 
somme n’est point egale ar; mais la difference, qui etait (i — a,)/- lors- 
qu’on ne tenait compte que du rayon sorti de co, , est diminuee de la quan- 
tile a2(i — )r envoyee par coj. Elle devient (i — a.^')r — a2(i — a,)r 
ou (i — a,)(i — a.^)r, puisque le facteur (i — a.^)r est commun aux 
deux termes que Ton compare. De plus, I’element a>3 envoie a Wj un 
rayon a^r qui, etant reflechi par tOj et ensuite par co,, se reduit a 
a3(i — aj )(i — a..2)r. Done, en tenant compte de ce troisieme rayon sorti 
de 0)3, et comparant toujours la somme des chaleurs reQues par le point 0 
a la quantite r, on voit que la diflference, qui etait(i — a,)(i — aj)^, de- 
vient encore moindre. Elle est (i — a,)(i — a^) (i — aj)r. En general, 
la somme des quantiles de chaleur qui sortent d’un nombre quelconque 
d’ elements (o, , coj, coy, et qui, par Tefiet des reflexions multipliees, sont 
envoyees par co^ au point 0 , differe de la valeur totale r d’une quantite 
egale a (i — a^)(I — a2)...(i — a.j)r, c’est-a-dire au produit de cette 
valeur totale rpar toutes les fractions qui mesurent, sous les inclinai- 
sons respectives lepouvoir reflecteur des surfaces dont la 

chaleur est sortie. Cette seule proposition suffit pour expliquer tous 
les effets des reflexions successives. 

On voit que le calcul de ces effets consiste uniquement dans I’ap- 
plication des regies communes de la Catoptrique, et d’un principe 
demontre dans nos Memoires precedents, savoir, I’egalite precise des 
pouvoirs d’emission et d’ahsorption selon une direction determinee. 

Si I’un des nombres a,, aj, estegal a I’unite, c’est-a-dire si I’une 
des surfaces a un pouvoir reflecteur nul, il est evident que le rayon 
re(ju par le point 0 est complet, puisque la difference de ce rayon a la 
valeur totale r est nulle. Dans ce cas, le nombre des reflexions est 
limite. Mais si aucune des surfaces n’a un pouvoir reflecteur nul, le 
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produit (i — a,) (i — aa) (i — aj). .. se formera d’un nombre infini 
de facteurs qui mesurent la reflexibilite des surfaces o), , o),, (Uj, ... 
sous les inclinaisons cpa. fa* — On sera assure que ce produit est 
nul s’il y a une infinite de ces facteurs r — a,, i — a^,... dont chacun 
soit plus petit qu’une quantite determinee A moindre que I’unite; car 
ce produit serait moindre qu’une puissance entiere A' de la fraction A, 
quelque grand que fut I’exposant i. On pourrait done prouyer que le 
produit est moindre que toute grandeur proposee : ce qui ne peut 
etre prouve qu’a I’^ard d’une quantite nulle. Admettons maintenant, 
comme une consequence sensible de la nature de tous les corps, que 
la reflexibilite ne puisse devenir totale sous quelque inclinaison que ce 
soit, en sorte que le plus grand des facteurs i — a,, i — a,, i — a^, ... 
soit, dans tous les cas, un nombre determine S moindre que I’unite; on 
on conclura avec certitude que le produit de tous ces facteurs est nul. 
Done la somme des rayons directs ou reflechis, envoyes au point 0 par 
0 ),, sera egale a la valeur totale que nous avons designee par r. 

Cette consequence est rigoureuse,‘lorsqu’on admet que la reflexibi- 
lite ne peut jamais etre totale. Mais si Ton concevait un tel etat do sur- 
faces que, pour de certaincs incidences, la reflexion fut complete, le 
produit des facteurs i — a,, i — a„, i — a,, ... pourrait n’etre point 
nul. Alors la somme des quantiles de chaleur bmises par co,, co^, co,, ... 
a I’infini, et qui tombent sur le point 0, ne serait pas egale a r. Mais il 
ne s’ensuit pas, comme on le verra bientot, que la loi du rayonnement 
total ne soit pas conservee. II en resulte seulement une exception sin- 
guliere et purement mathematique, analogue k celle que pr^sente 
I’equilibre non stable dans les theories dynamiques. Avant d’examiner 
cette question, nous ajouterons une remarque trfes propre h rendre sen- 
sible I’effet des reflexions successives. 

XVI. 

On suppose que le point 0 envoie a to, la quantite de chaleur que 
nous avons designee par r, et quft ce rayon total soit successivement 
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reflechi paries elements co,, coj, co,, wy. Apres ces reflexions, dont 
le nombre est determine et egal a j, la valeur du rayon sera reduite a 

(« — «i) (i — «2) (i — aj). . .(i— (Xj)r. 

En comparant cette expression a celle de I’article precedent, on voit 
que la somme des rayons qui sortent de co,, co,, co^, ... , coy, et qui, par 
I’effct des reflexions successives, toinbent sur le point 0, 'differe de la 
valeur totale r d’une quantite precisement egale a celle d’un rayon 
equivalent r qui, parti du point 0, aurait subi des reflexions succes- 
sives sur ces memes surfaces co,, co,, ..., coy. Cette proposition est 
vraie quel que soit le nombre des reflexions; elle nous montre que la 
chaleur regue par le point 0 approche de plus en plus du rayon total r, 
a mesure qu’elle se forme d’un plus grand nombre de parties qui 
sortent de co,, co,, ..., coy. Si Ton ne considere ici que des resultats 
physiques et mesurables, on ne pent douter quo ce rayon de chaleur 
qui, partant du point 0, subirait des reflexions continuelles sur les sur- 
faces CO,, coa, .. . , coy ne finit par devenir totalement insensible. Or ce 
rayon, qui s’eteint par degres, est a chaque fois le complement exact 
de la quantite de chaleur qui, suivant une route contraire, se reunit 
en ( 0 , et arrive au point 0. Done la somme des rayons que co, envoie a 
ce point 0 est egale a la valeur complete que Ton a designee par r. 

Enoncer cette derniere proposition, e’est dire, en des termes diffe- 
rents, qu’un rayon qui subit des reflexions indefinies s’eteint par de- 
gree et totalement. On pourrait meme reconnaitre immediatement et 
sans aucun calcul l’identite de ces deux propositions. Ce serait la ma- 
niere la plus simple de demontrer I’elfet des reflexions successives; 
mais nous avons prefere I’exprimer par le calcul. 

XVII. 

II ne nous reste plus qu’a considerer ce qui aurait lieu si Ton pou- 
vait tellement changer I’etat de quelques parties des surfaces que pour 
de certaines incidences la reflexibilite fut totale. L’examen de cette 
question fournit une consequence relnarquable. 
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Si toutes les surfaces de I’enceinte et des corps contenus etaient 
douees d’un pouvoir d’emission complel, la chaleur emise par les mole- 
cules solides placees a une tres petite profondeur, comme on I’a prouve 
(art. YIII), serait assujettie a la loi du rayonnement enoncee dans les 
articles VI et VII; I’equilibre des temperatures se formerait de lui- 
meme. Lorsqu’il est etabli, un element w, envoie dans une direction 
determinee, parexemple, sous I’inclinaison <p,, une quantile de cha- 
leur egale a r. Si presentement on opere un changement quelconque 
dans I’etat des surfaces to,, • • • . il est certain (art. XII) que la 

quantile de chaleur envoyee au point 0 par co, demeurera toujours egale 
a r; mais elle ne consiste pas seulement, comme cela avail lieu d’abord, 
dans la chaleur qui sort de cO( ; elle se forme de diverses parties. La 
premiere est eelle qui est projetee par co,, et qui est devenue moindre 
que r. Une seconde partie resulte de toutes les quantiles de chaleur qui 
sortent de Wo, tOj, co^, ... a I’infini, etqui arrivent par des reflexions 
successives surco,, d’oii elles parviennent au point 0. On a design^ par 
X,, ao, 7 - 3 , ... les fractions qui expriment, sous les inclinaisons respec- 
tives, le pouvoir d’emission des surfaces w,, w,, w,, .... Or, si Ton veut 
considerer comme entierement arbitraires les valeurs de ces fractions, 
il arrive, dans un nombre de cas infmi, que la somme des quantiles de 
chaleur sorties de co,, coa, m,, ..., et qui parviennent au point 0 , n’est 
pas equivalente a r. II est facile d’assigner des valeurs de a, , a.,, ... 

pour lesquelles cela n’aurait point lieu. Cependant on a demontre 
(art. XII) qu’un changement quelconque de I’etat des surfaces ne peut 
diminuer la quantile totale de chaleur envoy 6 e au point 0 par to, ; et 
eette demonstration s’applique a toutes les valeurs que Ton attribue- 
rait aux fractions a, , a,, .... On se demande comment il se peut 

faire que la chaleur totale re^ue par le point 0 soil encore 6 gale a r, 
quoique la somme des quantiles sorties de o>, , Wj, CO 3 , . . . et regue par 
ce point 0 soit moindre que r. Pour resoudre clairement cette ques- 
tion, il faut remarquer que, dans le cas dont il s’agit, la chaleur totale 
regue par le point 0 comprendrait une troisieme partie, savoir, la cha- 
leur c.ontenue qui reste dans I’enceinte, ou elle subit des reflexions 
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continuelles. Cette chaleur s’ajoute a celle qui est projetee par les ele- 
ments 0 ),, CO,, coj, elle complete la quantite reQue par le point 0,- 
et la rend equivalente a r. En effet, en admettant comme possible un 
changement d’etat des surfaces qui leur donnerait sous de certaines 
incidences une reflexibilite totale, on admet, par cela meme, que la 
chaleur qui etait repandue dans I’enceinte continue de circuler entre 
les elements que Ton considere, parce qu’elle subit la reflexibilite 
totale sous ces memes incidences. 

II serait inutile de developper davantage cette remarque; on en 
pourrait rendre la verite plus sensible en attribuant a Fenceinte une 
forme determinee, comme celle de la sphere ou de Fellipsoide. Si done 
les fractions a,, aj, ... satisfont aux conditions qui rendent neces- 
saireraent nul le produit indefini-(i — a,)(i — a,)(i — aj) , . . , la 
somme des quantites de chaleur envoyee par to, au point 0 est egale 
a r, comme elle Fetaitavantle changement d’etat de la surface. Maiss’il 
etait physiquement possible que les valeurs des fractions a,, a,, aj, ... 
ne rendissent pas ce produit nul, il arriverait encore que la somrae 
des chaleurs regues serait egale a r. II n’est pas mathematiquement ne- 
cessaire que le produit de tons les facteurs soit nul pour que la loi du 
rayonnement soit conservee apres le changement d’etat de la surface. 

Si I’on fait abstraction de cette chaleur contenue, on se formera 
I’idee d’un cas purement rationnel oil, les surfaces etant donees de la 
reflexibilite totale sous de certaines incidences, un point determine 
de I’interieur de I’enceinte ne recevrait pas des quantites egales de 
chaleur dans toutes les directions; ce cas n’est pas mathematiquement 
impossible, mais il ne pent subsister physiquement. 

En supposant meme que la reflexibilite devint nulle sous de cer- 
taines incidences, la chaleur contenue retablirait I’uniformite de la 
distribution, et la quantite de cette chaleur contenue, qui rend la den- 
site homogenc, ne pourrait etre augmentee ou diminuee, parce qu’il n’y 
a qu’un seul equilibre possible. Quoi qu’il en soit et independamment 
de toute consideration sur la reflexibilite constante ou variable, ou sur 
I’elfet des reflexions infiniment repetees, il est rigoureusement prouve 
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qu’un changement quelconque de I’etat des surfaces ne peut jamais 
alterer I’^uilibre ni la quantite totale de chaleur envoyee par chaque 
element. Ce dernier theoreme ainsi enonce est fonde sur une demon- 
stration simple, exempte de toute obscurite, et qui ne suppose point 
Ic calcul des reflexions multiples. On connait maintenant pourquoi il 
ctait preferable de choisir la forme de demonstration rapportee dans 
I’article 99 de notre premier Ouvrage et dans Particle XII du present 
Memoire. 

XVIIl. 

Si Ton compare la construction et les propositions qui sontl’objet 
des articles precedents (XIV, XV, XVI et XVII) avec celles que Ton 
trouve dans le Memoire cite (art. 14), on reconnaitra que, sur divers 
points essentiels, nous n’admcttons point I’opinion du savant auteur 
dece Memoire. 

Nous remarquerons principalement qu’on ne peut point conclure de 
la Theorie mathematique de la chaleur la proposition exprimee dans 
cet Ecrit, page aSo : que, si une surface acquiert la propriete de refle- 
ebir en partie la chaleur incidente, la chaleur emise sera diminuee sui- 
vanl un m6me rapport de n a i dans toutes les directions, et quil en sera 
de mAme a I’egard de la chaleur ahsorhee, en sorte que la totalite de cette 
chaleur se trouoera reduite a la fraction n de celle qux tornbe sur I element. 
Nous disons au contraire que, pour maintenir I’equilibre de la chaleur 
rayonnante, quel que soit le nouvel etat des surfaces, il suffit que, le 
pouvoir d’emettre la chaleur suivant une certaine direction 6tant de- 
sign6 par la fraction n, le pouvoir d’absorber la chaleur suivant la 
mfime direction soit aussi exprime par n. 

On peut montrer, par le calcul des reflexions successives et confor- 
mement aux principes enonces dans I’article XV, que la somme des 
quantites do chaleur ou directe ou reflechie envoyees par un Mement 
dans une direction quelconque equivaut a celle qui seraitprojetee par 
cet Moment si le pouvoir d’emission Mait total. Mais si, pour deduire 

cette consequence, il fallait supposer que le pouvoir d’emettre ou 

* -TT 53 * 
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d’absorber la chaleur ne varie pas avec I’inclinaison, la proposition 
ne serait pas prouvee. Lorsqa’on examine attentivement les diverges 
demonstrations que I’on pent donner de cette proposition, et meine 
celle qui estrapportee dans le Memoire cite, on voit qu’elle exige seu- 
lement que les deux effets d’emission et d’absorption soient egaux pour 
line meme direction. C’est la seule consequence exacte que Ton puisse 
deduire de la consideration de I’equilibre qui s’etablit dans un vase 
ferme. Nous n’examinons point ici la question de savoir si le pouvoir 
d’emission exprime par la fraction n demeure le meme sous toutes les 
incidences. Nous disons que cette proposition n’est point demontree 
et que, par consequent, on ne doit pas I’admettre dans le calcul des 
reflexions successives, qui en est reellement independant. II importe 
beaucoup de reduire au moindre nombre possible les principes matlie- 
matiques d’une theorie. 

On avait objecte centre la demonstration proposee dans ce Memoire, 
page 234 ( ' ), que, si Ton prend une certaine partie d’une unite, qu’pn y 
ajoute une certaine partie du reste, puis une certaine partie du second 
reste, ainsi de suite, il ne s’ensuit pas, comme on le supposait, que 
ces restes successifs deviennent necessairement plus petits que toute 
grandeur donnee. L’auteur, en reconnaissant, dans un article supple- 
mentaire, la verite de cette remarque {Annales de Chimie et de Phy- 
sique, aout 1824, p. 442), ajoute que, pour la question physique dont 
il s’agit, les fractions qui mesurent le pouvoir emissif des surfaces ne 
peuvent pas decroitre indefiniment. Mais cette derniere proposition 
ainsi enoncee n’est point evidente, parce que Ton ignore suivant quelle 
loi le pouvoir emissif pourrait decroitre avec I’inclinaison. 

Dans ce meme article supplementaire, I’auteur remarque que le fait 
general de I’equilibre suppose une relation necessaire entre les lois de 
1 absorption et de I emission, et que cette relation subsisterail peut-itre 
pour tine infinite de lois differentes. Nous disons, a ce sujet, que la rela- 

(») n s’agit ici de la page 234 du Memoire cit 4 plus haul de Poisson. Ce Mdmoire est 
celui qui traite de h. chaleur rayomiante, et qui a 6te ins 4 r 4 , en 1824, au tome XXVI des 
Annales de Chimie et de Physique, p. 225-246. G. D. 
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tion clont il s’agit est celle que nous avons demontree dans noire 
premier Memoire (art. 99); qu’elle subsiste certainement, puisque 
I equilibre est conserve, et qu’elle le maintient quelle que puisse etre 
la loi de 1 emission sous les diverses incidences. Ainsi, dans ce premier 
Memoire, nous ne nous sommes point borne a remarquer que, si les 
parois d’une enceinte ant partout la mime temperature et la mimefaculte 
rayonnante, la quantite de chaleur qu’elles envoient directement a chaque 
point de I’espqce est partout la mime, et independante de la forme et de 
I'etendne de V enceinte. Nous avons etabli, dans cet Ouvrage, tous les 
autres principos de la Theorie, et considere tres expressement le cas 
oil les differentes parties de I’enceinte possederaient inegalenient a 
des degres quclconques la faculte d’emettre la chaleur rayonnante. 
Nous avons demontre, dans ce cas (art. 99 de la Section XIII) ('), que 
I’equilibre subsiste nonobstant tout changement arbitraire de I’etat des 
surfaces, ct quo la chaleur totale envoyee ou rcQue par chaque element, 
sous une inclinaison quelconque, est encore, apres ce changement, la 
rncnie que si la surface etait entierement privee de la proprietd de rdfUchir 
les rayons. Quant au calcul des reflexions infiniment multipliees, non 
seuloment il n’etait point neccssaired’y recourir pour demontrer cette 
proposition, mais il est preferable de rendrc la demonstration inde- 
pendanto de ce calcul; elle est plus claire etplus rigoureuse. 

Nous devons aussi fairc observer que la construction geometrique 
rapportec dans le Memoire (p. 23 1 et 282) est entierement inadmis- 
sible, parce qu’clle no represente point la quantite de chaleur qu’un 
point donne rcQoit d’un element de I’enceinte. 

Suivant cette construction, les points O', 0", O'", . . . sont les som- 
mets do surfaces coniques, dont les aretes prolongees dans I’int^rieur 

de I’enceinte intcrceptent les elements a', a", a'" Nous disons que 

ces eldments a', a", a'", ... que les surfaces coniques circonscrivent 
no sont point, comme on le suppose, les parties de I’enceinte dont la 
chaleur rcflechie par a, a', a", ... peut arriver au point 0, ou, ce qui 


{}) Voir p. 5o de ce Volume. 


G. D. 
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est la merae chose, elles ne sont point celles qui regoivent par des 
reflexions successives la chaleur que le point 0 envoie a I’element a. 
Les parties infiniment petites qui envoient la chaleur reflechie regue 
par le point 0, ou qui regoivent par reflexion la chaleur emanee du 
point 0, sont exactement determinees par la construction enoncee 

(art. XIV). Nous les avons designees par co,, coj, Or elles ne 

se confondent point avec les bases a', a", a", . . . des surfaces coniques. 
Cette coincidence n’aurait lieu que dans un cas tres particulier. Les 
dernieres raisons des elements to,, co,, coj, ... sont, en general, tres 
differentes des dernieres raisons des quantiles a, a', a", . . . ; c’est- 
a-dire que les nombres finis i, m, m', m", . . . , proportionnels aux der- 
nieres valeurs des elements co,, w,, coj, ..., ne sont point les memes 
que les nombres r , n, n' , n", . . . proportionnels aux valeurs finales des 
elements a, a', a", . . . ; par exemple, si les nombres de la premiere . 
serie sont egaux, les nombres de la seconde serie croissent rapide- 
raent. II n’y a aucun doute qu’une portion infiniment petite d’une sur- 
face courbe ne puisse etre regardee comme plane; mais il ne s’ensuit 
pas que, dans I’application aux effets catoptriques, on puisse supposer 
que les directions des rayons sortis d’un meme point, et reflechis suc- 
cessivement par divers elements de la surface, concourent aux sora- 
mets des surfaces coniques. Cette remarque a ete faite, des I’origine 
de 1’ Analyse difrerentielle, paries geometres qui ont traite des surfaces 
caustiques. 

XIX. 

Les propositions que I’on a demontrees dans ce Memoire forment la 
Theorie mathematique de la chaleur rayonnarite; elles derivent toutes 
d’une consideration principale, celle de I’equilibre qui s’etablit dans 
I’interieur d’une enceinte fermee, retenue a une temperature con- 
stante. Cette notion a ete presentee pour la premiere fois, et soumise 
au calcul, dans un supplement a notre Memoire de 1807 sur la propa- 
gation de la chaleur, et ensuite dans la seconde Partie du Memoire 
de i8ii, Section XIll. MM. Lambert, Pictet, Prevot, Leslie et de Rum- 
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ford avaient publie auparavant de tres belles recherches sur les pro- 
prietes de la chaleur rayonnante. On trouve aussi, dans divers autres 
Ouvrages plus recents, des resultats relatifs aux proprietes physiques 
de la chaleur. Nous citerons, a ce sujet, les observations de MM. Berard 
et de La Roche, et les recherches experimentales et theoriques que 
MM. les professeurs Petit et Dulong ont publiees dans un Memoire tres 
important couronne par I’lnstitut de France. 

Plusieurs physiciens avaient conclu des observations que les quan- 
tiles de chaleur cnvoyees par une partie inliniment petite d’une sur- 
face, dans differentes directions, sont entre elles comme les sinus des 
angles que font ces directions avec I’Mement de la surface. La Theorie 
mathematiquc confirme et explique tres distinctement ce resultat. File 
inontre qu il est une consequence necessaire du fait general de I’equi- 
libre des temperatures dans une enceinte fermee de toutes parts. L’ap- 
plication des Sciences mathematiques aux questions naturelles a sur- 
tont pour objet de decouvrir les lois tres generales, et par consequent 
tres simples, auxquelles les phenomenes sont assujettis; ces lois sont 
empreintes dans I’ensemble des observations. Les lois de la propa- 
gation de la chaleur dans la matiere solide sont exprimees par des 
equations diflcrentielles; celles de I’equilibre de la chaleur rayon- 
nante ddrivent de memos jrincipes et sont encore plus manifestos. 
Dans I’uno et I’autre question, nous ne considerons point les pro- 
prietes do la chaleur lumineuse. 

Non seulemcnt on deduit du seul fait de I’equilibre des tempera- 
tures I’cxpression mathematiquc de la loi du rayonnement; mais on 
reconnaitlcs trois causes physiques qui determinent cette loi. La pre- 
miere est la propriete qu’a chaque molecule interieure d’un solide 
d’envoyer dans tous les sens des rayons de chaleur d’une egale inten- 
sity. La second e est I’extinction graduelle que ces rayons subissent 
dans I’interieur de la masse, et qui est operee totalement lorsque I’in- 
tervalle parcouru a une certaine valeur exlremement petite. La troi- 
sihme cause est I’egalite qui subsiste toujours, a la surface, entre le 
pouvoir d’emettre la chaleur interieure, selon une direction quel- 
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conque, et le pouvoir d’absorber la chaleur exterieure qui arrive sous 
cette meme inclinaison. Quant a la question de savoir si cette faculte 
d’emettre et d’absorber varie avec la direction ou avec la temperature, 
elle n’est nullement decidee par la consideration de I’equilibre; il fau- 
draity joindre des experiences variees et tres precises sur le refroidis- 
sement des corps dans des enveloppes fernlees et vides d’air. Chaque 
observation de ce genre a I’avantage de comprendre une serie de faits 
qui se rapportent a des temperatures differentes. On ne peut done 
point affirmer, dans I’etat actuel de nos connaissances physiques, que 
la quantite de chaleur interieure qui est projetee selon differentes di- 
rections, a travers une meme particule de la surface, decroit precise- 
ment en raison directe des sinus des inclinaisons : mais il est certain 
que, pour une meme direction, les deux effets de remission et de I’ab- 
sorption sont precisement egaux. 

La Theorie mathematique de la chaleur rayonnante a commence a 
se former lorsqu’on a applique le calcul au fait general de I’equilibre; 
elle ne comprend encore que la statique de la chaleur, et elle est beau- 
coup moins etendue que celle de la propagation dans les solides; mais 
elle a I’avantage d’etre fort simple et de n’exiger que les regies elemen- 
taires de r Analyse. 

Nous regardons comme un fait constant et universel que I’equilibre 
de la chaleur s’etablit dans une enceinte fermee dont on maintient la 
temperature, et que cet equilihre suhsiste quelles que soient la nature 
des corps, leur forme, leur situation, et quel que soit I’etat physique 
des surfaces. Ce fait est clairement explique par les trois proprietes 
que Ton a enoncees, savoir : I’egale irradiation, I’extinction a tres 
petite distance, et I’egalite de remission et de I’absorption. 

Il suit rigoureusement de cette troisieme propriete que I’equilibre 
de la chaleur rayonnante dans un vase ferme ne peut etre trouble par 
aucun changement de I’etat des surfaces. La chaleur totale qu’un ele- 
ment de I’enceinte envoie a un point de I’espace interieur est exacte- 
ment la meme apres le changement que celle qui etait envoyee aupa- 
ravant. Or ce rayon re§u par urr point de I’espace se forme : i° de la 
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chaleur projetee a travers I’element de la surface; de la chaleur refle- 
chieipar cet element. On peut, dans ce second effet, distinguer les pro- 
duits d’une seule reflexion, ou de deux, on d’une infinite de reflexions 
successives. II est facile d’exprimer la valeur de tons ces effets partiels, 
et de reconnaitre que leur somme equivaut an rayon qui serait envoye 
par Ic meme element si la reflexibilite de la surface etait nulle. Tou- 
tefois cette egalite n’aiirait point lieu si la reflexibilite pouvait devenir 
to tale sous de certaines incidences. Mais on ne pourrait pas en conclure, 
dans ce cas meme, qu’un changement d’etat des surfaces trouble I’equi- 
libre de la chaleur rayonnante, et rend inegaux les rayons qu’un point 
de I’espace revolt en diflefenles directions; car I’uniformite de la dis- 
tribution serait conservee par la chaleur contenue, qui subirait des 
reflexions continuelles dans I’interieur du vase. 

Pour rendre plus sensible I’ordre des propositions qui font I’objet 
de ce Memoire, nous le terminons par la Table suivante, qui contient 
le somrnaire de chaquc article : 

I. Les rayons do clialeur ((ui tombent sur la surface d’un corps se divisenl 
en deux, parlies, donl I’line est absorbde et I’auire r6fldchie. 

La chaleur rayonnante envoyec par chaque 616mcnt d’une surface se com- 
pose do la chaleur emise dii'ectemcnt ct de la chaleur r6fl6chie. 

II. Definition matbdmatique de la quantile de clialeur contenue dans les 
rayons qu’im rn6me dldment de la surface cnvoie selon diffdrentes directions. 

III. Notion gdncrale de requilihre de Icmpdrature qui s’^tablit dans I’int^- 
rieur d'une enceinte fermec dont tonics les parties ont une temp6rature com- 
mune et invariable. 

JV. Ce fait gendral sort ii ddterminer la loi du rayonnement, principe qui 
sert de fondement a ce calcul. 

V. R6suUats divers du calcul pr6c6dent. 

VI. Un mCme element de la surface envoie en di£f6rentes directions des 
quantitds de chaleur proportionoelles aux sinus de I’inclinaison du rayon sur 
cette surface; il regoit dans chaque direction une quantit6 de chaleur 6gale 
k celle qu’il envdie. 

VIL Consequences remarquables de cette loi : 

I® L’equilibre s’etablit crei6ment ^ 616ment; cette condition ne convient 
qu’^ la loi enoncee. 

3 '' Chaque point de I'espace revolt dans tons les sens une m^me quantite 
cle chaleur; et cette quantite est la meme pour tons les points. 
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Construction qui represente, pour le cas de I’equilibre, la quantile de 
eur envoyee a un point donne par une surface d’une forme quelconque. 
La distribution homogene de la chaleur ne subit aucun changement si 
deplace ou si Ton retranche les corps contenus; cette egale distribution 
me condition de I’^quilibre. 

[11. Calcul de la quantile de chaleur qui est emise par un corps unifor- 
lent echaulf^, etqui traverse librement une portion de ia superficie selon 
direction donnde. L’(§mission etant supposee libre et complete, les quan- 
de chaleur projetees en differenles directions, a travers un memo ele- 
t de la surface, sont proporlionnelles aux sinus des angles que ces direc- 
3 font avec la surface. 

Construction g^ometrique dont on peut deduire ce meme resullat. 

. La loi du rayonnernent libre k la superficie des corps el les equations 
irales qui expriment la distribution de la chaleur dans les solides d6rivent 
m^me principe. 

[. Remarques g6n6rales sur la propriete de reflechir la chaleur incidente 
ille d’emettre la chaleur inteiieure. 

[I. La loi du rayonnernent 6noncee dans les articles VI et VUI n’est 
t troublee par les changements qui surviennent dans Telat des surfaces. 

B propriel6 resulte evidemment de Tegalitd qui subsiste entre le pouvoir 
lettre la chaleur interieure et celui d'absorber la chaleur incidente. 

[IL Le thdor^me de I’article precedent ne suppose point que la fraction 
mesure le pouvoir d’dmeltre la chaleur est la m^me pour toutes les inch- 
ons; il suppose seulemenl que pour une meme inclinaison Teffet de 
ission et celui de Tabsorplion sont egaux. 

IV. Calcul de Teffet des reflexions successives, construction et notations. 

V. Expression de la difference que Ton trouve entre la quantile de cha- 

^ qu'un element projetterait dans une direction dohnee si le pouvoir. 
aission dtait total et la somme des rayons directs on reflechis que cet 
nent envoie selon cette direction. 

VI. La difference exprimee dans Tarticle precedent mesure Tintensite du 
m qui aurait subi en sens contraire les memes reflexions. I/un des effets 
ie complement exact de Tautre. 

VII. Si Ton supposait un tel changement de reiat des surfaces que, sous 
ertaines incidences, il pht y avoir reflexion loiale, la loi du rayonnernent 
i distribution homogene de la chaleur qui subsistaient auparavant seraient 
servees au moyen de la chaleur contenue, qui subirait des reflexions con- 
elles. 

VIII. Remarques sur diverses propositions qui ne peuvent etre admises 
3 la Theorie mathematique de la chaleur rayonnante. 

IX. Consequences generales. 
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thEorie mathMatique de la chaleur rayonnante. 


Annalex de Chiniie et de Phyxique, S6rie I, Tome XXVIII, p. 337; iSaS. 


On a publie dans ce Recueil divers articles concernant Tequilibre 
de la chaleur rayonnantc. Cette discussion a pour objet de fixer avec 
precision les elements d’un nouveau genre de questions, et de porter 
les physiciens et les geometres a on approfondir I’etude. 

Le principe qui a donne naissance a cette tlieorie est celui de I’equi- 
libre de la chaleur rayonnante dans un espace que termine do toutes 
parts une enceinte cntrctenue a une temperature constante. J’en ai 
dMuit autrefois la demonstration mathematique d’une proposition que 
les experiences avaient indiquee depuis longtemps, savoir, que durant 
cet equilibre de la chaleur rayonnante, une particule quelconque de 
la surface de I’enceinte est le centre d’une infinite de rayons qui con- 
tiennent d’autant moins de chaleur que leur direction fait un angle 
plus petit avec la surface. Cette quantite totale de chaleur, qu’une 
meme particule de la superficie emet ou reflechit, selon les differentes 
directions, est exactement proportionnelle au sinus de I’angle que le 
rayon fait avec la surface dont il s’eloigne, Les observations avaient 
fait connaitre ce resultat; la theorie prouve qu’il est une consequence 
necessaire de I’uniformite de temperature dans les diverses parties de 
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la surface de I’enceinte. C’est selon cette loi que la clialeur rayonnante 
est distribuee dans I’espace circonscrit. II en resulte que la quantite 
totale de chaleur qui traverse un point de cet espace, selon toutes les 
directions possibles, pendant uu instant determine, est toujours la 
meme quelle que soit la position du point que Ton considere. 

Apres avoir demontre ce theoreme, j’ai desire connaitre quelle etait 
la cause physique qui rend proportionnelle au sinus de I’inclinaison 
la quantite de chaleur projetee en differentes directions par un meme 
element de la surface, et j’ai reconnu que cet effet est du a I’irradiation 
uniforme des molecules solides placees au-dessous de la surface, a une 
tres petite profondeur, et a I’extinction qui s’operc dans cette couche 
extreme voisine de la superficie. En effet, j’ai prouve que la loi de la 
distribution de la chaleur rayonnante peut se deduire de cette settle 
consideration physique. Pour etablir clalrement ce calcul, j’ai fait 
d’abord abstraction de la propriete des surfaces que Ton a desi- 
gnee sous le nom de rdjlexibilite. Elle consiste dans la faculte de 
repousser une partie de la chaleur incidente, et de contenir une 
partie de la chaleur interieure. Par consequent, si la surface de I’en- 
ceinte etait, dans chacune de ses parties, entierement privee du pou- 
voir de retenir la chaleur, la loi du rayonnement, telle que nous 
venons de I’enoncer, s’etablirait d’elle-meme, et la chaleur rayon- 
nante se trouverait egalement distribuee dans tous les points de I’es- 
pace circonscrit. 

II etait necessaire de retablir la propriete dont on avait fait abstrac- 
tion :j’ai done suppose que les divers elements do la surface interieure 
de I’enceinte, conservant leur temperature commune, recevaient a des 
degres egaux ou inegaux la propriete de reflechir la chaleur incidente. 
Or il est certain qu’un changement quelconque de I’etat des surfaces 
n’altere en rien I’equilibre de la chaleur, pourvu que ces surfaces dont 
I’etat est change retiennent leur temperature. II arrive toujours qu’un e 
molecule qui a la temperature commune, et que I’on place en un 
point quelconque de I’espace circonscrit, conserve cette temperature. 
C’est ce fait trhs general independant de I’etat des superficies dont 
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j ai donne 1 explication mathematique, en deniontrant la proposition 
suivante : 

Si lepouvoir d’emettre la chaleur interieure dans une certaine direction 
e.st toujours le mime que celui d’ absorber la chaleur incidente selon la 
direction contraire, un changement quelconque, ou tous les changements 
successifs qui surviendraient dans Velat des surfaces de 1’ enceinte, ne 
pourront troubler I’equilibre; parce que la somme des quantites de chaleur 
emises ou rejlechies selon une direction donnee par chaque element de la 
superjicie sera, apris les changements survenus, precisement egale d cede 
qui dtait envoyee lorsque le pouvoir de remission etait complet. 

On trouve la demonstration de ce theoreme dans I’article 12 d’un 
Memoire precedent qui a pour titre Resume theorique (^Annales de 
Chimic el de Physique, novembre i824> P- 255). Cette demonstration 
avait ete donnee, pour la premiere fois, dans Particle 99 d’un Me- 
moirc de i8ri (Nouoeaux Memoires de V Academie royale des Sciences 
de Paris, t. V). 

On voit quo ce point de theorie consistait uniquement a remarquer 
le rapport mathematique qui subsiste entre la conservation de I’equi- 
libre et I’egalite rigoureuse des deux facultes d’emission et d’absorption 
lorsqu’elles s’exercent suivant la meme ligne. 

Cette memo conclusion est devenue I’objet de nouvelles reclierches 
publiees par M. Poisson (Annalesde Chimieet de Physique, juillet 1824, 
p. 225 ; aodt 1824, p- 442; et janvier 1825, p. 37). L’auteur recon- 
nait la vdrite du theoreme que je viens d’enoncer; mais il pense que 
la demonstration donnee en 1811, et que Ton a rappelee dans Par- 
ticle 12 du Resume theorique deja cite, n’est pas suffisante. Il s’est done 
propose de trailer de nouveau cette question, et il est arrive a la 
meme consequence par le calcul de I’effet total des reflexions succes- 
sives. Il me sera facile de montrer : 1° que le resultat de ce calcul est 
implicitement contenu, et prouve de la maniere la plus generale et la 
plus claire dans la premiere demonstration donnee en 1811; 2° que 
les constructions qui servent de fondement aux calculs de 1 auteur no 
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sent point exactes, parce qu’elles representent seulement le mouve- 
ment de la chaleur reflechie entre des surfaces planes. 

Je rappellerai d’abord, non a litre de preuves, mais seulement 
comine motifs d’examen, que la demonstration dont il s’agit a ete 
admise sans contestation par tous les geometres qui en out eu connais- 
sance, et specialement par MM. Lagrange, Malus et Biot, qui ont mani- 
feste leur opinion a ce sujet, soit dans leurs Lettres, soit dans leurs 
Ouvrages. M. Poisson en avait porte aussi le meme jugement, comme 
on le voit dans son dernier Memoire {^Annales de Chimie et de Physique, 
Janvier iSaS, p. 4 i). ft comme le montrent les expressions suivantes, 
que je eite textuellement. Apres avoir rappele la proposition relative a 
la distribution homogene de la chaleur rayonnante dans un espace 
ferme, lorsque la reflexibilite est nulle, il ajoute : V auteur fait voir de 
plus d’une maniere tris ingenieuse que cette egalite n’est pas troiiblee par 
la reflexion plus ou moins parfaite qui peut avoir lieu sur ces m6mes parois 
{Bulletin des Sciences, Societd philomathique, annee i 8 i 5 , p. 91). 

De nouvelles considerations ont amene M. Poisson a changer d'avis 
sur ce point. Il soutient presentement que la demonstration est fau- 
tive, en ce qu’elle n’est point applicable a tous les cas, et il en cite un 
exemple {Annales de Chimie et de Physique, janvier 1824, J). 4 i> 43 
et 45). Je me propose de prouver que I’objection dont il s’agit est 
d 6 nuee de tout fondement; que le eas choisi pour exemple est preci- 
sement un de ceux auxquels la demoirstration s’applique le plus direc- 
tement; en sorte que, des deux opinions contraires que M. Poisson a 
publiees a ce sujet, c’est la premiere qui est la veritable. L’article sui- 
vant a pour objet d’eclaircir ce premier point de la discussion ; j’ajou- 
terai ensuite de nouvelles remarques a celles qui sont exposees dans 
le r 6 suin 4 theorique, et qui concernent le calcul des reflexions succes- 
sives, 

II. 

Dans le Memoire intitule Discussion relative a la theorie de la cha- 
leur rayonnante {Annales de Chimie et de Physique, janvier i825), I’au- 
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teur, apres avoir presente, pages 42 et 43, la partie de ma demonstra- 
tion qu’il juge en etre la substance, etablitson objection, et I’applique 
au cas oil deux surfaces A et B s’envoient reciproquenient leur chaleur 
darts la direction orthogonale, soil par emission, soit par reflexion. 11 
considere : 1 ° que, si la reflexibilite des deux surfaces est nulle, et si 
leur temperature est la meme. Tune recevra de I’autre, dans la direc- 
tion normale, une quantite de chaleur egale a celle qu’elle lui envoie; 
2 ® que I’egalite de temperature sera maintenue si Ton change seule- 
ment I’etat de la surface A, en sorte que la chaleur emise par A, et 
designee par p, soit reduite a mp, la fraction m etant la mesure dii 
pouYoir emissif. II est facile de voir en effet que I’egalite de tempera- 
ture subsiste toujours; car, avant le changement, la chaleur emise 
par A selon la normale etait /», et la chaleur reflechie etait nulle : done 
B recevait la quantite p : or, apres le changement, la chaleur emise 
par A est seulement /wjo; mais la chaleur reflechie est (i — m)p, en 
sorte que la quantite totalc communiquec a B est encore egale a p. 

Cette consequence est evidentc, et I’auteur I’admet; mais il pense 
que le meme raisonnement nc peut plus etre applique lorsque, par 
I’effet d’un second changement, qui surviendrait dans la surface B, la 
chaleur sortie de cette surface nc serait plus egale a/i, mais seulement 
a np, n etant la mesure actuclle du pouvoir emissif de B. Ici I’auteur 
change totalement le sens de notre demonstration : le calcul n’est 
point etabli comme il doit I’etre, et e’est sur cetto erreur que I’objec- 
tion est fondee. 

En effet, avant le changement que la surface B vient de subir, il 
sortait de I’intcricur do cette surface une quantite de chaleur egale 
kjO, et B recevait dans la direction contraire une quantite de chaleur 
egale kp, qui, etant absorbee entierement, compensaitla chaleur emise. 

Apres le changement, la chaleur sortie de I’interieur de la surface B 
est reduite k np ; et, par un effet necessaire de ce meme changement, 
la chaleur affluente absorbee n’est plus egale a p ; elle est reduite k np ; 
le reste (i — n)p est reflechi. Ainsi, avant que le changement de B 
etit lieu, la chaleur emise par cette surface etait p, et la chaleur re? 
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flechie etait nulle ; apres le changement, la chaleur emise est np, et la 
chaleur reflechie est (i — Done la chaleur que A revolt deBdans 
la direction normale est -4- (i — n)p ou p. C’est cette quantile 
totale, et non pas seulement np, qu’il faut multiplier, ou par m pour 
connaitre la quantite de chaleur absorbee par A, ou par i — mpour 
connaitre la quantite de chaleur que A reflechit. Ainsi la chaleur qui 
penetre A est mp ; elle equivaut a celle qui est emise par cette meme 
surface; et la chaleur que A reflechit est {i — m)p. Done, apres le 
changement de B, la quantite totale que A renvoie a B dans la direc- 
tion normale est mp -t- (1 — m^p. Ainsi elle est egale a p comme elle 
I’etait avant que la surface B fut changee. 

Cette derniere proposition est d’ailleurs une consequence necessaire 
de I’etat qui s’est forme apres le seul changement de la surface A. En 
effet, apres ce premier changement, I’egalitede temperature est main- 
tenue, ce qui est manifesto et ce que reconnait expressement I’auteur 
de I’objection. Ainsi les quantiles de chaleur qui tombent sur chaque 
particule des surfaces de I’enceinte et celles qui s’en eloignent 
demeurent precisement les memos que si la surface A n’avait pas ete 
changee : done, aprhs le changement de A, la surface B reqoit et envoie 
les memes quantites de chaleur que si le changement n’avait point eu 
lieu. II arrive seulement qu’a la surface de A la chaleur envoyee 
dans la direction normale n’est plus entierement formee de celle qui 
sort de I’interieur; elle comprend aussi la chaleur reflechie. Mais il 
n’en resulte aucune difference dans la quantite totale de chaleur que 
regoit B, suivant cette direction normale. Par consequent, on prouvera, 
a regard de la surface B, et de la memo maniere, ce qui a ete prouve 
d’abord pour la surface A, e’est-a-dire qu’aucun changement de B ne 
peut troubler r^quilibre. 

Aprfes avoir reconnu que le seul changement de A n’altere en rien la 
distribution de la chaleur rayonnante, il est impossible de ne point 
admettre que la meme consequence s’applique a un second change- 
ment, savoir h celui de la surface B; car la chaleur que cette surface B 
avait envoyee avant d’Mre changee est parvenue en A, et, dh moment 
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precis oil le changement de B survient, A regoit la chaleur dejii 
envoyee. Supposer le contraire, ce serait concevoir que le nouvel etat 
de la surface B produit son effet avant d’ avoir ete forme. Enfin, si Ton 
veut rendre ces consequences encore plus sensibles, il suffit de consi- 
derer la distance des deux surfaces comme extremement grande, et 
telle que la lumiere ou la chaleur emploie un temps tres considerable 
pour se porter de A en B. 

L’exactitude rii^ourcuse de notre demonstration ne pent done etre 
contestee. Elle fait connaitre sans aucun doute que tout changement 
qui surviendrait dans I’etat d’une ou de plusieurs parties de I’enceinte 
ne peut troubler I’egale distribution de la chaleur rayonnante, et que 
la loi de rayonnement cst toujours la meme que si les surfaces etaient 
entierement privees de reflexibilite. 

Au reste, nous remarquerons que, dans la demonstration dont il 
s’agit, nous ne disons point, comme on nous I’attribue {Annales (h 
Chimie et de Physique, Janvier iSaS, p. 42), que la surface de A est 
seule changee, quo I’etat des autres elements demeurant le memo, I’e- 
galite des temperatures suhsiste, et qu’ensuite on change un second 
element, puis un troisieme, etc. Nous avons suppose, au contraire, 
qu’une ou plusieurs parties de ces surfaces suhissent un changement 
quelconque au commencement d un mCme instant A (^Annalcs de Chimie 
etde Physique, novembre 1824). On ne peut pas exprimer d’unc ma- 
niere plus formelle quo des changements sent simultanes et non suc- 
cessifs, qu’en disant qu’ils surviennent au commencement d’un memo 
instant determine A. Le nouveau changerhent qui succederait au pre- 
mier, et dont nous avons parle, est celui qui pourrait aflfecter comme le 
premier tous les elements de la surface. Mais nous n’insistons point ici 
pour conserver cette forme de notre demonstration, parce qu’elle doit 
s’appliquer egalement au cas ou chacun des elements serait successi- 
vement change. Nous remarquons seulement qu’il ne nous etait point 
necessaire de faire cette dernibre supposition, et que nous ne I’avons 
pas faite. 

Pans le cours de cette discussion, I’auteur ajoute : il en resulte que, 
II. 55 
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si I’egalite de temperature est conservee, ce ne pourra etre qu’en 
ayant egard a la serie infinie de reflexions qui aiiront lieu sur les deux 
bases. Si ces expressions signifient que I’equilibre est maintenu par 
les reflexions multiples operees sur Tune et I’autre surface, la proposi- 
tion est evidente, et il est facile de determiner par le calcul I’effet de 
ces reflexions; on sait d’avance quel doit etre le resultat. Mais il est 
important de remarquer que, sans recourir aux details de ce calcul, 
on est assure qu’un changement quelconque de I’ettt des superficies 
ne peut troubler I’equilibre de la chaleur rayonnante : or nous avons 
etabli cette proposition de maniere a exclure tous les doutes, en mon- 
trant qu’il est rigoureusement impossible de produire, ou successive- 
ment ou a la fois, aucun changement dans I’etat des superficies qui 
trouble I’egalite des temperatures. La meme demonstration fait con- 
naitre quo cette impossibilite provient de ce que la meme cause qui 
diminuerait la chaleur d’emission sous une direction donnee, et la 
reduirait de i a la fraction rn, rMuirait necessairement, dans le meme 
rapport, le pouvoir d’absorber la chaleur qui arrive selon la direction 
contraire. 

III. 

Pour deduire du calcul les memes consequences, il suffit de deter- 
miner la quantite totale de chaleur qu’un element de I’enceinte envoie 
dans une direction donnee, et Ton peut chercher separement la valeur 
du produit de remission directe, et celle du produit d’une, de deux ou 
d’un nombre quelconque de reflexions. Ce calcul se reduit a I’application 
des principes que nous avons etablis dans notreMemoire de i8ii, et 
dans divers articles de ce Recueil. Les remarques suivantes ont pour 
objetderappeler quelques-uns deces principes, et d’en montrerl’usage. 

Les questions de I’equilibre ou du mouvement de la chaleur rayon- 
nante, consid6rees sous le point de vue le plus etendu, se reduisent a 
former I’expression analytique de la quantite de chaleur qu’une sur- 
face infiniment petite envoie a une autre, soit directement, soit parune 
ou plusieurs reflexions : or cette expression generate est tres simple. 
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Supposons 5 ('), jointe au Memoire insere dans les Annates de 
Chimieet de Physique, novembre 1824, p. 236-281] qu’un rayon de cha- 
leur r envoye par un point 0 tombe dans la direction Om^ sur une sur- 
face infiniment petite CL)^, en faisant avec cette surface un angle 9,, et 
designons par a, le pouvoir d’emission ou d’absorption de co, sous 
Tangle 9,; la partie du rayon envoye qui penetre co, est a^r, Tautre 
partie (i — a,)r est reflechie par co, et tombe sur coj sous Tangle 90 ; 
une partie de la chaleur ainsi reflechie penetre co,; elle est exprimee 
par (i — a,)a,r, a, designant le pouvoir d’emission ou d’absorption 
de CO, sous Tangle 92. La partie restante qui est reflechie par co, a pour 
expression (i — a,)(i — Elle tombe sur un troisi'eme element co,,, 
en faisant avec cet element Tangle 93; elle s’y divise aussi en deux 
parties, dont Tune (i — a,) (i — a,)a3;- penetre co,, et Tautre 
(i — a,) (r — a,) (i — a.j)r est reflechie. Ces reflexions se multiplient 
indefiniment selon la qualite des surfaces, et Ton en considere Teffet 
jusqu’a ce que le rayon envoye r ne contienne plus qu’une quantite de 
chaleur entierement insensible. 

Reciproquement, en designant par /• la quantite de chaleur que Te- 
lement co, enverrait au point 0, si le pouvoir omissif de co, etait com- 
plet, et a, etant la mesure du pouvoir emissif actucl de co, sous Tangle 
9,, a,/- exprime la quantite de cdialeur qui sort dc co, et arrive au 
point 0; a2(i — a,)r est la quantite de chaleur qui, etant sortie de co,, 
tombe sur co, et est reflechie par cot element, sous de telles directions 
qu’elle parvient au point 0. 

Dans tons les cas,/>co//' former V expression de la quantitd de chaleur 
qui sort d’ un eldment coy sous de telles directions quelle pent arriver au 
point 0 aprds avoir dtd divisde et rdJUchie successivement par son inci- 
dence sur un nombre quelconque d’dUments intermddiaires co^, co.,, co,, 
CO,, il faut multiplier la valeur r du rayon total par ay, mesure du pou- 
voir dmissif de coy sous r angle 9y, et par tons les coefficients r — a, , i — a, , 
I — a,, I — a.,, quimesurent, sous les incidences respectives (o i , 9,, 9,, o,,, 
le pouvoir rdfecteur des dldmcnts intermddiaires. 


(*) Voir la page 409 de co Volume. 


G. D. 
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ferentes directions des quantiles de chaleur proportionnelles aux sinus 
des angles formes par ces directions avec la surface co. Ce rayonne- 
ment se compose, comme nous I’avons dit, de la chaleur sortie de M 
a travers co et de la chaleur reflechie par co. La loi serait encore la 
meme si toute la chaleur envoyee sortait du corps M. 

Si le corps apporte dans I’espace n’a point la temperature ^ de I’en- 
ceinte, la distribution de la chaleur rayonnante, ou emise ou reflechie 
a la surface de M, peut suivre une loi tres differente. Ni les observa- 
tions ni la theorie n’autorisent a supposer que, dans ce cas, la loi 
d’emission a la superficie de M est la meme que si la reflexibilite de 
cette surface etait nulle. Mais on peut aftirmerque, lorsque le corps M 
aura acquis la temperature commune, quel que soil d’ailleurs I’etat de 
sa surface, la loi du rayonnement total sera celle qui aurait lieu si la 
reflexibilite de cette surface etait nulle. Pour determiner par le calcul 
les quantiles de chaleur qui sortent de M a travers co pendant que le 
corps M se refroidit ou s’echauffe, on ne peut point supposer que la 
fraction qui mesure le pouvoir d’emission est la meme pour tous les 
angles. Ainsi I’expression differentielle mpai cos«, rapportee dans le 
premier -Memoire de M. Poisson (^Annales de Chimie el de Physique, 
juillet 1824, p. 236), ne doit pas etre integree comme si la valeur dew 
etait con stante. Les consequences que Ton deduit de cette integration, 
page 237, ne sont certaines que si Ton suppose la reflexibilite nulle, 
ou toutes les temperatures egales. Les remarques que nous avons 
faites dans Particle XIII du Resume theorique ont eu pour objet d’in- 
sister sur cette distinction entre la loi du rayonnement pendant la 
duree de I’etat variable du corps M et celle qui s’etablit lorsqu’il a 
rcQu la temperature finale. C’est pour cela que, dans tous les ecrits 
que nous avons publics depuis 1808 concernant la chaleur rayon- 
nante, nous n’avons jamais omis de rapporter la loi dont il s’agit au 
cas de I’equilibre, et non a I’etat variable qui le precede. Nous pensons 
que ce point est pleinement eclairci aujourd’hui, et que notre opinion 
est mamtenant admise par I’auteur du Memoire cite. 
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VI. 

Les remarques precedentes, appliquees au cas de I’equilibre, mon- 
trent distinctement pour quelle raison I’egalite des temperatures ne 
peut etre troublee par le changcment de I’etat des surfaces. En effet, 
lorsquc la reflexibilite de la surface de I’enceinte etait nulle et que les 
points avaient une meme temperature, chaque element co de cette 
surface reccvait d’un autre element quelconque co, une quantite de 
cbaleur R precisement egale a celle qu’il lui envoyait, en sorte que 
requilibre subsistait d’elcmenta element. Si maintenant les surfaces 
a>|, Wo, W;,, . . . acquierent a un certain degre la faculte de reflecbir les 
rayons incidents, la quantile de cbaleur R sortie de w sera divisee par 
son incidence sur w,. Une portion dcR sera absorbee parw,, et I’autre 
portion, etant reflecbic, tombera sur co,. Elle s’y divisera de nouveau 
en deux parties, dont une seulement penetre w,, et I’autre se dirige 
vers w, : ainsi la cbaleur R sortie de co comprend des portions diffe- 
rentes dont la premiere cst absorbee par co,, la seconde par coo, la 
troisieme par co^, ainsi de suite. Or la chaleur sortie d’un element 
quelconque coj, et qui par voie dc reflexions parvient a co oil elle est 
absorbee, est exactement la memo quo celle qui, sortie de co et arri- 
vant aprbs plusieurs reflexions a la surface de coy, est absorbee par ce 
dernier element. Done I’equilibre dc la chaleur subsiste encore d’ele- 
ment a c;l6ment. Chaque particule co de la surface de I’enceinte donne 
a une autre coy soil immediaternent, soit par un nombre quelconque de 
reflexions, une quantite do sa chaleur propre exactement egale a celle 
que coy lui communique suivant les directions contraires. C’est la con- 
dition universclle dc I’equilibre de la cbaleur rayonnante; elle ne 
depend point de I’dtat de la superficie. 

VII. 

J’ai indiqu6, article XVI du Resume theorique, un point de vue tres 
simple qui fait connaitre immediaternent et sans calcul les effets par- 
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tiels des reflexions successives. Voici la demonstration que cette 
remarqiie fournit : on se servira de la meme construction {fig. 5, 
p. 409 ) en designant par m,, m,, m,, des surfaces infinimentpetites. 

Si la reflexibilite de toutes les parties de I’enceinte est supposee 
nulle, et que toutes les temperatures soient les memes, le point 0 
{Jig. 5) regoit de I’element 7n<, dans les directions telles que m,0, 
une quantite de chaleur p exactement egale a celle que ce point envoie 
dans les directions contraires telles que Om,. Chaque ligne telle que 
faisant avec la surface le meme angle cp, que la ligne corres- 
pondante 0, 1’elementTO, envoie, dans les directions alternes telles 
que m^m^, une quantite de chaleur egale a p, et regoit la meme quan- 
tite p dans les directions : m... envoie aussi, dans les directions 
contraires alternes une quantite de chaleur equivalente a p, et 

regoit de la meme quantite p dans les directions contraires. II en 
est de meme de tons les autres elements. 

Si Ton change maintenant I’etat de la seule surface co,, en sorte que 
la quantite p envoyee par m^ au point 0 soit reduite a a, p, la chaleur p 
envoyee par a m^ sera divisee a son incidence sur m^, et en partie 
reflechie vers le point 0. La quantite reflechie dans cette direction m^o 
sera (i — a, )p. Elle s’ajoutera a la chaleur emise a^ p, en sorte que le 
point 0 recevra de m^, comme auparavant, une quantite totale de cha- 
leur egale a p. 

Si, de plus, I’etat de la surface co, vient a etre change, on voit, par 
ce qui precede, que la quantite totale de chaleur envoyee par Wo a m^ 
sera la meme qu’auparavant, c’est-a-dire egale a p, parce que la cha- 
leur envoyee par m^, et dont une partie est reflechie par compense 
celle que cesse d’envoyer directement a m, : done, reflet produit 
par m.^ etant le meme que si la surface to, n’avait pas ete changee, 
Teffet de m, sur le point 0 sera encore, d’apres ce qui precede, equiva- 
lent a p. En general, si un dernier element ntj conserve son pouvoir 
6oaissif total, et si les elements qui le precedent w,,, m^, tw,, sont 
changes d’une maniere quelconque. Taction de rrij sur Telement pre- 
cedent Tn^ completera toujours la chaleur que envoie a Telement m. 
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cjui le precede, et il en sera de meme de tous les elements anterieurs 
jusqu’a m„ en sortc que w, enverra en 0 une quantite totale de cha- 
leur egale a p, comme elle 1 etait lorsque les surfaces avaient un pou- 
voir emissif complet. 

Dans cet etat des surfaces intermediaires, chacun des elements /«,, 
TOa, mj, concourt a former une somme de rayons de chaleur qui, 
etant sortie do ces elements, arrive en 0, et qui est un peu moindre 
quo p, puisque oest 1 effet de qui, ajoute a cette somme, la com- 
plete et donne la valeur totale p. II est tres facile maintenant de se 
former une juste idee de la somme de ces rayons sortis des elements 
intermediaires Tn,^, sous de telles directions qu’ils arrivent 

ail point 0. Cette somme differe do p d’une quantite precisement egale 
a la chaleur que relernent mj, jouissant d’un pouvoir emissif total, 
peut envoycr par des reflexions succossives au point 0. Plus le rang 
de ce dernier element ttij est eloigne, moins la chaleur sortie de cet 
element et soumisc a toutes les reflexions intermediaires conserve 
d’intensite on arrivant au point 0. 11 suit de la que, si Ton considere un 
nombre immense de reflexions, la somme de toutes les quantites de 
chaleur envoyees par les elements intermediaires m.^, n?,, m, ne 
differe de p que- d’une quantite insensible. Pour que cette difference 
fut appreciable, il faudrait supposer qu’un rayon, apres avoir subi un 
nombre immense do reflexions, conserve une valeur sensible, ce qui 
parait entierement eontrairo a la nature des corps. On peut meme en 
conclurc qu’il suffit d’un nombre assez borne de ces reflexions pour 
que la somme des rayons envoyes par les elements intermediaires dif- 
fere peu de la valeur complete. 

Toutefois, si Ton voulait considerer le cas purement mathematique 
oil le pouvoir d’absorption serait nul, il est certain que la somme 
des produits des reflexions succossives n’equivaudrait pas au rayon 
total p. Mais on a vu que, meme dans cette hypothese, le theoreme ge- 
neral que nous avons enonce (I)ne souffre aucune exception. (Art. XVII 

du Resume theorique, p. 4 ' 7-) 


II. 


56 
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VIIL 

Si, dans un espace que termine une enceinte entretenue dans tons 
ses points a une temperature constante S, on apporte un corps M dont 
la temperature est aussi egale a S, chaque element to de la superficie 
de ce corps regoit de I’enceinte, dans une direction qui fait avec co un 
angle quelconque <f, une quantite de chaleur entierement independante 
du lieu oil le corps est place. Cette quantite ne depend que de Tangle o; 
elle est toujours proportionnelle a to sin©, et elle est la meme que si le 
pouvoir emissif de la surface de Tenceinte etait nul. Aucun changement 
de Tetat superficiel de Tenceinte ou du corps M ne trouble cette dis- 
position, pourvu que les temperatures soient conservees. Mais il ne 
s’ensuit pas que la disposition dont il s’agit subsiste, si le corps ap- 
porte dans Tespace circonscrit a une temperature moindre ou plus 
grande quo S. En faisant usage des principes que Ton vient de rappeler, 
il est tres facile de distinguer les cas oii la situation du corps M peut 
ou non influer sur la quantite de chaleur qu’il regoit. 

1 ° Si Ton place un corps M, d’une figure quelconque, et dont la tem- 
perature est zero, dans Tespace que termine une surface concave en 
toutes ses parties, dont la reflexibilite est nulle, et dont tous les points 
ont la meme temperature 6, Taction de cette enceinte sur le corps M, 
quels que puissent etre la figure de ce corps et Tetat de ses surfaces, 
sera independante du lieu ou on le place et de la forme de Tenceinte. 
Il s’echaulfera toujours ou se refroidira de la meme maniere. 

a° Cela aura lieu encore si la surface du corps est convexe dans toutes 
ses parties, quelle que puisse etre la figure de Tenceinte. 

Il n’en sera pas de meme si Ton ne satisfait pas a Tune des deux 
conditions relatives a. la forme convexe du corps, ou a la forme concave 
de Tenceinte. Dans ce cas, Teffet produit peut dependre beaucoup de 
la situation du corps, quoique le pouvoir rayonnant de Tenceinte soit 
suppose total en chaque point. 

■3“ Si la reflexibilite des surfaces de Tenceinte n’est pas nulle, et, a 
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plus forte raison, si elle n’est pas la meme dans tous les points, la po- 
sition de M peut influer beaucoup sur leprogres etle mode de I’echauf- 
fement ou du refroidissement. Cela provient de ce que le corps M, dont 
la temperature n’est pas la meme que celle de I’enceinte, intercepte 
une partie des rayons reflechis. Cette relation entre le lieu du corps 
froid interpose etTefifet d’une enceinte qui reflecbit la chaleur n’a rien 
de paradoxal; elle est une consequence assez evidente de la theorie : 
c’est la proposition contraire qui serait un paradoxe. 

IX. 

Si Ton reunit aux propositions rapportees dans les articles III, IV 
et VII du present Memoire la remarque qui est I’objet de I’article XVII 
du Resume theorique, on connaitra clairement en quoi consiste I’effet 
des reflexions multiples. Nous ne rappellerons point ici les conse- 
quences que nous avons demontrees; nous ajouterons seulement, au 
sujet de la derniere remarque, que la demonstration rapportee dans 
I’article XVI du Resume est necessaire pour expliquer la conservation 
de I’equilibrc lorsqu’il survient un cbangement dans I’etat des sur- 
faces. II ne suffirait pas de prouver que la somme des quantites de 
chaleur qui sortent des elements CO,, Wo, co,, ... a I’infini, et qui par- 
viennent apres diverscs reflexions au point 0, equivaut au rayon total r. 
En effet, les distances des elements co,, co,, co,, .... qui s’envoient la 
chaleur pouvant etre extremcment grandes, on trouverait qu’en sup- 
posant lequilibre deja forme dans une enceinte entretenue a une tem- 
perature uniforme, et dont la reflexibilite est nulle, cette egalite des 
temperatures serait d’abord interrompue si I’etat superficiel de I’en- 
ceinte etait subitement change, et si I’on n’avait egard qu’a la chaleur 
propre qui continue d’etre emise. II s’ecoulerait un temps conside- 
rable avant que I’equilibre put etre retabli sensiblement par les seuls 
rayons qui continuent do sortir des elements co,, coj, co,, ... a I’infini. 

La distribution de la chaleur serait d’abord troublee. Or, il est cer- 
tain qu’aucun changement de I’^tat des surfaces ne peut produire un 
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tel effet. Quel que soil le nouvel etat cle I’eaceinte, I’equilibre ne 
subit aucune alteration, meme momentanee, comme le prouve notre 
premiere demonstration. Done, pour expliquer entierement la conser- 
vation de I’egalitedes temperatures apres un changement quelconque 
de I’etat des surfaces, il ne suffirait pas de faire entrer dans le calcul 
les quantiles de chaleur qui sortent des elements apres leur change- 
ment d’etat : il est indispensable de tenir comptc de la chaleur deja 
emise, sortie des elements avant que leur etat fut change, Notre 
demonstration comprend implicitement I’un et I’autre effet; elle a 
toute I’etendue de la question a laquelle nous I’avons appliquee. 

Lorsqu’on examine tres attentivement cette question, on voit que la 
proposition principale est celle qui exprime qu’un changement quel- 
conque de la superficie de I’enceinte ne cause aucune interruption, 
meme momentanee, dans I’egalite des temperatures; car il est tres, 
facile d’en conclure que le produit des reflexions multipliees a I’infini 
equivaut au rayon total : il suffit de considerer que, d’apres la nature 
connue des corps, la chaleur emise repandue dans I’espace disparait 
grad uellement par reffet des reflexions successives. Mais de cela seul 
que la somme des produits des reflexions en nombre infini equivaut 
au rayon total, on ne pourrait point conclure que I’egalite des tempe- 
ratures n’est pas interrompue par le changement d’etat de la surface. 

X. 

J’ai remarque, dans un Memoire precedent, qu’on ne pent adinettre 
la construction dont M. Poisson s’est servi en calculant I’effet des re- 
flexions multiples. Les elements d’une surface courbe peuvent sans 
doute etre regardes comme des surfaces planes infiniment peiites, et 
i’ai souvent fait usage de cette consideration dans I’examen des effets 
de la chaleur directe ou reflechie; mais il est necessaire d’avoir egard 
a I’incfinaison mutuelle des plans. La construction dont il s’agit ne 
represente done point, dans les surfaces courbes, le mouvement de la 
chaleur reflechie. Je ne puis m’empecher de regarder cette conclusion 
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comnie evidcnte, et les explications donnees par Tauteur ne resolvent 
point la dilEculte. II suffira de citer I’exemple suivant : supposons que 
le point 0 soil place au centre d’un cercle (^fig- 1) dont la circonference 
cst entretenue dans tons ses points a la meme temperature, et que Ton 
veuille connaitre la quantite de chaleur que ce point 0 regoit d’un ele- 
ment aa, soit dircctement, soit par une suite indefmie de reflexions; 
il est manifeste que toute la chaleur ainsi envoyee au point 0 provient 
de relemcnt aa et de I’element a' a' diametralement oppose. Or, sui- 
vant la construction qui a ete I’objet de notre remarque, il faudrait 
designer a I’exterieur de I’enceinte un point O' aussi eloigne de la 


Fig. 1. 



ligne aa que Test Ic point 0, et mener par 0' deux droitcs O'a, O'a jus- 
qu’a la rencontre de la circonference aux points j3, p. On marquerait 
ensuiteun second point exterieur 0" aussi distant de la ligne pp que le 
point O', puis on menerait, par le point 0" et par les points p, dgux 
droitcs jusqu’a la rencontre dela circonference aux points y, y, ainsi de 
suite k I’infini. On conclurait done que la chaleur envoyee par des re- 
flexions sitccessives, et qui passe de I’arc aa au point 0, provient des 
parties de I’enceintc yy, SS, — Or il est manifeste que les arcs 
a' a', aa sont les seules parties de I’enceinte qui communiquent cette 
chaleur reflechic par aa, ou, ce qui est la meme chose, qui la rece- 
vraient si elle partait du point 0. Done la construction comprend des 
arcs de plus en plus grands pp, yy, , dont la plus grande partie 

n’appartient point a la question. On ne resout point cette difficulte en 
disant que la temperature du point 0 est suffisamment determinee par 
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les rayons qui passent a une distance infmiment petite de ce point, et 
qu’il n’est pas necessairc que ces rayons reflechis passent mathemati- 
quement par le point 0. Sans nous arreter aux autres consequences de 
cette explication, nous dirons que les rayons envoyes par les arcs [3^, 
yy, 00 ,...., selon les directions que la construction determine, s’e- 
cartent de plus en plus du point 0, et ne restent point, coinme on le 
suppose, a des distances infmiment petites. Les arcs aa, yy, ... 
croissent comme les nombres i, 3, 5, ..., et le pouvoir d’emission 
pouvant etre fort different pour les differentes parties de I’enceinte, 
on voit que I’effet general exprime par cette construction differe extre- 
mement de celui que Ton trouverait en suivant un precede exact. II 
estmanifeste que la reflexibilite plus ou moins parfaite des parties de 
I’enceinte differentes de aa, a' a' n’influe aucunement sur la quantite 
de chaleur qui est retlechie par aa au point 0. 

Dans le dernier Memoire public par le mtoe auteur (Annales de 
Chimie et de Physique, janvier iSaS), on emploie (p. 48) une construc- 
tion differente de celle qui est le sujet de cet Article. On attribue la 
forme cylindrique au rayon qui, tombant sur w,, est successivement 
reflechi par m, , m^, m^, ... a I’infini 5 (*)]. Designant par a, [3, y, 
S, . .. les Elements de la partie de I’enceinte que cc filet intercepte, et 
par i, i\ i ", ... les angles que les normales m,n,, m^n.^, m^n^, . . . font 
avec les droites m^ 0 , moW, , m^m^, .. ., I’auteur donne les equations 
a cost = p cosi' = y cosj", ... pour determiner les rapports des ele- 
ments (3, y, ... avec le premier a. Nous dirons, a ce sujet, que ces 
equations n’existent pas, et que les rapports •• •> c’est-a-dire les 
dernieres raisons des elements de I’enceinte interceptes par les rayons 
reflechis, ne sont point en general les rapports inverses des cosinus. 

Quoique les parties infmiment petites des surfaces courbes puissent 
etre regarddes comme planes, il ne s’ensuit nullement que les rnouve- 
ments de la chaleur ou de la lumiere rdflechie puissent etre ainsi 
representes. Le rayon reflechi ne conserve la forme cylindrique que 


(*) Voir page 409 de ce Volume. 
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dans un cas tres particulier. Les rapports des elements de I’enceinte 
oil ces reflexions s’operent, et que le filet circonscrit, dependent de la 
nature des surfaces ; c’est une consequence necessaire des principes 
de I’Analyse differentielle. 

XI. 

On voit, par tous les resultats de la discussion precedente, qu’elle 
ne porte point sur la verite des principes et des propositions qui 
forment notre theorie de la chaleur rayonnante. Aucun geometre n’a 
conteste la verite de ces propositions. Seulement le celebre auteur des 
Memoires auxquels nous avons repondu regarde comme non applicable 
a tous les cas la demonstration que nous avons donnee d’un de ces 
theoremes : savoirque, le pouvoir d’emettre la chaleur sous une direc- 
tion determinee etant egal au pouvoir de I’absorber sous la meme 
direction, il s’ensuit que la distribution de la chaleur rayonnante dans 
une enceinte fermee qui conserve une temperature uniforme ne pour- 
rait etre troublee par des cbangements quelconques de I’etat des 
surfaces de I’enccinte. L’autcur (^Annales de Chimie et de Physique, 
juillet 1824, p. 225 et suiv.) reconnait que Tequilibrc des tempera- 
tures a lieu, en elfet, quelle que soit la nature des surfaces. 11 juge 
cette proposition vraie et importante (p. 234); mais il on presente 
une autre demonstration fondee sur le calcul do I’eflet total des re- 
flexions multipliees a I’infini. Apres avoir remarqueque j’ai prouve la 
distribution bomogene de la chaleur pour le cas 011 la faculte rayon- 
nante est la meme dans toute I’ctendue de I’enceinte, il ajoute seule- 
inent : Mais je n’ai pas connaissance que I’ on ait jusquici ddmontre la 
mAme proposition, en ayant egard a la fois d la chaleur emise et a la 
chaleur refldchie. Le sens de ces expressions est que I’auteur connais- 
sait depuis tres longtemps la proposition gen6ral6 dont il s’agit, et la 
demonstration que j’en avais donnee; qu’il avait admis cette demon- 
stration, mais qu’aujourd’hui il ne la croitplus suffisante (^Annales de 
Chimie et de Physique, janvier 1825, p. 40- pouvais done me dis- 
penser de rappelcr, dans ma reponse au Memoire cite, que j’avais le 
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premier enonce et prouve ce theoreme dans plusieurs Ouvrages rendus 
publics depuis 1.811. Apres les eclaircissements que renferme le pre- 
sent ecrit, je ne doute point que I’auteur du Memoire ne reconnaisse 
I’exactituderigoureuse de la premiere demonstration. On ne peut point 
soutenir une objection qui consiste a suppnser que le changement 
survenu dans I’etat d’une surface diminuc la chaleur qu’elle avail en- 
voyee avant d’etre changee. 

La discussion qui s’est etablie dans ce Recueil au sujet de la cha- 
leur rayonnante aura ete utile a cette nouvelle theorie, en donnant 
lieu d’exposer avec plus de detail qu’on ne I’avait fait jusqu’ici les prin- 
cipes et leurs consequences importantes. Cette theorie est en elle- 
meme beaucoup plus simple que celle du mouvement de la chaleur 
dans les solides, et ne suppose que les notions communes du Calcul 
integral; mais I’examen des principes demande une extreme attention. 
En publiant prochainement, sous le titre de Theorie physique de la 
chaleur, les applications principales de la Theorie analytique, je pre- 
senterai de nouveau les propositions relatives a la chaleur rayonnante, 
en me restreignant toutefois entre de justes homes; car une explica- 
tion trop etendue peut devenir plus obscure qu’une demonstration 
trfes precise, J’ai compris dans ce second Ouvrage, outre la theorie de 
la chaleur rayonnante et diverses applications, la question generale 
des temperatures terrestres, et la demonstration des equations diffe- 
rentielles du mouvement de la chaleur dans les liquides. 

Pour faciliter la lecture du present Memoire, je le termine comme le 
precedent par une indication sommaire de I’objet de chaque article. 

I. Origine et objet de la discussion. 

II. Examende la demonstration d’unth4oreme principal. On conclut rigou- 
reusement du seul principe de regalitd d’ absorption et du pouvoir d’dmission 
qu’aucun changement de lAtat des surfaces d’une enceinte 011 I’equilibre des 
temperatures s’est forme ne peut Iroubler cet dquilibre. L’objection qui avait 
ete proposee centre cette demonstration est ddnuee de fondement. 

TIT . Lemme dont on d6duit I’expression generate de la quantite de chaleur 
qu’une surface infmiment petite envoie k une autre, soit directement, soit par 
un nomhre quelconque de reflexions. 
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IV. Cette expression suffit pour r6duire a une question de calcul toute 
recherche qui a pour objet de determiner les effets de la chaleur directe ou 
r6n6chie. 

V. La loi du rayonnement, qui consiste en ce que les quantites totales de 
chaleur envoyees sont proportionnelles aux sinus des inclinaisons, quel que 
soil Telal des surfaces, se rapporte au cas de I’equilibre. 

VI. Lorsque toutes les temperatures sont egales, I’equilibre subsiste d’ele- 
incut lx 6lemeut, quel que soit I’etat des surfaces; c^est-a-dire que chaque 
eldmc'ut recoit d’un autre, soit directement, soit par une ou plusieurs re- 
llexions, autant de chaleur quhl lui en communique. 

VIL On prouve d’une rnanidre Ires simple qu’un element recoit, dans une 
direct ion doiinec, des quantitds partielles de chaleur, ou directes ou refie- 
chies, dont la somrne approche de plus en plus et indefiniment d’etre egaie a 
celle qii’il recevrait si le pouvoir d’emission etait total. 

VUI. Exanien des cas ou le progres de P6chauffement ou du refroidisse- 
inent d’un corps depend du lieu qu’il occupe dans I’enceinte uniformement 
dchauflee. 

IX. La proposilion enoncee dans I’article VII ne suffirait point pour de- 
rnontrer que le cliangernenl d’dtat des surfaces ne trouble point I’^quilibre. 
On couclurait ((ue cet dcjuilibre est interrompu, et ne se retablit que par de- 
gr6s, si Ton n’avait point egard a la chaleur emise, sortie des elements de la 
surfac(3 avant lour cliangement d’dtat. 

X- Ilemarqucs sur Ic inouvement de la clialeur dans une enceinte concave. 
Exernple tir6 du cercle. 

XL Conclusion. 
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SOUMIS A (/ACTION 1)1? LA CHALKDK 


DKSCRIPriON D’lIN NOUVEAU THERMOMKTRE DE CONTACT. 



RECHERCHES EXPfiRIMENTALES 

SUR LA 

FACULTfi CONDUCTRICE DES CORPS MINCES 

SOHMIS A l’aCTION DE LA CHALETIR 

ET 

DESCRIPTION D’UN NOUVEAU THERMOMETRE DE CONTACT. 


Anncdes de Chimie et de Physique, Tomo XXXVn, p. 291; 1828. 


La Note que je presente a I’Academie (^) a pour objet cle rappdrter 
quelques resultats d’expericnces rccemment faites avcc im nouveau 
thermoinetre de contact. Cot instrument indique la facilite plus ou 
moins grande avcc laquello la chaleur traverse des feuillcs ou lames 
minces do diffdrcntes matieres; il sert ainsi a ranger par ordre de con- 
ducibilite les cnveloppes qui s’opposcnt a la librc transmission de la 
chaleur. 

Si des corps do differcntcs natures demeurent pendant un tres long 
temps dans un morac lieu, et si la temperature de I’enceinte qui ter- 
mine cet espacc a acquis et conserve une valeur constants, tous ces 
corps prendront la tempdrature fixe et commune de I’enceinte. Un 
thermombtre applique sur les surfaces les plus diverses, par exemple 
sur des plaques metalliques, des tissus de laine, de coton, de lin, sur 
le feutre ou d’autres matieres, marquera toujours le meme degre; mais 
si Ton vient a toucher ces substances, la main ressentira des impres- (*) 


(*) Institul de Franco, s6anco du 17 mars 1828. 
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sions calorifiques tres differentes : certaines surfaces, comme celles 
des metaux ou du marbre, paraitront au contact beaucoup plus froides 
que d’autres, quoiqu’elles aient toutes une meme temperature. 

La raison physique de ce fait est generalement connue. II est evi- 
dent que la main de I’observateur etantplus echauffee que les surfaces 
mises en contact laisse ecbapper promptement une partie de sa cha- 
leur propre, qui se communique aux masses environnantes. Or les 
diverses matieres jouissent tres inegalement de la faculte de recevoir 
et de transmettre la chaleur qu’elles contenaient : c’est cette faculte 
conductrice que je me suis propose d’observer et de mesurer. Le seul 
usage de nos sens sulfit pour distinguer ces qualites specifiques; niiais 
I’art pent les rendre beaucoup plus sensibles, et, ce qui est important, 
il nous en donne la mesure exacte. 

En observant la duree du refroidissement des liquides dans 5es 
vases revetus des differentes enveloppes, quelques pbysiciens, et prin- 
cipalement M. Leslie, d’Edimbourg, et le comte de Rumford, avaient 
fait remarquer I’influence de I’etat de la surface sur le rayonnement et 
sur la deperdition de la chaleur. La theorie mathematique offre divers 
autres moyens de mesurer la permeabilite des corps. II suffit, comme 
je I’ai deraontre, d’observer avec beaucoup de precision le mouvement 
variable de la chaleur dans des vases qui different par la matiere et 
I’epaisseur, ou de determiner I’etat invariable qui se forme apres un 
certain temps. Ce genre d’observations fournira un jour des Tables pre- 
cieuses pour indiquer les proprietes calorifiques de tous les corps. 
L’usage du nouveau thermometre de contact a un but plus restreint. 
II doit preceder et faciliter ces recherches theoriques en donnant la 
connaissance approchee d’un tres grand nombre de resultats. Get in- 
strument pent recevoir deux formes differentes. Je viens d’eprouver 
Tune et I’autre, et il m’a paru utile de publier quelques-unes de ces 
observations. 

J’avais d’abord fait construire, il y a quelques annees, I’instrument 
extremement simple que je vais decrire. Il consiste en un vase conique 
de fer tres mince, rempli de mercure, et termine, a sa base circulaire 
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inferieure, par une peau d’une epaisseur mediocre. Un thermometre 
dont la boule est plongee dans le mercure indique a chaque instant la 
temperature de la masse liquide; la fig. i montre les differentes par- 

Fig. I. 


c 



ties de I’instrument; AA est le vase conique rempli de mercure; bbh la 
surface flexible qui retient le liquide; cc le thermom'etre interieur, qui 
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plonge dans le mercure; D le support maintenu a une temperature 
fixe, par exemple celle de la chambre oil Ton opere. On echauffe 
d’abord, et separement, le vase conique A jusqu’a une temperature 
determinee, celle de ensuite, ayant mis sur le support la plaque 
mince ou la feuille dont on veut mesurer la conducibilite, on pose au- 
dessus de cette plaque le vase conique de mercure; puis on observe 
avec soil! le refroidissement progressif, en marquant les temps ecoules 
et les temperatures correspondantes. 

Laloi du refroidissement est donnee par une equation differentielle; 
I’expression fmie de cette loi renferme la temperature fixe du support, 
celle de Fair environnant et une exponentielle qui depend de la faculte 
conductrice des matieres que la chaleur traverse. On pent done de- 
duire la mesure de cette faculte de celle des temperatures observees 
pour differentes valeurs du temps. On obtientcomme il suitl’expres- 
sion du mouvement de la*cbaleur. Nous designons par H la quantite 
de cbaleur qui, pendant I’unite du temps, passerait de la surface du 
vase conique dans Fair si, Fetendue de cette surface etant i, la diffe- 
rence de la temperature de Fair a la temperature fixe de la surface 
etait I . Ainsi, a etant la temperature actuelle du vase conique eebauffe, 
s Fetendue de la surface, et dt Felement du temps ecoule, on aura 
H(ja — m)dt pour la quantite de chaleur qui, pendant Finstant dt, 
passe de la surface du vase dans Fair, dont m represente la tempera- 
ture fixe. On mesure les quantites de chaleur en exprimantcombien de 
fois elles contiennent une certaine quantite prise pour unite; H repre- 
sente un certain nombre de ces unites. 

On designe par h la quantite de chaleur qui, pendant Funite de 
temps, traverserait Funite de surface et passerait de la masse conique 
echauffee A dans le support D si la difference entre la temperature de A 
et celle du support etait i (loo degres centigrades). Ainsi hh(oi — n)dt 
est la quantite de chaleur qui passe du vase dans le support, dont la 
temperature fixe est representee par n, b etant Fetendue de la surface 
en contact avec le support; done ^s{a. — m)dt-\-hb{aL — n)dt ex- 
prime la chaleur que le vase perd pendant Finstant dt. Si maintenant 
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on represente par c la chaleur (jui, etant ajoutee a celle qui contient la 
masse A, supposee a la temperature o, porterait cette masse de la tem- 
perature o a la temperature i, on aura Tequation differentielle 

(') ~ m) dt -h hl?{a — n) dt], 

pour exprimer le mouvement variable de la chaleur. On integre facile- 
rnent cette (Equation en ecrivant 

(3) a--P-|-Qe <=; 

car, en substituant cette valeur de a dans I’equation (i), on verifie 
I’equation, et Ton a seulement la condition 

_ H.?w -1- hbn 

"wr+iuT' 


Designons inaintenant par a„, ao, a^o trois temperatures consecutives, 
que Ton observe respcctivement a la fin de trois intervalles du temps 
dont (diacuii est egal a 0, et designons par p le coefficient exponentiel 

c ’ 


que Ton regarde eornine inconnu; on on conclura la valour de p deduite 
dcs trois temperatures obsei'vees; car on a 


done 


et 


ou 


-i:- P -4- Q, 

ao ^ p 4- Qe-9\ 
a,o--:^ P 4- Qe-=P»; 

exo— ixo = Q(i -- e-P®), 
arj — ajo ~ Q e~P^ ( i — e~P® ) 

epO — £»Zl2i 
ao — ajo 


p ^ [log(ao— ao) — log(ao— a,o)]. 


II. 
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II s’ensuit que Ton connaitra la valeur de p ou 

hb Hi 
c c 

par la- regie suivante : il faut observer les trois temperatures ao, ae, 
ane, prendre les logarithmes hyperboliques de aj, — ao et ao — a^o, et 
diviserla difference de ces logarithmes par I’intervalle 0. 

Lorsque, apres avoir eprouve une certaine matiere interposee, a la- 
quelle convient le coefficient h, on eproavera, avec le meme instru- 
ment, une matiere differente, a laquelle repond un autre coefficient K , 
et que Ton veut comparer a la premiere, on determine par la regie qui 
vient d’etre enoncee, et en employant seulement les logarithmes tabu- 
laires, des quantites proportionnelles aux coefficients inconnus 

M HU 
c c 

Les quantites H, s, b, c sont communes, et les deux resultats ne diffe- 
reront que par les coefficients h et A'. Done, si I’on eprouve successive- 
ment plusieurs matieres differenles que Ton veut comparer sous le rap- 
port de la conducibilite, et si, au moyen de la regie precedente, on cal- 
cule les nombres respectifs que fournissent les observations donnees 
par un meme instrument, on connaitra, non les valeurs absolues des 
coefficients A, h', hi' , hi", mais des nombres successifs dont les 
accroissements sont proportionnels aux accroissements des valeurs A, 
h', h". A'", — Ainsi les difierentes matieres seraient rangees, par ce 
proced6, selon I’ordre des conducibilites qui leur sont propres, ce qui 
estl’objet direct de la recherche, et, si les matieres que Ton compare ont 
des conducibilites croissantes par degres egaux, les nombres donnes 
par I’observation croitront aussi par degres egaux. II suffira done de 
choisir, dans un tres grand nombre d’observations, les resultats equi- 
distants pour etre assure que les conducibilites des matieres aux- 
quelles ces nombres repondent croissent aussi selon la meme loi. II 
faut remarquer que le coefficient A n’exprime pas la quantite de cha- 
leur que traverse la plaque mince ou enveloppe interposee : il com- 
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prend aussi la quantile de chaleur qui traverse la surface flexible 
placee au-dessous du mercure du vase conique. Cette addition d’ane 
quantite a toutes les valeurs que Ton veut comparer ne change rien 
aux consequences que I’on vient d’enoncer. Ainsi les accroissements 
des noffibres donnes par la regie logarithmique seront constamment 
proportionncls aux accroissements des coefficients cherches. 

(jOnsiderons maintenant le cas ou la temperature du support serait 
la meme que la temperature de I’air, ce qui rendrait les precedes plus 
simples et en faciliterait Tapplication. Si, dans la valeur precedente 
de P, on fait m — n, on trouve ^ — m. II est evident que, dans ce cas, 
la temperature finale du vase doit etre celle de Fair. II faut done qu’en 
Hupposant t infini dans Fcquation ( 2 ) on trouve a^ = m. En effet, 
cela aura li(!U si P = m. La temperature variable a est done 
Ainsi, en observant deux temperatures successives, on ponrra deter- 
miner hi coefficient exponentiel p; on aura 

«(, :rr m -t- Q et O£0= Q 


mottant pour Q sa valeur a,, — m, 

ao ■ »i -I- ( «(, — m ) e~P® 011 at) — ni r- ( — m ) e "P® ; 

done. 

P - 5 [ log(ao •- m ) — log(ao — /n)]. 

11 suffit done (I’observer ao et de diviser par I’intervalle 0 la diffe- 
rence des logarithmes tabulaires de a„ — m et ae — m; le quotient est 
proportionnel a la valeur de p, qui est 

Mf 'ih. 

c c 


Au reste, Fusage du thermometre de contact que j’ai decrit est sujet 
a des variations inevitables, qui etabliraient sans doute des differences 
sensibles entre la theorie et Fobservation. Le support ne conserve pas 
une temperature entierement fixe; la masse contenue dans le vase qui 
se refroidit n’est pas exactement dans Fetat que la theorie considere. 
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Ces causes et d’autres qu’il serait superflu de remarquer me paraisseni 
devoir apporter, dans les resultats, des differences qui echapperaieni 
aux observations les plus attentives. Toutefois, les valeurs approcliees 
qui resulteraient de I’usage de cet instrument suffiraient pour rangei 
les differentes enveloppes ou plaques minces que Ton se propose de 
comparer, selon I’ordre des conducibilites, ce qui est le but principal 
de ces recherches. On a surtout en vue la facilite et la multiplicite des 
observations. On prendra pour la premiere temperature a<, — m une 
valeur commune, 4o degres centesimaux, et pour 0 une duree fixe, 
dix minutes; on observera la temperature — m que le thermometre 
marque apres dix minutes ecoulees. Ces valeurs de — m, qui varie- 
ront suivant la nature des matieres que la chaleur traverse, feront con- 
naitre directement, et sans calcul, I’ordre des conducibilites speci- 
fiques. 

II est evident que I’epaisseur de la plaque interposee influe sur les 
temperatures que Ton observe, et Ton pourrait tenir compte de cet 
epaisseur, en suivant les principes que j’ai expliques dans I’lntroduc- 
tion a la Theorie de la chaleur; mais on ne considere ici qu’un effel 
total et complexe, savoir la quantite de chaleur qui, traversant les 
surfaces intermediaires, passe du mercure dans le support. 

Si Ton remplace la feuille ou enveloppe que Ton a d’abord eprouvee 
par uri corps mince d’une autre matiere, et si Ton mesure de nouveau 
I’abaissement de temperature qui correspond a un temps donne, on 
trouve que cet abaissement varie d’une maniere tres sensible, quelque 
petite que soit la difference des deux enveloppes. Par exemple, il suffit 
d’ajouter a une premiere plaque mince une simple feuille du papier le 
plus fin pour que Ton trouve une difference sensible dans I’abaisse- 
ment de la temperature. La plus legere difference dans la qualite du 
corps mince interpose se manifeste par le changement qui survie.nl 
dans cet abaissement de la temperature, et, a plus forte raison, ce 
changement est tres considerable si I’espece de la matiere devient tree 
differente; si, par exemple, on remplace une etoffe de toile par de la 
flanelle ou par du drap, oule drap simple par un drap tres epais. Ces 
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differences etaient faciles a prevoir : elles nous sont annoncees par le 
seul temoignage dcs sens; mais I’instrument sert, non seulement a les 
rendrc tres sensibles a les mesurer : il donne de plus, ce qui etait tres 
important, des indications constantes, et qui se reproduisent toujours 
les memes lorsqu’on vient a eprouver les memes experiences. II faut 
remarquer que cette Constance de resultats depend essentiellement de 
la maniere parfaite dont le contact s’opere au moyen de la pression du 
inercure sur la peau mince et flexible qui le retient. Cette condition, 
qui faisait unc dcs difficultes principales de la construction de ce 
nouvel instrument, etait absolument necessaire pour que ses indica- 
tions fussent reguliercs et applicables a un grand nombre de corps; 
sans cola on n’eut point pu comparer les differentes substances entre 
(dies, a moins de leur avoir donne prealablement une surface suffisam- 
rnent plane et unie, pour quo le contact de I’instrument eut lieu sur 
un grand nornbre de points. 

Jo vicns de montrcr comment I’usage du nouveau thermometre de 
contact donne la mesure approchee de la eonducibilite specifique. 

Dans ces experiences, la matiere que Ton veut eprouver doit etre 
employee en fcuilles minces; on lour donne une tres petite epaisseur, 
j) 0 ur eviter rinfluence de leur chaleur specifique sur la marche du 
refroidissement. 

Le memo instrument sert aussi a indiquer la chaleur de contact d’un 
corps, et mesure en quelque sorte la sensation de chaud nu de froid 
que ee contact jiroduit. 

Pour les experiences de ce genre, il suffit d’6lever la temperature 
de I’instrument comine je I’ai indique, et de le poser ensuite sur une 
masse epaisse de la matiere que Ton veut eprouver. 

On observe le nombre de degres dont la temperature s’abaisse, pen- 
dant un temps donne, par exemple cinq minutes. 

Cette maniere d’employcr le thermomfetre de contact conduit a des 
resultats remarquables. Les differences de I’abaissement de tempera- 
ture pour divers corps sont trbs grandes. 

Par exemple, j’ai pose le thermometre echauffe sur une masse de fer 
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a 8°; je Fai pose ensuite sur une masse de gres a la meme tempera- 
ture; la difference du refroidissement, dans les deux cas, etait d’en- 
viron 5 ° des la seconde minute. La difference est encore plus sen- 
sible si Fon compare le fer a la brique, et, a plus forte raison, le fer 
au bois. 

Ces experiences sont extremement faciles : il suffit que les masses 
sur lesquelles on pose le thermometre aient une meme temperature. 

L’effet qui se produit dans ce genre d’experiences est tres complexe, 
et, pour Fexprimer exactement, il faudrait avoir egard a toutes les cir- 
constances qui le modifient. Toutefois, en operant de cette maniere sur 
des corps dont la chaleur speciflque serait connue, on pourrait se 
former une assez juste idee de leur conducibilite propre. 

L’usage du thermometre de contact ne donne, en general, que des 
valeurs approchees de la conducibilite ; mais il est un tres grand 
nombre de corps, tels que les briques, les pierres, les bois et les 
etoffes, pour lesquels ces mesures sont suffisantes. 

Nous avons dit que Fon pent employer un autre instrument pour 
mesurer la conducibilite. Ce second mode d’ experience rend les effets 
encore plus sensibles, mais il exige beaiicoup plus de soin; j’avais 
d’abord espere qu’il me serait possible de repeter quelques-unes de ces 
dernieres observations en presence de FAcademie : Fextreme difficulte 
d’y proceder dans une atmosphere variable et agitee m’oblige d’y re- 
noncer; je me borne a indiquer le principe et quelques resultats. 

Cette experience consiste a observer, non point, comme dans la pre- 
miere, les abaissements successifs de la temperature d’un corps que 
Fon a d’abord echauffe, mais la temperature finale et fixe que produit 
la chaleur en traversant differentes matieres. Je me suis propose de 
former cetetat final, pour en deduire la mesure des conducibilites spe- 
cifiques, et j’ai ete aide dans Fetablissement de ces experiences par un 
physicien tres habile, M. Colladon, de Geneve, dont FAcademie a deja 
couronne les travaux, et qui a obtenu, avecM. Sturm, le prix de Phy- 
sique mathematique de Fannee derniere. Non seulement il a bien 
voulu diriger la construction de Finstrument et en regler les dimen- 



quement. Elle consiste a interposer un coussin de mercure qui deter- 
mine le contact du support avec tous les points de I’enveloppe. 

Cette maniere de former un etat final d’equilibre a I’avantage de 
donner des resultats qui ne dependent point de la chaleur specifique 


Fig. 5 . 



do la substance interposeo. On place cette substance ou enveloppe 
entre deux vases, dont Tun inferieur A {fig. 2) est mamtenu a une 
temperature constante de 100° C., tandis que le vase superieur B, pose 
sur I’enveloppe, cst maintenu a la temperature de la glace fondante. 
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La conducibilite de I’enveloppe determine la quaritite de chaleur 
qui passe du vase A dans le vase B; au fond du vase superieur B est un 
thermometre d’air tres sensible qui mesure I’effet produit. Get air, qui 
s’echauffe, est contenu dans la capacite metallique ccc'c’, dont la 
partie inferieure cc est en contact avec le coussin de mercure a ioo°; 
tandis que I’autre partie c'c' est en contact avec la glace fondante. 

L’air contenu dans la capacite etant ainsi expose, d’uii cote, a Tac- 
tion de la glace, de Tautre a celle d’un corps chauffe a roo°, acquiert 
une temperature intermediaire et fixe. L’indice colore o du thermo- 
metre d’air s’arrete lorsque la quantite de chaleur qui passe dans le 
thermometre a travers Tenveloppe est precisement egale a celle qu’il 
communique a Teau glacee. Get equilibre se forme en quelques se- 
condes : c’est Tetat final qu’il s’agissait d’observer. 

La temperature fixe marquee par le thermometre d’air- depend evi- 
demment de la nature de la substance interposee. Si ce corps mince 
apporte tres peu d’obstaclo a la fibre communication de la chaleur, la 
temperature finale de Tair du thermometre est beaucoup plus grande 
que si la chaleur ne traverse que tres difficilement Tenveloppe inter- 
posee. II existe dans tous les cas une relation tres simple entre la tem- 
perature acquise et la conducibilite du corps interpose. Pour exprimer 
cette relation, nous designons par h, comme dans les observations pre- 
cedentes, la quantite de chaleur qui, pendant le temps i, passerait de 
la masse du support dans Tinterieur du thermometre d’air a travers 
Tunite de surface de Tenveloppe si la difference de leur temperature 
etait I, et par H la chaleur qui, pendant Tunite de temps, traverserait 
Tunite de surface en passant de la surface superieure c'c' du thermo- 
metre d’air dans la masse glacee qui est au-dessus si la difference de 
temperature de Tair et de la glace etait i; done hb(M — ai.)dt et 
HS(a — '^)dt sent respectivement les quantites de chaleur qui, pen- 
dant Tinstant dt, s’ecoulent du support dans Tair a travers Tetendue h 
de Tenveloppe, ou passent de Tair dans la glace a travers Tetendue S 
de la surface superieure de la capacite du thermometre. (On designe, 
pour plus de generalite, par M la temperature fixe du support, et par 
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N la temperature fixe de la masse froide dans laquelle la chaleur 
s ecoule.) Or 1 equilibre est etabli lorsque la chaleur communiquee par 
le support compense exactement la chaleur quo la capacite du thermo- 
metre communique a la glace; on a done cette equation 

/i6(M-«)=:HS(a-N) 

et le rapport 

_ a — N 
HS M — a' 

II suffira done de mesurer a pour connaitre le rapport g des deux 
conducibilites relatives h ct H, e’est-a-dire des facilites respectives du 
transport de la chaleur du support dans la capacite du thermometre on 
do cette capacite dans la masse environnante. Le rapport ^ doit etre 
regarde comme conmi ; il ne change point lorsqu’on remplace une pre- 
miere cnveloppc a laquelle convient le coefficient h par une seconde 
enveloppe a laquelle. convient un autre coefficient A. 11 en est de meme 
(lu coefficient H, qui demeure le memo. Lorsqu’on eprouve differents 
corps avec le meme instrument, la temperature a est mesuree par lo 
thermometre d’air, qui pent etre construit de differentes manieres. Je 
ne donne point ici le calcul relatif a ce thermometre, parce que ce 
ealcul, qui n’a d’ailleurs aucunc difficulte, varie selon la construction 
que Ton a preferee; dans tous les cas, je suppose que Ton ait regie cet 
instrument de manibre a lo reiulre tres sensible, et que Ton ait fait uno 
analyse exacte des conditions qui determinent la position de I’indice. 
Quant aux valours respectives que Ton peut attribuer a M et N, et que 
nous avons d’abord supposees i ct o, des epreuves repbtees nous ont 
fait connaitre quo les observations deviennent plus faciles et les resul- 
tats plus fixes si les nombres M et N ont une moindre difference, par 
cxemple si Ton fait M = f (8o° centesimaux) et N = ^ (i5° centesi- 
maux). 

Lorsqu’on appliquera successivement le meme precede a des corps 
minces de differentes cspeces, on trouvera des resultats differents 
selon la nature des matieres que la chaleur traverse. Or I’experience 

II. 59 
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SUR LA FACULTE CONDUCTRICE RES CORPS MINCES, re- 
contact au-dessus du support de marbre, dont il etait separe par deux 
rondelles de drap; la chaleur avait ainsi a traverser peau, drap, drap, 
marbre. Apres avoir observe le refroidissement progressif, j’ai place 
line rondelle de cuivre, de I’epaisseur d’une feuille de papier, sur le 
marbre sous les deux rondelles de drap; le refroidissement du thermo- 
metre dans un temps donne a ete moindre que dans I’experience pre- 
cedente; la feuille de cuivre a ete ensuite placee entre les deux ron- 
delles de drap; la quantite du refroidissement a ete la meme dans le 
meme temps que si Ton eut supprime la feuille de cuivre, comme dans 
la premiere experience. 

Enfin j’ai place la rondelle de cuivre sur celles de drap, immediate- 
ment au-dessous de la peau du thermometre de contact; dans ce cas, 
la chaleur traversait les enveloppes dans I’ordre suivant : peau, cuivre 
mince, drap, drap, marbre. Dans ce cas, I’abaissement du thermo- 
metre a ete plus grand que si Ton eut supprime la rondelle de cuivre. 
Ainsi I’interposition de cette feuille de cuivre facilite la transmission 
de la chaleur de la peau au drap, et elle diminue la transmission de 
chaleur du drap au marbre. Tels sont les effets que Ton observe pen- 
dant les dix premieres minutes; il ne faudrait pas comparer entre eux 
des resullats qui ne correspondraient pas a un meme intervalle de 
temps. 

Je ne poursuivrai pasdavantage I’enumeration des experiences nou- 
velles qui ont ete faites avec ces instruments. Le thermometre de con- 
tact doit 6tre considere comme une main munie de son thermometre. 
Ces experiences ne peuvent rien ajouter a la theorie mathematique de 
la chaleur; mais tout ce qui se rapporte aux arts techniques et aux 
usages communs a quelque droit a I’attention de I’Academie. Ces ob- 
servations n’int^ressent pas moins les sciences que celles qui ont servi 
a determiner la chaleur specifique des differentes substances; elles 
rendent plus manifestes des proprietes physiques dont nos sens nous 
avertissent, mais qu’ils ne mesurent point : les instruments ont, en 
general, pour objet d’ajouter a nos facultes intellectuelles en perfec- 
tionnant nos sens. 
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La theorie de la clialeur, comparable en eela aux theories dyna- 
miques, s’applique a la fois au systeme du monde et aux usages les 
plus ordinaires de la vie; cette theorie nous a fait connaitre, entre 
autres choses, I’effet total produit par le rayonnement des etoiles fixes. 
Elle nous a appris que la temperature de I’espace qu’occupe notre sys- 
teme planetaire est a tres peu pres do 4o° octogesimaux plus froide 
que la temperature de la glace fondante. Cette meme theorie sert 
encore a mesurer I’influence calorifique des enveloppes diverses, des 
tentures, des tissus, et nous fait decouvrir des proprietes naturelles 
des corps. 

Apres avoir rapporte ces nouvelles experiences sur la conducibilite 
des corps minces, j’ajouterai une remarque theo'rique sur les observa- 
tions qui peuvent servir a mesurer cette propriete des corps. 

Lorsque les substances que Ton veut eprouver jouissentaun degre 
assez eleve de la faculte conductrice, comme les metaux, on la deter- 
mine en observant les temperatures fixes d’une barre prismatique dont 
I’extremite est retenue a une temperature sensiblement constante. 
L’ experience' a prouve que cet etat final est conforme a celui que la 
thdorie exprime. Les temperatures observees forment en effet une 
serie recurrente dont on deduit la valeur numerique do la conducibi- 
lite; mais on ne doit point appliquer la meme expression aux corps 
comme le marbre, dont la faculte conductrice est tres faible, ni meme 
a ceux des metaux que la chaleur traverse difficilement. Voici I’expli- 
cation de cette difference : dans les corps d’une faible conducibilit6, 
les molecules placees sur une meme section perpendiculaire a I’axe du 
prisme acquierent et conservent des temperatures fixes, inegales, qui 
diminuent rapidement depuis I’axe jusqu’a la surface exterieure; mais 
dans les matieres dont la conducibilite est plus grande, comme Tor, 
I’argent, le platine, le cuivre, tons les points d’une meme section per- 
pendiculaire a I’axe prennent sensiblement la meme temperature. Ce 
fait est facile a concevoir, on pourrait d’avance le supposer connu ; 
mais la theorie analytique I’explique aussi de la maniere laplus claire, 
comme on le voit par 1’ expression generale que j’ai donnee autrefois 
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du mouvement uniforme de la chaleur dans un prisme rectangulaire 
d’une epaisseur quelconque; car cette meme solution fait connaitre 
que, si la conducibilite propre est tres faible, ou si I’epaisseur de 
la barrc est tres grande, les points d’une meme section norniale ont 
des temperatures tres differentes. Dans ce cas, I’expression de la tem- 
perature conticnt, non seulement la distance a l’origine,mais aussi les 
coordonnoes do chaque point de la section. 

II faudrait done faire usage de cette formule pour determiner la con- 
ducibilite specifique des corps qui ne jouissent de cette propriete 
qu’a un faible degre. C’est cette expression, rapportee page 365 de la 
Thdorie de la chaleur, qui s’applique aux cas dont il s’agit, et non celle 
do la page 55 du meme Ouvrage. Cette distinction resulte expresse- 
incnt de la solution generale. ll suffit de donner ay la valeur zero dans 
Texpression de e (p. 365), et d’integrer par rapport a entre les 
limites — / et + I, afin de trouver une valeur proportionnelle a la tem- 
perature moyenne. 

II est surtout neccssaire de remarquer I’equation 

hi 

£lang£= 

ot la construction qui fait connaitre les racines de cette equation trans- 
cendante. On voit que la valeur de la temperature contient le produit 
en sortc que, si la conducibilite propre K est supposee tres faible, ce 
cas ne dillere point do celui oil la demi-epaisseur du prisme est tres 
grande. II suit dc la que, si Ton suppose tres petit le coefficient *K, 
mesurc dc la permeabilite, les temperatures ne decroissent pas comme 
les terrnos d’une serie recurrente; cela n’aurait lieu qu’a une distance 
immense dc I’origine ; les temperatures s’abaissent d abord tres rapide- 
ment a partir de cette origine. On voit, par le calcul numerique rap- 
porte page 374 de I’Ouvrage cite, qu’il suffit de s’ecarter de I’origine 
de la moitie dc I’epaisseur de la barre pour que la temperature du pre- 
mier point soit r6duite a la cinquieme partie de sa valeur. Or toutes les 
observations s’accordent avec les resultats theoriques que I’on vient 
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de rappeler; dies montrent que, si la conducibilite propre est assez 
grande, les temperatures observees decroissent comme les termes 
d’une sd‘ie recurrente; mais, dans les corps dont la faculte conduc- 
trice est tres faible, si I’experience donnait des valeurs exprimees par 
line suite exponentielle, c’est alors que I’observation ne s’accorderait 
point avec la theorie; dans ce cas, la forme de I’expression est telle que 
Ton ne peut plus omettre les termes subordonnes. Au reste, les tempe- 
ratures observees sont trop faibles, dans ce meme cas, pour que Ton 
puisse en conclure avec precision la valeur de la conducibilite. Les 
precedes qu’une theorie exacte'indique comme les plus propres a me- 
surer la faculte conductrice des corps qui jouissent a un faible degre 
de cette propriete different beaucoup de ceux qui conviennent aux 
substances mdalliques; ils consisteraient a observer le mouvementou 
uniforme ou variable de la chaleur dans des vases de diverses matieres, 
et dont on ferait varier I’epaisseur. Cette question analytique se rap- 
porte a celle que j’ai traitee, il y a plusieurs annees, dans un Memoire 
sur la temperature des habitations. 
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Description 


des deux instruments dont il est parle dans le Memoire 
de M. Fourier. 


Fig. I. — Coupe du tliermometre de contact. 


A A csl i.n vase conique de fer tres mince; il est rempli presque entieremeru 
.le mercure ; unc goutU6rc a-^>- autour du bord inferieur sen a lier I’enveloppe 
(im r<d.ont le mercure; au haul du cone esl une ouverture avec un tube court 
na (1(^. 7 oil 8 lignes do diamdire. 

U OKI un bouelion de lidge qui s’adaple dans ce lube. Il sen a fixer le ther- 
luouiotro. cc au vase ei ^ lo maintenir a la hauteur convenable. 

La l)oulo (le (‘,e tluuanonKilre c doit 6tre a quelques lignes au-dessus de la 
I)as(^ du et (uiticVrement plon^te dans le mercure du vase. 

Lc^s (\o.sr6^ du UiermonuMn- doivent etre assez grands pour qu’on puisse les 
sul)divis(U‘ en dixi^.mes; sans cela les observations seraient peu exactes. 

L’cuiveloppc^ bbb doiL 6(re de peau souple et mince. Les experiences citees 
dans Mdmoire nous out appris que cette substance est tres propre a cet 
usage, pare.e (jue la peau conduit mieux la chaleur que les autres etoffes de 
nulrne (''q>aiss(uir. 

11 faut avoir soin que cello enveloppe ne soit ni salie, ni chauff( 3 e trop for- 
tenuuil. 


Pour SC’s s(‘rvir de c.oi inslrument tres simple, on opere de la maniere sui- 
vanle : 

Apia'^.s avoir pla(‘6 rdtofle ou pla([ue mince que Ton veut eprouver sur un 
support d(i marbre h la temperature de la chambre oii Ton opere, on chauffe 
le vase t‘oni(iu(^ (vn le placjant sur une poele ou tout autre corps echauffe ; on 
attend (|u’il so soit dl(^V(^ h on 47 "- Au moment ou le thermometre indique 
45", oa le pose sur rcuiveloppe; on observe avec une montre Finstant precis 
oil il passe il et Fon note’! sa marche, par exemple de minute en minute 
juscpFii la (‘.irnpiicunes 

Si Fon recomnKUH'e aveu*. la m^me etoffe en variant sa place sur le support 
de marbre, on trouvi^ toiijonrs Ic m^me rdsultat, poiirvu que la temperature 
de la chambre soit la inAme. 

Si Fon voulait se servir de cet instrument pour fairedes experiences exactes 
sur la condu(‘Jbilit('^ (h’S plaques rigides, il conviendrait de placer celles-ci, 
non pas sur un support de marbre, oii le contact ne serait pas parfait, mais sur 
un coussin de menaire analogue a celui dont il est parl6 dans la description 
du S(KU)nd appareil. 


Fig 2. — Coupo du second appareil ou thermoscope de contact. 

A, vase cubique de cuivre mince; il est ferme par le haut, et Feau le rem- 
pli t entic^rement. On introduit Feau par un entonnoir e, Le robinet r serl h. 

vider le vase. 
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Sur le couvercle est soudee une capsule circulaire en tole mince. Cette 
capsule doit contenir un petit bain de mercure echauffe. Ce mercure fait fonc- 
lion de coussin au moyen de I’enveloppe depeau bbb qui le recouvre entiere- 
ment. On lie cette enveloppe de peau tout autour du bord de la capsule, et 
raiineau, dont on voil la section en aa, sert a la maintenir tendiie. Le mer- 
cure, en pressant contre cette peau enveloppe, lui donne la forme d’un cons- 
sin convexe. 

On introduit le mercure dans la capsule, et on I’en retire, au mo3en d’un 
godet G et d’un tube de fer lateral La hauteur du mercure dans le godet 
determine la tension du coussin. 

Au-dessous du vase A est une petite lampe qui sert a maintenir I’eau a une 
temperature fixe, par exemple ioo° ou 6o°. Le tbermometre int^rieur i sert 
a indiquer la temperature et par consequent aussi celle du bain de mer- 
cure. 

B est le vase superieur qui conlient de la glace ou, ce qui vaut mieux, de 
Teau a une' temperature fixe et pen superieure a celle de la chambre ou Ton 
opere. Le petit thermoniMre i' indique la temperature de cette eau. 

Au fond du vase B est une capacite metallique dont on voit la coupe en 
ccc'c'; c’est la boule du thermoscope indicaleur. La moitid superieure c'c’ fait 
saillie au fond du vase B et est en contact avec la glace ou J’eau froide ; 
Tautre moiti6 inferieure repose sur le coussin echauffe de mercure. 

Le tube recourb6 ttt't'j qui communique avec la capacity, sert a rendre 
visibles les dilatations de Fair contenu dans cette capacite. 

Pour cela, la partie de ce tube est pleine d’un liquide color6, qui 
s’abaisse lorsque Fair de la capacite s’echauffe et se dilate. 

Pour faire I’experience, on enleve le vase superieur B; on pose sur le cous- 
sin de mercure une rondelle de Fetoffe qu’on veut essayer, et Fori replace le- 
vase superieur. La surface inferieure cc de la capacite d’air, se trouvant sepa- 
ree du coussin par Fetoffe, en recoit moins de chaleur, et, par consequent, 
Fair qui y est contenu prend une temperature moyenne moins elevee. L’in- 
dice o s’arrete en un point plus eleve. 

Get appareil, ayant des indications tres promptes et que Ton pent rendre 
tres visibles, pourrait servir a des experiences faites dans des cours publics. 
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MEMOIRE SUR LA STATIQUE 

CONTENAXT 

I.A DEMONSTRATION DU PRINCIPE DES VITESSES YIRTUELLES 


ET 

LA TUEORIE DES MOMENTS. 


Journal do L’Ecole Polytechnique, V' Cahier, p. 20, annee 1798. 


Geometrce esi pi’obare. 

Arist. 


I . On tfouve clans les ecrits des Grecs le germe des theories meca- 
niques cjnc nous possedons aujourd’hui. Archimede appliqua la Geo- 
in6trie a la Slaticiue, et meme la Statique a la Geometrie; il trouva de 
cotte inaniiire la premiere quadrature d’uue aire curviligne. Ses decou- 
V(jrtes en Mecaaique servent encore de fondement a cette science. 

Les plus aneiens Traites qui nous soient parvenus sur la Mecanique 
rationnelle sent ceux d’Aristote; ils ont ete loues sans mesure par ses 
coinmentateurs, et depuis negliges sans examen. Ce philosophe parait 
avoir connu le.s principesles plus importants de laMecanique. II expose, 
en terines prec-is, celui de la composition des mouvements ('); il a meme 
eu quelque idee de la maniere dont les forces centrales agissent dans 
les mouvements en ligne courbe (®). Son explication physique de la 


(‘) Marnfe-mni igUur quod id quod secundum diametrum in duabus JeHur lationtbus 
necessario secundum latemm proportionem fertur. {Queest. median., Cap. II.) 

(*) Ouod quidorn ca quoe circulwn describit duos sirmd feratur lationes manijes urn 
est .'omni quidam circulum desedhenti iUud accidit; et fertur earn qutdem latwnem 
.secundum circumferentiam illam, vero in tran^oersum et secundum centrum. (_Qums . 

meclnm., Gap. IL) 
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cause de I’equilibre des poids inegaux dans ie levier est ingenieuse, 
quoique imparfaite. II rapporte a cette premiere machine le tour, les 
moufles, les roues dentees, le coin ('), etc.; ailleurs, il enseignc que 
les forces sont egales lorsque les masses sont reciproquement propor- 
tionnelles aux vitesses (-). Voila ce qu’il me semble avoir reconnu 
dans sesTraites, a travers mille obscurites et unc foiile d’idees singu- 
lieres, ou qui paraissent aujourd’hui incoherentes. On peut ajouter 
que ses ecrits offrent les premieres vues sur le principe des vitesses vir- 
tuelles. 

Galilee et Descartes eurent depuis quelque connaissance de cette 
verite. Jean Bernoulli, qui en est, a proprement parler, I’inventeur, 
I’annon^a au commencement du siecle sans en publier de demonstra- 
tion (voir le II® Volume de la Mecanique de Varignon). Cette decouverte 
fut communiquee a Varignon dans le temps qu’il composait sa nouvelle 
Mecanique : il parvint a prouver le theoreme dans plusieurs cas parti- 
culiers; mais cette enumeration, necessairement incomplete, ne I’a 
point conduit a la demonstration generale. Depuis, la Mecanique a ete 
rapidement perfectionnee : cette science n’a plus aujourd’hui de diffi- 
cultes qui lui soient propres, et, consideree dans ses rapports les plus 
etendus, elle se reduit a une question de calcul. Ce resultat, I’un des 
plus beaux que Ton ait obtenus dans les sciences .exactes, est I’objet 
de la Mecanique analytique. L’ auteur de ce grand Ouvrage a vu, dans la 
proposition longtemps sterile de Bernoulli, une verite primordiale, 
dont les consequences les plus fecondes decoulent sans exception et 
sans effort. 

Maintenant que I’iihportance du theoreme est bien etablie, il est 
temps de suppleer au silence de I’inventeur, et de reconnaitre si le 
principe des vitesses virtuelles peut etre fonde sur des preuves gene- 
rales, exemptes d’obscurite et d’incertitude. Je me suis propose cette 

(1) Ea quce circa vectem fiunt, ad ipmm Ubram . . . referuntur; alia autem fere omnia 
quce circa mecJmnicas sunt rrwtiones, ad vectem, {Qucest. median,, Cap. I.) 

(®) Si igitur a est quod mooet, ^ quod mooetur, y longitudo per quam motum est, 
0 tempus quo mooetur, sane cequaH tempore 8 cequalis vis a dimidium ipsius [5 moo eh it 
per longitudinem duplo majorem quean y {Natur, auscult., Lib. VIl, Gap. VI.) 
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recherche; et, quoiqu’elle ne soit pas le seul but de cet Ecrit, je I’ai 
eue principalement en vue. J’ai pense aussi qu’il ne sufBsait pas de 
prouver, d’une maniere absolue, la verite de la proposition, inais 
qu’on devait le faire independamment de la connaissance que nous 
avons des conditions de I’equilibre dans les differentes especes de 
corps, puisqu’il s’agit de considerer ces conditions comme des con- 
sequences de la proposition generale. Cet objet se trouve rempli par 
les demonstrations que nous aliens rapporter; il nous semble qu’elles 
ne laissent rien a desirer sous le double rapport de I’etendue et de 
I’exactitude. Nous supposerons connu le principe du levier, tel qu’il 
est demontre dans les Livres d’Archimede, ou, ce qui revient au memo, 
le tbeoreme de Stevin sur la composition des forces, et quelques pro- 
positions qu’il est aise de deduire des precedentes. 

I. 

2. Si un corps est deplace par une cause quelconque suivant une 
certaine loi, chacune des quantites qui varient avec sa position, comme 
la distance d’un de ses points a un point ou a un plan fixe, est une fonc- 
tion determinee du temps, et peut etre consideree comme I’ordonneo 
d’une courbe plane dont le temps est I’abscisse; la tangente de Tangle 
que fait cette courbe a Torigine avec la ligne des abscisses, ou la pre- 
miere raison de Taccroissement de Tordonnee a Tabscisse, exprime la 
vitesse avec laquelle cette quantite commence k croitre, ou, pour nous 
servir d’une denomination re^ue, la fluxion de cette quantite. 

Le corps etant soumis a Taction de plusieurs forces, si Ton prend 
sur la direction de chacune un point fixe dont la force tende a rappro- 
cher le point du systeme ou elle est appliquee, le produit de cette force 
par la fluxion de la distance entre les deux points est le moment de la 
force : le corps peut etre deplace d’une infinite de manieres, et a cha- 
cune repond une valeur du moment. Si Ton prend le moment de chaque 
force pour un meme deplacement, la somme de tons ces moments con- 
temporains sera appelee le moment total, ou le moment des forces, pour 
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ce deplacement. Nous distinguerons d’abord les deplacements compa- 
trbles.avec I’espece et I’etat du systeme, de ceux qu’on ne peut lui faire 
eppouver sans alterer les conditions auxquelles il est assujetti, et nous 
supposerons ces conditions exprimees, autant qu’il est possible, par 
(les (iquations. 

Maintenant le principe des vitesses virtuelles consiste en ce que les 
forces qui sollicitent un corps, de quelque nature qu’il puisse etre, 
Mant supposees se faire equilibre, le moment total des forces est nul 
pour chacun des deplacements qui satisfont aux equations de condi- 
tion. 

Jean Bernoulli considere au lieu des fluxions les accroissements 
naissants. 11 faut alors regarder chacun des points du systeme comme 
decrivant un petit espace rectiligne d’un mouvement uniforme pen- 
dant un instant infiniment petit. Ce petit espace projete perpendicu- 
lairement sur la direction de la force est la vitesse virtuelle; et si on 
la multiplie par la force, le produit represente le moment. J’adopterai 
cette heureuse abreviation, et tons les precedes usites du Calcul dilfe- 
rentiel. 

Nous examinerons, en premier lieu, I’^uilibre des forces qui solli- 
citent un point, et nous chercherons quelle est la valeur du moment 
total lorsque ce point est infiniment peu derange de sa situation. De la 
nous passerons k la recherche des conditions de I’equilibre, lorsque les 
forces agissent sur une ligne droite inflexible ou sur deux surfaces qui 
se resistent mutuellement; on peut toujours faire dependre de ces ele- 
ments I’equilibre d’un systeme materiel quelconque. 

3. En generalisant le theoreme de Stevin, on reconnait que les forces 
qui se font equilibre sur un point sont representees en quantite et en 
direction par les cotes d’un polygone situes ou non dans le meme 
plan; et cela prouve que, si Ton projette les droites proportionnelles 
aux forces, sur une ligne qui passe par le point qu’elles sollicitent, la 
somme des projections est nulle. Maintenant, si I’on appelle p, p', 
p', ... les forces en equilibre; «, u", . . . les angles formes par les 
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directions de ces forces et une ligne droite quelconque qui passe par le 
point ou elles sont appliquees, et c?r I’espace parcouru sur la ligne lors 
du deplacement de ce point, la somme des projections sera 

p cosw 4 - p' cos«'4-/>"cosa"-4-. . 
et la somme des moments 

p dr cos u p' dr cos m' 4 - p’ dr cos w" . 

Cette derniere quantite sera done nulle, de quelque maniere que le 
point soit derange de sa position actuelle. 

Cette proposition pent etre prouvee de dilferentes manieres : par 
exemple, elle se deduit facilement des proprietes du centre de gra- 
vite. Si, a partir du point mobile, on porte sur les directions des forces 
des lignes qui les representent, le point commun est, comme on le 
demontre dans les elements, le centre de gravite des extremites des 
lignes; d’un autre cote, le centre de gravite de plusieurs points a, 
comme il est aise de le voir, cette propriete que la somme des carres 
des distances du centre aux points est un moindre : done, en nom- 
mant ces distances e, e', el', e'\ ..., on aura 

ede-^e' de! -i- e" de" + e’" de'" + . . . = o. 

4. Supposons maintenant que deux forces egales et contraires, ap- 
pliquees aux extremites d’une ligne droite inflexible, agissent dans sa 
direction, et cherchons la valeur du moment total pour un derange- 
ment quelconque de la ligne. Si Ton regarde d’abord comme entie- 
rement libres les deux points que les forces sollicitent, et que Ton 
prenne chacun des deux points pour le centre fixe de la force qui sol- 
licite I’autre, il sera aise de voir que, leur distance etant une function 
de leurs coordonnees, la vitesse virtuelle du premier sera egale a la 
dilferentielle de la distance, prise en faisant varier seuleraent les coor- 
donnees de ce point; il en sera de meme du second : en sorte que le 
moment total, qui est ici proportionnel a la somme des vitesses vir- 
tuelles, le sera aussi a la somme des differentielles partielles qui repre- 
11. 6 1 
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sentent ces vitesses, c’est-a-dire a la differentielle complete de la dis- 
tance entre les deux points {voir la Mecanique analytique, I*'® Partie, 
2 ® Sect., art. 4). Ainsi, dans le cas oil la distance est constante, la 
valeur du moment total est nulle. 

On pent s’assurer autrement de la verite de cette proposition. Les 
deplacements qu’une ligne droitepeut eprouver se composent de cinq 
mouvements simples : dans les trois premiers, la ligne, qui se confon- 
dait d’abord avec I’un des trois axes, demeure parallele a elle-meme, 
et s’avance suivant un de ces trois axes; dans les deux autres, la ligne 
tourne autour d’un de ses points dans un plan parallele, on dans un 
plan perpendiculaire an plan rectangulaire oil elle se trouvait d’abord. 
Or, si la ligne n’eprouvait qu’un seul de ces derangements simples, quel 
qu’il fut, la somme des moments serait evidemment nulle : de la et des 
principes du Calcul difFerentiel, il suit que le moment total relatif a un 
mouvement compose quelconque est aussi nul. 

En general, il arrive toujours que les moments partiels dus aux 
mouvements simples d’un systeme quelconque s’ajoutent pour com- 
poser le moment total, de la meme maniere que les differentielles par- 
tielles ferment la differentielle complete (wtrplus has, art. 8). 

Il suit encore de I’expression du moment total que, si la distance 
des deux points est variable, et que les forces ten dent a I’augmenter, 
la somme des moments sera negative si cette distance devient, en 
effet, plus grande, et positive si la distance diminue. Si les deux forces 
tendent a rapprocher les deux points, leur moment total sera negatif 
ou positif, selon que ces deux points s’approcheront ou s’eloigneront. 

5. Si les deux forces, au lieu d’etre opposees, agissent dans le meme 
sens, il est clair, d’apres ce qui vient d’etre dit, que le moment de la 
premiere sera egal au moment de la seconde pour un meme deplace- 
ment de la ligne supposee inflexible. Il en est done du moment d’une 
force comme de son effet; I’un et I’autre ne changent point lorsqu’on 
applique cette force a differents points de sa direction, consideree 
comme une ligne solide; au reste, cette consequence, dont on fera un 
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usage frequent, peut se deduire immediatement du calcul, comme il 
suit : 

Appelons x, y, s les coordonnees d’un point indetermine de la ligne, 
rapportee a trois plans rectangulaires, e la longueur de cette ligne 
depuis ce point jusqu’a celui oil elle rencontre le plan des xy. Nous 
designerons par S les variations dues au derangement de la ligne, et 
par les differences finies des coordonnees de ses differents points. Si 
s varie seule de Ss, la vitesse virtuelle du premier point est moindre 

que Ss dans la raison de s a e, ou de ds a de. Cette vitesse est ^ Sz; 
celle due a la seule variation §x serait et Sy donnerait aussi la 

vitesse virtuelle Si les trois changements ont lieu a la fois, 

la vitesse virtuelle sera done 


dx 

de 


dx - 


dy . dz . 


Or on peut voir que la valeur de cette expression ne depend point de 
celles des coordonnees x, y, z, ou, ce qui est la meme chose, que la 
difference prise selon d est nulle; car on trouve pour cette difference, 

en remarquant que ^ sont constantes par la nature de la ligne 

droite, 

de de de 

quantite qui se reduit a zero. En effet, les points de la ligne deplacee 
ne changeant point de distance, la differentielle prise selon B de 
dx- dy^ -+- dz- doit etre nulle. On a done I’equation 

dx Sdx -jy dy ddy -h dz ddz ~ o, 

ou, divisant par de et transposant d et S, 

^ dSx ^ d§y -+■ ^ ddz — o. 

de de de 

C’est pourquoi les vitesses virtuelles de deux points quelconques de 
la ligne sent les memes, de quelque maniere qu’elle soit deplacee. Cette 
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proposition ne signifie pas quo la premiere raison des deux espaces con- 
temporains, parcourus dans le sens de la ligne, est toujours I’unite, 
mais que les expressions de ces deux espaces ne peuvent differer que 
dans les parties oil les dimensions des variations sont elevees. 

6. Si Ton considere deux forces qui se font ^uilibre etant appli- 
quees aux extremites d’un fil inextensible, il sera facile de connaitre 
leur moment total pour un deplacement compatible avec la nature du 
corps en equilibre. II suit de I’article precedent que le moment est 
nul toutes les fois que la distance est conservee, c’est-a-dire lorsque 
I’equation de condition est satisfaite. Pour tous les autres deplace- 
ments possibles, le moment est positif, et le systeme en equilibre ne 
peut etre trouble de maniere que le moment total soit negatif. 

7. Concevons maintenant que deux surfaces inflexibles se resistent 
mutuellement, etant pressees au point du contact par deux forces 
egales, contraires, et perpendiculaires au plan du contact : il s’agit de 
trouver la valeur du moment total pour un derangement quelconque 
du systbme en equilibre. Si I’on regarde chacune des normales comme 
une ligne inflexible, on pourra appliquer les forces a des points quel- 
conques de leur direction sans que la valeur du moment total du a 
un deplacement quelconque du systeme differe de celle qu’on aurait 
obtenue d’abord pour ce meme deplacement. Or on peut remarquer 
que, si Ton designe en dedans des surfaces deux points des perpendi- 
culaires tres voisins du point de contact, ces deux points ne peuvent 
etre moins distants qu’ils ne le sont presentement dans la situation de 
I’equilibre; en sorte que la distance augmente, ou ne change point, 
toutes les fois que le systeme est derangq. Cette premibre distance est 
done la mo-indre de toutes celles qui ont lieu lorsqu’on fait varier la 
position respective des deux superficies qui ne cessent pas de se tou- 
cher; et, la loi de continuite etant observee, il est necessaire que la dif- 
ferentielle soitnulle. D’un autre cote, le moment total des deux forces 
est proportionnel a la variation de la distance des deux points qu’elles 
sollicitent; done ce moment total est nul, quel que soit le deplacement. 
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8. On pent parvenir directenient a ce resultat pai‘ I’enumeration des 
derangements simples que le systeme des deux surfaces peut eprouver. 
En effet, on peut choisir a volonte un point sur chacune des deux sur- 
faces, et, regardant Tune comme fixe, placer I’autre de maniere que 
les deux points designes se confondent dans le contact; puis, sans que 
ce contact cesse d’avoir lieu entre les memes points, faire tourner 
d’une quantite arbitraire la seconde surface sur la normale au point 
du contact, consideree comme un axe fixe. De plus, les deux super- 
ficies conservant entre elles la meme situation, on peut en deplacer le 
systeme de la meme maniere qu’un corps solide. Ainsi, il entre onze 
quantites arbitraires dans le derangement des deux surfaces, savoir : 
deux pour chacun des deux points designes, une pour le mouvement 
autour de la normale, et six qui repondent, comme on le salt, au 
deplacement d’un systeme solide. II suit de la que la somme des deux 
espaces decrits lors du derangement, et dans le sens de la normale, 
par les points qui se toucliaient d’abord est une certaine function des 
onze indeterminees, lesquelles sont toutes supposees nulles dans la 
situation de I’equilibre. La variation de cette somme, qui est la somme 
des vitesses virtuelles, est done une function lineaire des variations 
arbitraires de ces indeterminees. II en resulte un moyen facile de recon- 
naitre la valeur du moment total du a un derangement quelconque : il 
suffira de faire varier separement une ou plusieurs des onze indeter- 
minees, et de distinguer, dans chacun des cas en particulier, la valeur 
du moment total; car la somme de ces valeurs partielles sera la valeur 
complete du moment. Or il est aise de remarquer que, si Ton fait varier 
les deux premieres seulement, ou les deux suivantes, ou la cinquifeme 
seule, ou les six dernieres, le moment total des deux forces est toujours 
nul : d’oii Ton doit conclure que la somme cherchee des moments des 
deux forces est nulle, de quelque maniere que les deux surfaces soient 
deplacees sans qu’elles cessent de se toucher. 

Il n’en est pas de meme si les deux surfaces se separaient entiere- 
ment lors du deplacement. Au reste, il suit de I’article precedent que 
le moment total, qui est toujours proportionnel a la variation de la 
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distance des deux points que les forces sollicitent, et qui est de meme 
signe, parce que les forces tendent a diminuer la distance, est neces- 
sairement nul ou positif, quel que soit le derangement qui survienne 
dans la situation des deux surfaces. Ainsi on ne peut pas les faire 
sortir de la position actuelle de I’equilibre de maniere que le moment 
ait une valeur negative. 

9. Les principes qui viennent d’etre exposes suffisent pour deter- 
miner directement, et, pour ainsi dire, a priori, la valeur du moment 
des forces qui se font equilibre sur un systeme quelconque, solide, 
flexible ou fluide. 

On peut remarquer d’abord qu’il suit de I’article 3 que, si des forces 
sont appliquees a un point et qu’on leur substilue leur resultante, le 
moment de cette derniere force, du a un deplacement quelconque, est 
le meme que la somme des moments des composantes pour ce meme 
deplacement. D’un autre cote, le moment d’une force ne change point 
lorsqu’on I’applique a dilFerents points de sa direction (art. 4). De 
plus, si plusieurs forces paralleles sollicitent un plan, la somme de 
leurs moments sera egale au moment de leur resultante pour un deran- 
gement quelconque du plan. Nous ne nous arretons point a la demon- 
stration de cette dernibre proposition, qui peut, d’ailleurs, etre regardee 
comme une consequence des deux precedentes. Les precedes de la 
composition et decomposition des forces, se reduisant a prolonger les 
directions des forces et a composer les forces paralleles ou celles qui 
agissent sur un point, il en resulte cette propriete generate des mo- 
ments, qu’on ne change pas le moment total des forces pour un depla- 
cement quelconque, en leur substituant leurs resultantes, ou les com- 
binant suivant les regies connues de la composition et decomposition 
des forces. Ainsi le moment des forces est constant, tant que I’efFet 
qu’elles tendent a produire n’est point change. 

10. Cette remarque s’applique naturellementarequilibre des corps 
durs : en effet, si Ton suppose que plusieurs forces appliquees a un 
corps solide se font equilihre, et qu’on se propose de connaitre la 
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valeur du moment de ces forces lorsque le corps eprouve un depla- 
cement quelconque, il suffira de determiner les resultantes des forces, 
et d’estimer le moment de ces resultantes pour le meme deplacement. 
Or, si Ton prolonge les directions des forces jusqu’a la rencontre d’un 
plan commun, qu’a ces points de rencontre on decompose chaque 
force en deux, dont Tune sera dans le plan et la seconde perpendicu- 
laire au plan, il sera d’abord necessaire, comme on peut s’en assurer, 
que les forces perpendiculaires se detruisent separement et se reduisent 
a deux resultantes egales, contraires, et appliquees au meme point. De 
meme, en prolongeant les directions des forces qui agissent dans le 
plan jusqu’a la rencontre d’une commune ligne, et decomposant cha- 
cune d’elles en deux, dont Tune est perpendiculaire a la ligne, et 
I’autre est dirigee suivant cette ligne, il faudra que ces forces perpen- 
diculaires a la ligne aient deux resultantes egales, contraires, et appli- 
quees au meme point. Enfm les forces qui agissent dans la direction 
de la ligne se reduisent aussi a deux qui se detruisent entierement; en 
sorte que, en tout equilibre d’un corps dur, il se trouve toujours un 
plan, une ligne et un point sollicites par deux forces egales et con- 
traires. Les six resultantes etant ainsi determinees, il est manifesto 
que leur moment total est toujours nul ; d’oii Ton doit conclure que, de 
quelque maniere qu’on deplace un corps solide soumis a faction de 
plusieurs forces qui se detruisent, la somme des moments de ces forces 
est toujours nulle. 

11. On peut prouver par les memes moyens la proposition reci- 
proque, qui consiste en ce que les forces qui sollicitent un corps 
solide se font necessairement equilibre si la somme de leurs moments 
est nulle pour tous les deplacements possibles. 

L’equilibre d’un corps solide libre se reduit toujours a I’opposition 
directe des forces egales. Si le corps n’est pas libre, ce sont les resis- 
tances qui detruisent les dernieres resultantes. Les equations de con- 
dition expriment alors que les points du systeme oil les forces resul- 
tantes agissent sont fixes a des points immobiles, ou ne peuvent etre 
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transportes hors de certaines surfaces. C’est pourquoi, pour tous les 
derangements qui satisfont aux equations de condition , le moment 
des resultantes est nul; done le moment total des forces appliquees 
est nul pour ces memes deplacements. 

Comme il arrive souvent que les points du systeme s’appuient seu- 
lement sur les obstacles fixes, sans y etre attaches, il est evident qu’il 
y a des deplacements possibles qui ne satisfont pas aux equations de 
condition : on voit encore que, par ces deplacements, le moment des 
resultantes est necessairement positif, puisque la direction de ces forces 
doit etre perpendiculaire aux surfaces resistantes. Ainsi la somme des 
moments des forces appliquees est positive pour tous les deplacements 
de cette espece; mais il est impossible que Ton derange un corps dur, 
en equilibre, de sorte que le moment total des forces appliquees soit 
negatif. Au reste, si Ton considere les resistances comme des forces, 
ce qui fournit, comme on le sait, le moyen d’estimer ces resistances, 
le corps peut etre regarde comme libre, et la somme des moments est 
nulle pour tous les deplacements possibles. 

12. Pour connaitre la valeur du moment total des forces qui sol- 
licitent un corps dur et se font equilibre, on pourrait distinguer les 
six mouvements simples dont un pareil corps est susceptible, et Ton 
reconnaitrait sur-le-champ que, dans chacun de ces mouvements en 
particulier, la somme des moments est nulle. 

Cette propriete des moments, qui consiste en ce que la valeur du 
moment des forces appliquees est la meme que celle du moment cor- 
respondant des resultantes, presente une analogie manifeste avec le 
principe des vitesses virtuelles; car, si I’equilibre d’un certain systeme 
peut etre reduit par les precedes de la composition des forces a I’op- 
position directe de resultantes egales, il s’ensuit que la somme des 
moments des forces appliquees est nulle. On ne peut operer cette 
reduction sans demontrer en meme temps la verite du principe des 
vitesses virtuelles. Il nous semble que cette simple remarque aurait 
epargne a Yarignon les details dans lesquels il se crut oblige d’entrer 
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lorsqu’il voulut prouver la proposition de Bernoulli : car, ayant le pre- 
mier explique les differentes especes d’equilibre, avec beaucoup de 
sagacite et d’exactitude, paries seuls principes de la composition des 
forces, il avait par cela meme etabli dans tous ces cas la verite de cette 
proposition. 

La consideration des forces se lie done naturellement a celle des 
moments. Ils se composent de la meme maniere et se transforment 
par les memes precedes. De la vient qu’ils sc deduisent cn meme 
temps, dans le cas de I’equilibre. 

13. II est facile d’appliquer a Tequilibre des corps flexibles les prin- 
cipes exposes ci-dessus. 

Concevons un systeme de corps solides unis par des fils inexfen- 
sibles et sollicites par des forces quelconques, telles qu’il y ait equi- 
libre independamment de toute resistance exterieure; il est question 
de determiner la valeur du moment total pour un deplacement du sys- 
teme. On remarquera d’abord que les forces qui sollicitent chacun des 
corps pris en particulier se detruisent mutuellement; et ces forces ne 
sontpas seulement celles qui lui etaient appliquees, mais aussi celles 
qui proviennent des resistances ou tensions des fils places entre les 
points de ce corps et les points des corps voisins : la somme des mo- 
ments de ces forces qui agissent sur cbacun des corps est done nulle 
en particulier. C’est pourquoi, en considerant a la fois toutes les forces 
qui agissent sur tous les corps, on pent dire que leur moment total est 
nul pour tous les deplacements imaginables, meme pour ceux que la 
presence des fils ne permet pas. Il faut maintenant choisir, parmi ces 
deplacements, ceux qui satisfont aux equations de condition, et cher- 
cher quelle est pour ces derniers la valeur du moment total des seules 
forces qui proviennent des tensions. On reconnait bientot que cette 
valeur est nulle. En effet, chacun des fils est tire a ses deux extremites 
par deux forces egales et contraires; et ces memes forces, prises en 
sens oppose, sont precisement celles que Ton pourrait substituer au 
fil sans que I’equilibre fut trouble. Or, la distance des points que ces 
II. 62 
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deux forces tendent a rapprocher. etant conservee, leur moment total 
est nul, et il en est de meme de toutes les forces de tension prises deux 
a deux. On doit conclure de la que la somme des moments des seules 
forces appliquees au systeme en equilibre est nulle pour tous les depla- 
cements qui satisfont aux equations de condition. 

Si la distance des extremites des fils n’est pas conservee lors du depla- 
cement, comme elle ne pent que devenir moindre, et que les forces que 
nous appelons forces de tension en effet a la diminuer, il s’ensuit 

que la somme des moments de toutes ces dernieres forces est negative : 
c’est pourquoi la somme des moments des seules forces appliquees est 
necessairement positive pour les derangements de cette espece, et le 
systeme en equilibre ne pent jamais etre deplace de maniere que le 
moment des forces soit negatif. 

14. Supposons maintenant qu’un amas indefini de corps durs, de 
figure et de dimensions quelconques, soit sollicite par des forces aux- 
quelles ces corps resistent, en se servant mutuellement d’appui, tel- 
lement qu’il y ait equilibre; on propose de determiner la valeur du 
moment total pour un derangement du systeme. Pour y parvenir, on 
remarquera que chacun des corps est en equilibre en vdrtu des forces 
qui peuvent lui etre appliquees et de cedes qui equivalent aux resis- 
tances des corps voisins; que ces dernieres forces de pression sont 
egales deux a deux et dirigees en sens contraire selon la perpendicu- 
laire au plan de contact; en sorte que deux forces conjuguees, etant 
prises en sens oppose, tiendraient seules en equilibre les superficies 
auxquelles elles sont appliquees. 11 suit de cette derniere condition 
que, si le contact dont la pression resulte est conserve, quoique en des 
points dilferents, lors du deplacement du systeme, le moment total des 
deux forces est nul; mais que ce moment est negatif si ces deux corps 
se separent entierement. Maintenant, en considerant a la fois toutes 
les forces qui agissent sur tous les corps, il est certain que la somme 
de leurs moments doit etre nulle pour tous les derangements que Ton 
peut concevoir, meme pour ceux qui sont empech6s par Timpenetrabi- 
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•lite mutuelle des solides. Or, pour les deplacements compatibles avec 
cette derniere condition, le moment de toutes les forces de pression est 
nul ou negatif. Done, pour tous les derangements possibles, la somme 
des moments des seules forces appliquees est nulle ou positive : elle 
est nulle lorsque les equations qui expriment que le contact doit avoir 
lieu sont satisfaites, et positive toutes les fois que deux corps qui se 
touchaient et sc pressaient sont entierement separes : il n’v a aucun 
derangement possible pour lequel la somme des moments soit negative. 

Si Ton regardait les fluides incompressibles comme des assemblages 
de molecules extremement tenues independantes entre elles, et qui se 
resistent mutuellcment a la maniere des corps solides, on leurappli- 
querait immediatement le resultat que nous venons d’obtenir, puisqu il 
ne depend ni du nombre, ni de la figure des corps; mais cette supposi- 
tion, qui se presente si naturellement, ne nous semble pas devoir etre 
adrnise : tout nous avertit, au contraire, que la matiere fluide n’est 
point un amas do petits corps durs qui se touchent. Il est vrai que les 
forces' qui s’opposent au rapprochement de,s elements voisins pro- 
duisent le meme effet que le contact; e’est pourquoi nous emploierons 
des moyens analogues pour rechercher les conditions de I’equilibre 
des fluides incbmpressibles. 

15 . Il est d’abord certain que, si un pareil fluide, soumis a Taction 
do plusieurs forces, demeure en equilibre, il n’y a aucun des points 
matfiriels dont il est compose qui ne soit sollicite par des forces qui se 
d^truisent. Ces forces ne sont pas seulement celles qui etaient appli- 
quees au systeme, mais, de plus, celles qui equivalent aux resistances 
que le fluide oppose a la compression : chacune de ces forces de resis- 
tance est le resultat de Taction separee de certains points de la masse 
sur celui que Ton considbre. Cette action d’un point sur un autre ne 
peut s’exercer que dans le sens de la ligne qui les joint. Chacun de ces 
deux points en souffre autant qu’il en produit; et ces deux forces, qui 
s’opposent a la compression du fluide et contribuenta en conserver le 

volume, tendentactuellement a augmenter la distance des deux points. 
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Si Ton eonsidere en meme temps les forces appliquees et celles qui pro- 
"viennent des resistances, il est visible que la somrne de leurs moments 
est nulle pour un deplacement quelconque, compatible ou non avec I’in- 
compressibilite du fluide. Or cette derniere qualite consiste en ce que 
les forces qui s’opposent a la diminution du volume ne peuvent pas 
etre vaincues; ou, ce qui est la meme chose, que les distances, que ces 
forces tendent actuellement a augmenter, ne peuvent pas etre rendues 
moindres : de sorte qu’on ne doit pas supposer que le fluide, etant 
incompressible, puisse etre deplace de maniere que ces distances 
diminuent. II en faut conclure que la somme des moments des seules 
forces de resistance ne pent etre positive pour aucun des deplacements 
possibles; done la somme des moments des seules forces appliquees 
n’est jamais negative, de quelque maniere que le systeme soit deplace : 
de la il s’ensuit, comme nous allons le prouver, que cette somme est 
toujours nulle pour les deplacements du fluide qui satisfont aux equa- 
tions de condition. 

On pent faire voir, en general, que, si les conditions auxquelles le 
systbme materiel est assujetti sont exprimees par des equations, et 
que pour aucun des derangements que le systeme pent eprouver la 
somme des moments des forces ne soit negative, il est necessaire 
qu’elle soit nulle lorsque les ^uations de condition sont satisfaites. 
En elFet, I’expression analytique du moment total comprenant tou- 
jours les coordonnees des differents points du systeme et leurs diffe- 
rentielles lineaires, si Ton differentie les equations de relation entre 
ces coordonnees, on pourra, dans tous les cas, concevoir, quel que soit 
le nombre de ces equations, qu’on s’en sert pour eliminer le plus grand 
nombre possible de differentiellesde la formule qui exprime le moment 
total. Il ne restera plus dans cette formule d’autres differentielles que 
celles, qu’on doit regarder comme absolument arbitraires. Soient c?h, 
du' , dv!', du"', ... ces differentielles restantes, dont les coefficients A, 
B, C, D, ... sont des fonctions des coordonnees. Puisque, selon I’hypo- 
thfese, la quantite 

A 4- B -f- c rfa’ 4- D -1- . . . 
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16. Nous avons ete conduits naturellement a reconnoitre dans un 
systeme materiel quelconque des forces qui s’opposent, dans certains 
corps, au rapprochement des elements voisins, dans d’autres a leur 
eloignement, ou quelquefois a tout changement de la distance. Au 
reste, ces expressions ne doivent pas etre prises dans un sens absolu : 
les forces dont il s’agit ne sont jamais excitees que par quelque varia- 
tion dans la distance. La matiere des corps durs et des Guides incom- 
pressibles n’est pas privee d’elasticite. Les raisonnements precedents 
supposent seulement I’existence de ces forces, qui n’est pas incertaine, 
mais il se mele a I’idee que nous nous en formons aujourd’hui quelque 
chose d’obscur. L’ignorance oil nous sommes de la constitution inte- 
rieure de la matiere ne permet guere de juger clairement de cette 
action reciproque des points physiques, qui conserve les distances et 
protege en quelque sorte, contre loute action etrangere, la forme par- 
ticuliere du compose. Nous avons deja evite ces considerations, en 
traitant de I’equilibre des corps solides, et Ton peuty parvenir de la 
meme maniere dans les deux autres cas; mais il y a des moyens plus 
generaux de trouver les conditions de I’equilibre; nous allons en faire 
usage, et nous etablirons le principe des vitesses virtuelles sans avoir 
egard a la nature particuliere du systeme que les forces sollicitent. 
Nous avons pense qu’on ne pouvait apporter trop de soins a presenter 
avec clarte la demonstration d’un principe qui doit servir de base a la 
Mecanique. 

II. 

17. Nous avons trouve dans les articles precedents que la valeur du 
moment des forces qui se font equilibre se reduit toujours a zero, ou, 
plusgeneralement, qu’elle est nulle ou positive. Voici d’autres moyens 
de se convaincre de la verite de cette proposition : 

Au lieu de transformer, comme nous I’avons fait jusqu’ici, les forces 
qui sollicitent le systeme, nous substituerons a ce systeme, sur lequel 
elles agissent, un corps plus simple, mais susceptible d’etre deplac^ 
de la meme maniere, et par la nous ferons dependre les conditions de 
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I’equilibre du systems des proprietes de I’equilibre du corps qui le 
remplace. 

Supposons que les puissances appliquees a un systeme materiel' 
solide ou fluide, assujetti a des conditions quelconques, aient un mo- 
ment total nul pour un certain deplacement, il sera facile de recon- 
naitre, comme nous aliens le prouver rigoureusement, que les puis- 
sances ne peuvent point operer dans le systeme le derangement en 
question. Soient p, q, r, s, ... les points oil les forces P, Q, R, S, ... 
sent appliquees; considerons en particulier le derangement qui a lieu 
lorsque les points p, q, r, s, venant a se mouvoir suivant des lignes 
que nous pouvons designer par p', q\ r', s', prennent les vitesscs 
virtuelles initiales dp, dq, dr, ds, . . . rapportees aux directions des 
forces. La valeur du moment est 

V dp -\-(idq -+-'Rdr + . . ., 

ct on la suppose nulle; d’oii il s’agit de conclure que ce deplacement 
ne peut pas resulter de Taction des forces. Nous imaginerons un corps 
different du systeme, qui passe aussi par les points de Tespace desi- 
gnes par les lettres p, q, r, s, .. ., et qui puisse etre tellement derange 
que les points p, q, r, s, . . . , etant mus sur les lignes p', q' , /•', s' , 
decrivent les espaces infiniment petits contemporains dp, dq, dr, 

ds, Il nous sera aise de demontrer le theoreme en transportant 

Taction des forces sur ce nouveau corps, qui est, comme on le voit, 
capable des memes vitesses virtuelles que le systfeme, et que nous 
supposerons de plus ne pouvoir etre deplace que de cette maniere. 
Mais il faut auparavant examiner quel peut etre ce corps que nous 
substituons au systeme. 

18 . On cherchera d’abord de quelle maniere il faut uni r le point/) 
au point ^ pour qu’en faisant mouvoir ce premier point avec une cer- 
taine vitesse, selon la ligne donnee p', le point q commence k se mou- 
voir suivant la ligne q' avec une vitesse donnee. Que Ton fasse passer 
par le point p un plan perpendiculaire a la ligne p' , et par le point q un 
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plan perpendiculaire a la ligne q'-, (\ae par le point p on abaisse une 
perpendiculaire h sur la commune intersection des deux plans, et que 
par le point oil cette perpendiculaire rencontre la commune intersec- 
tion on eleve dans le plan qui passe par le point q une seconde per- 
pendiculaire A'; enfin, que par le point q on abaisse une troisieme 
perpendiculaire A" sur la seconde perpendiculaire A' : on pourra 
regarder les deux perpendiculaires A et A' comme formant un levier 
dont les deux rayons font un angle invariable mobile autour de la 
commune intersection, consideree comme un axe. La troisieme per- 
pendiculaire A" peut aussi reprfeenter un levier droit mobile autour 
d’un axe fixe, qui serait place dans le second plan, et perpendiculaire 
au levier en un point dont le lieu est arbitral re. Si done on fait mou- 
voir le point p suivant la ligne p', le levier angulaire communiquera le 
mouvement a I’extremite du second rayon; cette extremite fera mou- 
voir celle du levier droit, et le mouvement initial passera ainsi au 
point q, dans la direction donnee q'-, la position du point d’appui du 
levier droit etant arbitraire, on la determinera de maniere que la con- 
dition de la raison proposee des deux vitesses soit reraplie. Si Ton con- 
Qoit un assemblage analogue de leviers entre le point q et le point r, 
entre le point r et le point v, etc., on aura un nouveau systeme capable 
des vitesses virtuelles dp, dq, dr, ds, . . . , e’est-a-dire susceptible 
d’eprouver le deplacement particulier que Ton attribue au premier 
systeme, et qui ne pourra etre derange que de cette maniere. 

Au reste, il n’est ici question que du mouvement initial, et les 
leviers que nous venons de decrire sent propres a le transmettre. Mais, 
si Ton supposait que les espaces parcourus suivant les lignes p', q' , 
r', ... sent de grandeur finie, il faudrait faire quelque ebangement a la 
construction des leviers, en pla^ant a chacune de leurs extremites un 
secteur qu’un fil envelopperait. 

19. Nous pouvons prouver maintenant que les forces qui sollicitent 
le systeme n’y occasionneront pas le deplacement qui repond aux 
vitesses virtuelles dp, dq, dr, En elFet, si ces memes forces solli- 
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ci talent aux points p, q, r, ... Vasseinblage des leviers, qu’on ne sup- 
pose point d’abord unis au syst'eme, il est certain qu’elles se feraient 
equilibrc. Ccla resulte assez clairement du principe du levier et de 
c-olui do la composition des forces pour que nous ne nous arretions 
point a le dcmontrer : or on doit en conclure que ces memes forces, 
appUqueos au syst'eme seul, ne feraient point eprouver le deplacement 
qui pout lui etre common avec les leviers. Supposons le contraire, afm 
do jugor si cctto hypotbese pent subsister. Les points p, q, r, s, ... 
ve.nant done a prendre les vitesses virtuelles dp, dq, dr, ..., si Ton 
e,ont“o>t quo Ic point p du premier systeme est uni au point p du 
second, il on resultera que I’assemblage des leviers sera entraine lors 
(In deplacemcnt quo Ton suppose occasionne par les forces, et, par 
hypoth'ese, les points q &tq, r et r, ... des deux systemes ne se sepa- 
roront point. De lii il s’ensuit evidemment que les memes mouvements 
auraient lieu si ces points q q, r et r, ... n’etaient pas seulement 
coincidents, mais unis, ainsi que les points p et p-, consequence qu’il 
serait su[)crtlu de dcmontrer. Ainsi nous sommes obliges de supposer 
(juo les forces P, Q, R, ... agissant sur les deux syst'emes reunis, aux 
points p, q, r, s, ..., produiraient du mouvement : or cela est impos- 
sible; car nous avons vu que les forces appliquees aux seuls leviers se 
detruiraient rnutucllcment. Si, dans cet etat, on fait coincider le pre- 
mier systeme avec le second et qu’on les unisse, il est manifesto que 
requilibre ne pout ctre trouble. Done on est parti d’une supposition 
faussc, savoir quo les puissances appliquees au premier systeme seule- 
ment y occasionneraient le deplacement auquel repondent les vitesses 
virtuelles dp, dq, dr, .... On prouvera de la meme maniere que tout 
autre derangement, pour lequel le moment total des forces est nul, ne 
peut etre occasionne par ces forces; et de la on tire cette cons^uence 
particuliere, on quoi consiste le principe des vitesses virtuelles, que 
si, parmi tous les derangements possibles, il n’y en a aucun qui ne 
reponde a un moment nul, il doit y avoir equilibre. 

20. Il n’est pas meme necessaire, pour que les forces se detruisent, 
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que la somme des moments soit toujours nulle : il suffit qu’elle ne soit 
pas negative, en sorte qu’il n’y ait aucun deplacement possible pour 
lequel cette somme ne soit nulle ou positive. En effet, si cette condi- 
tion est remplie, en conservant la construction qui sert de fondement 
a la demonstration precedente, on sera conduit aux memes conse- 
quences. On prouve aisement, par la simple theorie du levier, que ces 
forces, appliquees au second systeme seulement, ne peuvent y ocea- 
sionner un derangement pour lequel le moment total est positif; et, 
comme on suppose que la presence des obstacles rend tout autre depla- 
cement impossible, il faut que les forces, agissant sur les leviers, les 
maintiennent en equilibre. Get etat ne cessera point si Ton applique 
le premier systeme sur le second. Done ces forces ne peuvent produire, 
separement, dans le premier systeme, le deplacement en question; car 
cela aurait encore lieu si Ton appliquait le second systeme sur le pre- 
mier; et nous venons de voir que cet effet est impossible. 

21. Reciproquement, si des puissances tiennent un systeme mate- 
riel quelconque en equilibre, il ne peut y avoir aucun derangement 
possible pour lequel la somme des moments soit negative : ce qui se 
demontre ainsi. Si Ton admet que le systeme puisse passer dans une 
telle position que le moment des forces soit negatif, il faut en conclure 
qu’il n’y a point equilibre; car I’^uilibre ne cesserait point si ce depla- 
cement devenait seul possible. Il est aise de se representer ce dernier 
effet en concevant, entre tons les points p, q, r,s, ... du systeme, des 
assemblages de leviers pareils a ceux que nous avons decrits ci-dessus, 
et capables des vitesses virtuelles qui repondent au deplacement dont 
il s’agit. On n’a pas besoin de demontrer que I’equilibre ne seraitpas 
trouble par I’apposition de ces leviers : or il est impossible qu’il n’y ait 
pas du mouveraent; car les forces se trouveraient alors appliquees a un 
assemblage de leviers qui ne manquerait pas d’etre deplace si la somme 
des moments des forces etait negative, ainsi qu’il resulte de la theorie 
du levier. Done il est necessaire, dans le cas de I’equilibre, que la 
somme des moments des forces ne soit jamais negative. 
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22. Toutes les fois que les deplacements que le corps pent eprouver 

sont determines par des equations de condition auxquelles ils doivent 
satisfaire, le moment total des forces qui se font equilibre ne peut pas 
etre positif, parce que, si cela avait lieu, le moment qui repond au 
deplacement contraire serait negatif (wir art. 15); et comme ce der- 
nier deplacement est egalement possible, puisqu’il satisfait aux equa- 
tions de condition, les forces ne pourraient point se detruire, comme 
il suit de I’article precedent. C’est pourquoi il est necessaire, dans ce 
cas, que la somme des moments des forces sort nulle pour qu’il y ait 
equilibre, ce qui est le veritable sens du principe des vitesses vir- 
tuelles. Mais si les deplacements ne sont point assujettis a des equa- 
tions de condition, ce qui arrive souvent, I’equilibre peut subsister 
sans que le moment des forces soit nul, pourvu qu’il ne soit pas 
negatif. ^ 

Il n’en est pas dameme lorsqu’on regarde les resistances occasion- 
nees par des obstacles comme des forces appliquees au systeme. La 
somme des moments des forces doit toujours etre egalee a zero; mais 
il faut, de plus, avoir egard au signe que le calcul donne pour les forces 
qui tiennent lieu des resistances. 

23. Nous pouvons aussi deduire les conditions generales de I’equi- 
libre des corps de considerations qui different, a quelques egards, de 
celles que nous venons d’employer. 

Concevons qu’un systeme materiel solide ou fluide, ou generalement 
d’une nature quelconque, et de plus assujetti, dans les mouvements 
qu’il pourrait prendre, a de certaines conditions, est sollicite par plu- 
sieurs puissances P, Q, R, S, . . . appliquees aux points p, q, r, s, 
supposons que I’equation 

V dp Q dq -{-'K dr o 

soit satisfaite, quelles que soient les variations dp, dq, dr, ... compa- 
tibles avec les equations de condition; il est question de prouver que 
le corps demeurera en equilibre. La conclusion sera evidente lorsqu’on 
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aura demontre cette proposition plus generale que, si, pour un depla- 
cement particulier, Fequation est satisfaite, ce deplacement ne pourra 
etre occasionne par les forces, soit qu’il y ait equilibre ou non. II faut 
done imaginer que le corps est deplace de maniere que la somme des 
moments des forces qui le sollicitent a se mouvoir soit nulle, etfaire 
voir qu’il est impossible que les forces lui impriment ce mouvement. 
Nous ferons abstraction de Taction que les puissances exerceraient sur 
le corps immediatement apres qu’il aurait pris une situation differente 
de celle qu’il a; car, si la premiere impulsion des forces le maintient en 
equilibre, il ne sera pas necessaire d’avoir egard aux impulsions sub- 
sequentes, lesquelles pourraient differer des premieres si le mouve- 
ment avaitlieu. Maintenant concevons que la force P exerce son action 
au moyen d’un fil qui, etant renvoye par un anneau fixe, se reflechit 
verticalement de bas en liaut; son extremite superieure est attachee a 
celle d’un levier horizontal qui porte un poids a Tautre extremite; la 
valeur du poids est telle qu’il convient pour representer la force. Le 
fil auquel ce poids est attache enveloppe un secteur fixe a Textremite 
du levier, et passe de suite dans un anneau de renvoi, au-dessous 
duquel le poids se trouve place. II en est de meme de toutes les autres 
puissances Q, R, S, — Maintenant, lorsque le point P du systeme 
change de position, en prenantdans la direction de la force une vitesse 

initiate representee par cf/i, ^ou, plus exactement, par ^5 le poids se 

meut aussi, et sa vitesse initiate depend de la construction, et particu- 
lierement de la raison des deux bras de levier. Mais la vitesse virtuelle 
du poids ne pent differer de celle du point p oil la force P est imme- 
diatement appliquee, sans que la quantitede ce poids diflfere aussi de 
celle de la force P que le poids remplace. II suit de la simple theorie 
du levier que le moment du poids est egal a celui de la force, ou 
a P dp. 

On peut, afin de rendre la preuve independante des notions des 
quantites infiniment petites, supposer que le poids p ne se meut point 
en ligne droite et uniformement; mais la figure du secteur que porte 
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1g levier pcut etre tellement adaptee au inouvernent varie du point jo, 
(]U il eii resulte dans le poids un mouvenient uniforme suivant une 
\crticale. Maintenant, comme la construction est arbitraire et cjue les 
puissances P, Q, R, S, ... seront toujours remplacees, quant a leur 
(dfet actuol, par les poids correspondants pourvu que les quantites de 
ces poids soient convenables, rien n’empeche de disposer de la raison 
<les bras de levier en sorte que tous les poids aient la meme vitesse, 
on observant sculement que cette vitesse sera positive pour tous les 
poids qui s’elbvent lors du deplacement, et negative pour les autres; 
de plus, on pent supposer que tous les poids qui s’elevent coincident 
au memo point de I’espace et que ceux qui s’abaissent se confondent 
aussi en un second point place a la meme hauteur que le premier. II 
est aise de voir que la somme des poids qui s’elevent doit etre egale a 
celle des poids qui s’abaissent, pour que I’equation 

P dp Q dq o 

soil satisfaite. C’est pourquoi, si Ton joint par une droite inflexible les 
deux points oil tous les poids sont suspendus, et qu’on fixeau milieu 
un poids double, cette seule force tiendra lieu de toutes cedes qui 
agissent actuellcment sur le systeme; etce qui le prouve clairement, 
c’est que ces dornieres forces, prises en sens contraire, feraient equi- 
lilire a la premiere. On pourra supposer, au lieu de la lignehorizontale, 
une poulic d’un diametre egal a cette ligne, enveloppee par le prolon- 
gcment des fils verticaux et chargee a son centre du poids qui rem- 
place la force. II no reste plus qu’a distinguer si le corps, soumis a la 
seule action du poids, peut eprouver le deplacement dont il s’agit. Or, 
si cela avait lieu, tout le systeme tournerait autour du milieu de I’hori- 
zontalc ou du centre de la poulie, c’est-a-dire qu’un poids produirait 
seul un mouvement de rotation autour du point auquel il est attache; 
ce dont on pourrait demontrer I’impossibilite si on ne la devait pas 
regarder comme rnanifeste. 

On pcul done conclure, avec certitude, que le poids qui remplace 
les forces n’occasionnera point dans le systeme le deplaeement pour 
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lequel la somme des moments est nulle; que les forces elles-memes 
ne peuvent pas produire ce deplacement en vertu de leurs premieres 
impulsions; enfin, que cette action des forces ne peut imprimer aucun 
mouvement si, pour chacun en particulier, la somme des moments est 
nulle. 

Les transformations du genre de celles dont nous venons de faire 
usage nous paraissent fournir le moyen le plus simple de manifester 
Texistence du principe des moments. Si Ton se contentait de substi- 
tuer a chacune des forces un poids attache a un fil renvoye par une 
poulie fixe, on reconnaitrait que, pour chaque deplacement du systeme 
en equilibre, la quantite de mouvement des poids qui s’elevent est 
egale a celle des poids qui s’abaissent; et, quoique cette remarque ne 
puisse pas etre consideree commeune demonstration, neanmoins elle 
ramene le principe des vitesses virtuelles a celui de Descartes, ou au 
principe employe par Torricelli. II est naturel de penser que Jean Ber- 
noulli connaissait quelque construction analogue. On trouve les memes 
idees dans un Ouvrage de Carnot, iraprime des 1783, sous ce titre : 
Essai sur les Tnachines en gineral. Ce Traite renferme des vues impor- 
tantes sur la Mecanique generale, et specialement sur le principe des 
vitesses virtuelles. 

III. 

24 . L’equilibre, tel que nous venons de le considerer, est un etat 
abstrait que la nature ne presente jamais : la destruction des forces 
n’est point instantanee; a proprement parler, elle ne peut s’operer 
entierement. Les corps en equilibre eprouvent des mouvements peu 
sensibles qui les portent alternativement en deqa et au dela d’un etat 
moyen : c’est ce dernier etat qui est represente par les formules des 
geombtres. Nous nous proposons de deduire des principes exposes 
ci-dessus les conditions de la stabilite de I’equilibre. 

Pour que I’equilibre physique ait lieu, il ne suffit pas que la somme 
des moments des forces soit nulle; car il resulte seulement de cette 
condition que le corps, etant place dans une certaine situation, la con- 
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sj'fvt'ra iDiijours : niais la slabilite consiste en ce que le systeme, etant 
j'Xfile par (1(^ Irjjji'ros impulsioris, ne s’ecartera pas sensiblement du 
liru (pi’il ()ccuj)ait d’abord. Supposons done qu’il en soil ainsi d’un 
<'(irps <rmH' tialiirt^ quel('.on((uc, soumis a Taction de plusieurs forces P, 
Q. H, S. ... <|iu b^ inainlienucnt dans la position A de Tequilibre. On 
vdit iTabni'd qiie, (‘('t (uptilibro etant stable, il ne cessera point de Tetre 
>i r«»n suppose (juc (picbpies-ims des deplacements infiniment petits 
<jiu' It* sysletuct pourrait eprouver soient rendus impossibles par la pre- 
sfiifo tit* i’(*r(aius obslaclos. (loncevons quo le corps puisse etre trans- 
portt* tltt A on H, Ics coordound.cs x, y, de ses differents points 

HI* fbangeaiit, lors du deplacemcnt, en x -h dx, y dy, z dz, . . . ; 
(|ut*, til* plus, loutautn*. d(‘,|)laccm(int devienne impossible, effet qu’il 
I'Ht aist* tit* St! l■t‘pITst'utt'I• {voir art. 21). Cette derniere circonstance ne 
prut pus tjuiri*. ou plutt'U ttllc no peut quo contribuer a la stabilite de 
I’tMjuilibrt* : e’est ptuiri|utti il sera noccssairo que le systeme, etant place 
1*111 It, sttil stilliriti* it si* uiouveir de It cn A, ce que Ton reconnaitra par 
It* sigut* till luiuni'iit. 1-a val(‘ur du moment cst, en general, 

I* np i - Q 4” R or -i- . . . , 

^ uiiliiiuant lt*s variations tlues au doplacement : dans le cas oil le 
corps .St* (rtuivt* t*n H, ellt! tlevit'ut 

P -3/. t </ l ■ . . . -I- <^(P 5/t -yQ.dq-\-..-) 


ou siniplfiufut . ^ , 

la F.f.« c»l nulle par hypothfese. Maintenant il est 

II .M' Ir ile B on A reponde a un moment negatif. 

I-,,,,, |■|•spi•^e lie ce dl•placcmcnt, il faut, au lieu de S, eenre 

OU it tltuir. pour la valour du moment, 

d{Vdp-^-(idq^ ■■■), 

.|uanlile .|ui iloil .■■lie l..•f^alive. On recennait ainsi qne, dans le cas oi. 
Tibpiililiri* f.st stable, Texpression 

f/tP dp s- 0 dq -(- Ilci/- ■+-. • •) 
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doit etre positive, quels que soient les accroisseinents dx, dy, dz, . . . , 
supposes d’ailleurs compatibles avec les conditions auxquelles le sys- 
teme est assujetti. 

25. Reciproquement, si d(Vdp ^Qdq -h . . .) estune quantite tou- 
jours positive, le systeme etant suppose place en A resistera a tout 
changement d’etat; car, de quelque maniere qu’on Ic deplace, il faudra 
detruire la force qui le ramenerait de sa nouvelle position dans la pre- 
cedente s’il n’en pouvait prendre aucune differente de ces deux-la. 
Ainsi, le corps etant en A, les forces ne pourront lui impriiner aiicun 
mouvement, parce que la somme de leurs moments est nulle; et, de 
plus, ces forces resisteront dans tons les sens aux causes etrangeres 
qui tendraient a deplacer le systeme : or ces deux circonstances ne 
peuvent se rencontrer que dans I’equilibre stable; d’oii il suit que les 
conditions de cet equilibre sont : i° que la somme des moments soit 
nulle; 2 ° que la quantite differentielle d(9dp-h ...) soit toujours 
positive. 

26. Nous avons vu que I’equilibre peut avoir lieu sans que le 
moment total Pop + Qo^ - 4 -Ror-i- . . . soit nul; il suffit qu’il soit 
toujours positif; dans ce cas, I’expression 

P8;? + Q -Jr... + d{P8p + + . . .) 

ne se reduit plus a la seconde partie seulement, mais a la premiere. 
Si done au lieu de S on ecrit — d, on connaitra que la quantite 

— (P dp + Q dq + . . .) 

doit toujours etre negative; et, commecela a lieu parhypothese, il s’en- 
suit que, dans ce cas, I’equilibre est toujours stable. Ainsi la condition 
unique de I’equilibre physique proprement dit consiste en ce que la 
somme des moments soit toujours positive; ou, si elle est nulle, ce qui 
doit arriver pour tons les deplacements determines par des equations 
de condition, il faut que son accroissement soit toujours positif. Quand 
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, i.t!c ( (Hiililiitu |i;is rcnijilic |muii’ IouU'K 1(‘S situalioiiis voisini's, 

ii’a jiiiiut lini, ct il rst iiupossihh' (|U(' la naliifi^ (ai olln* 

jatnai'* 

I! Ill- n‘'4f pill', (pi’ii iiitliquci’ Ifs UHtyciis dc rcconnaitre si ccUc 
ipiatitili' dil!t‘H'ii!it lic </( !'(//» ! 0(A/ i ...) cst loujours positive. Soi(‘nl 
n. It , n . . . . !i‘h varialdfs l•^ltii‘n•ll^^'lll arliilrairi'S doiit dojx'udent 

luiH l^‘*« limuvi'im ulH piissildfH dii sysli'iiic; im puiu'ra done, par des 
idiiiMuatotn-, l uiHi'jtaldf'i, trouviM', pour la sinnnu* dos niomenls 

till!' i'^pn'*«*0'»ti <li' i’i'llt* r<it iiH' 

I </(# I ' iiii < { ’ (in I tin ? - . . ; 

{ , t , I * t . Hislil i\vs liuhiiHus ilt‘H Vririablps //\ i/\ (f, .... 
liiHi’ri’iif liiiit !Viriiiiilr li fi'riiH'S qiii (‘.ontieiuieiit 

I ^ I ", 1 , . . , , |iar«'r ijiir I'h.iruii ili* «'‘sl nul ilans It* t‘as 

ilr rr»|iiililir«\ Oil liaiiivi* 

.11 ^iu . «/! (in' ■■ , 

ijiialitii*’ «jiii la loriiM* 

, 1 . 1 s,’ . hJ 4 i.in . ^ n ' ■■ n' iiu'^ ^ 

^ 1 ^ 1,^ ^ Il , i»\ . , > , ti , ... fiiiiiiiiiiiH tti»^ viili*tira ijlitt l<*s 

. .M.rdoiiiir. 'H nut d.tn*. la p.t'.Hi.!n «l<' rinpiilihri*. id i‘fs valeurs soril 
((Hiriiif** par !•••» 

I ... I n. I n. 

Vh!M .1, /!. * . «... lies l•l»lls^ant(;s roiinutts. 

Hi la ipiaiiliti' 

pii). i) li/ Utir • , nil Id" ’ 1 dw’ I 'd« I ... 

,Hl nil.- .‘vai UM/V, il i-st siiiipliMm'iit ijiifStion do recou- 

,. 4 ,tr. M \ ...t uii iiMiiummi ; .1 paniit midn.> .ju’ini n’a reeherc ho les 

<■>» 


II. 
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conditions de I’equilibre stable que dans ce cas, qu’on est fonde a 
regarder conime celui de la nature. L’ analyse precedente nous fait voir 
que, dans une hypotbese quelconque de forces, on reconnaitra la sta- 
bilite de I’equilibre en verifiant si la quantite 

a du^ -H b du du' -h . . . + a' dtt''^ + . . . 

est positive pour toutes les valeurs arbitraires que Ton peut attribuer 
a du, du', du", ..... Cette condition suppose des relations entre les 

coefficients a, b, c a', b', c' , a", . . . ; et on les obtiendra de 

la raeme maniere que s’il s’agissait de distinguer le cas du minimum. 

On connait une solution fort simple de cette derniere question; elle 
se reduit a decomposer la quantite proposes en plusieurs carres, ce qui 
manifeste sur-le-champ les relations cherchees. Si les coefficients a, b, 
c, b' , c' , a", . . . s’evanouissent a la fois, la quantite differen- 

tielle qui lui succedc doit avoir aussi des coefficients nuls pour qu’il y 
aitequilibre. II restera alors a verifier si la somme des termes oii les dif- 
ferentielles ont quatre dimensions est necessairement positive. Mais il 
faut remarquer qu’ici la methode de la decomposition en carres n’est 
point suffisante : nous nous sommes assure que les relations qu’on en 
deduirait ne seraient pas reciproques. La solution generale du pro- 
bleme depend de la theorie des equations. 

Nous avons dessein de publier dans ce Recueil une suite de Memoires 
contenant des recherches nouvelles sur la theorie des equations. On se 
propose de reprendre dans son entier le probleme de la resolution gene- 
rale des equations. Ainsi Ton aura occasion de traiter la question par- 
ticuliere dont il s’agit dans cet article. 

28. Nous n’avons point considere les petits mouvements que peut 
eprouver le systeme dans le voisinage de I’equilibre. La solution gene- 
rale du probleme des petites oscillations fournit aussi les conditions 
de la stabilite de I’equilibre; et Ton peut en conclure, de la maniere 
la plus directe, que, lorsque I’accroissement du moment est toujours 
positif, non seulementle corps resiste a tout changement d’dtat, mais 



507 


STATIQUE. 

■oro il ne doit s’dcartcr quo fort peu do sa prcmidrc situation, (lotto 
istion a dto soiimiso ii uno arialysc tres oleganto par I’iHustre autour 
la Memnique analytixfue. 

)n pout encoro ddmontrer, par los rosultats do cotte solution, uno 
(position iinportauto ([uo Dauiol Boraoulli a connuo 1(( premier et 
uivoo dans plusieuirs oas partiouliers : c’osl (juo los pctites oscilla- 
ris dos corps so oomposontd’oscillations siinph's ((ui s’accomplissont 
nidmo temps sans so uuiro (twaussi lo proinior Volume do V Expo- 
on (In Sysleme du rnonde). Sans ontiau’ dans dos details doja connus 
jui soraicnt du rossortdo la Dynamique, jo mo contcntorai (rajoutor 
romanjues suivantos, ([ui mo paraissont appartonir autant a la Phy- 
uegfmdralo qii’a la (Idometrio. 

29. On sail quo Uss equations qui rcprdsontont les petits mouve- 
nts du systinno sont <lu second ordni ot lindaires : ces dquations 
it ontro los ituldterniindos arhitrairos dont dependent toutos los 
irdonndos. Kn substituant do nouvollos inddtermindos aux prded- 
ilos, on pout, gdndralemont parlant, obtenir dos equations sdpardes 
la forme 

l-K,/ o: 

',st facile do s’en assurer; otcola fournit le moyen d’intdgror les pro- 
s6es. On en conclura (jiio, si I’on fixe sur un axe commun horizontal 
ferents pendules simples, lears raouvements peuverit correspondre 
rfaitoment avec. ceux du syslfeme. Le nombre et les longueurs de ces 
adules no dependent que de Ia nature du systhme et des forces qui 
nirnent. Les eoordonndes des difers points sont des functions lindaires 
s arcs ddcrits par les pendulestla position initial© de ces pendules, 
les vitesses qui lour sont d’abottl communiqudes, dependent de la 
ure initiale du systhme et des iflipulsions primitives. Ces pendules 
ntd’abord placds de manihro I rtprdsenter le premier dtat du sys- 
ne, puis abandonnds h Taction do la pesanteur, Jointe h la vitesse 
tiale, ddtermineront h chaque luitant la position actuelle du sys- 
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feme; et tous les niouvements dont le meme corps est susceptible 
seront pareillement representes par ceux du meme assemblage de 
pendules. 

Cette construction s’applique aux mouvements de tous les corps en 
general, et il n’y en a aucun dans lequel il ne se trouve certaines inde- 
terminees entierement independantes entre elles, qui oscillent separe- 
ment. C’est ainsi que se composent toutes les petites agitations, en 
apparence tumultueuses et confuses, que nous pouvons observer a 
I’approche de I’equilibre. 

30. T1 est aise de connaitre dans quel cas les corps sont disposes a 
reprendre leur figure initiale. Cette circonstance depend des rapports 
de longueurs entre les pendules, c’est-a-dire des dimensions du corps 
et des forces qui le sollicitent. 

1 ° Lorsque cette disposition existe, I’etat initial du corps n’y peut 
apporter de changement; et, quel que soit cet etat, le corps reprendra 
sa figure initiale, puis il la quittera pour la reprendre de nouveau : 
toutes ces vibrations successives seront de la meme duree. 

2 ° Les impulsions primitives que le corps pourrait avoir regues ne 
troublerontpasla disposition dontil s’agit; le corps reprendra toujours 
sa premiere situation, et les vitesses initiales seront exactement reta- 
blies. 

3*^ La duree de ces vibrations ne dependra ni de la premiere figure, 
ni des premieres impulsions, mais seulement de la nature du systfeme; 
de sorte que, en queique lieu qu’il se trouve d’abord place et de 
quelque maniere qu’on le frappe, il accomplira ses vibrations dans le 
meme temps qu’il aurait employe s’il eut ete mu differemment. C’est 
en cela que consiste I’isochronisme proprement dit, qualite singulifere 
que nous eprouvons dans les corps sonores, et que le Calcul nous 
apprend a distinguer, comme on le voit, dans toute matiere suscep- 
tible d’osciller regulierement. Cette duree, commune a toutes les oscil- 
lations possibles, est, a proprement parler, le ton du corps, qui change 
avec la nature et les dimensions du systeme, ainsi qu’il est aise de le 
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remarquer dans le pendule simple. Les corps se distribuent done en 
deux classes : ceux qui ne peuvent jamais reprendre leur premiere 
figure, et ceux qui ne peuvent point la perdre, dans ce sens qu’ils s’y 
retrouvent toujours apres un temps determine. 

Les consequences de cette theorie generate sont trop multipliees 
pour que leur enumeration puisse trouver place dans cet ecrit : nous 
avons du seulement indiquer ce qui peut contribuer a mieux faire con- 
naitre la nature des agitations presque insensibles qui precedent et 
accompagnent toute espece d’equilibre. 

IV. 

31 . Pour rendre complete cette theorie de I’equilibre, il ne nous 
reste plus qu’a traitor des principes memos dont nous sommes parti, 
de celui du levier et de celui de la composition des forces : I’un se 
reduit facilement a I’autre; aussi nous nous occuperons du premier 
seulement. Archimede a explique I’equilibrc des poids inegaux dans 
lo levier par celui des poids egaux dans la balance. Soit une ligne 
droite chargee, en cliacune de ses parties egales, de poids egaux, et 
en equilibre sur un point fixe place an milieu : si dopuis Fextremite 
on prend sur la longueur entierc 2a une longueur 2 A, on pourra, sans 
rompre Fequilibre, reunir au milieu de la ligne 2A les poids distribues 
sur cette longueur, et operer de memo sur la ligne restante 2a — 2A : 
alors les bras de levier seront a — A et A, et les poids seront propor- 
tionnels a A et a — A. 

II serait inutile de cherchcr rien de plus simple que ce raisonne- 
ment; seulement il semble necessaire do prouver que I’equilibre n’est 
point trouble lorsqu’on reunit deux poids egaux au milieu de leur dis- 
tance; ce qui parait d’autant moins evident que le point d’appui peut 
se trouver place entre les deux poids. On a remarque depuis longtemps 
cette imperfection de la demonstration d’ Archimede (toiV les Ouvrages 
de d’Alembert), et plusieurs geombtres ont tente d’y rembdier. Le 
celebre Huygens a laisse un ecrit particulier sur cet objet. On pour- 
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rait croire qu’Archimede avail prouve Ic lemme dont il s’agit, dans un 
Traite separe sur les centres de gravite : voici, en effet, un moycn fort 
simple de lever cette petite difficulte. 

32. 11 suffit de demontrer que deux forces egales et paralleles font 
equilibre a une force double placee au milieu de la distance. En cffct, 
ce lemme etant une fois admis, supposons qu’un Icvier en ('njuilibre 
soil charge, entre autres, de deuxpoids egaux P et P aux deux points a 
et b; si aux deux extremites et au milieu d’unc ligne egale a la dis- 
tance ah on applique trois forces paralleles, dont deux soiont egales 
et une double et contraire, il y aura equilibre. On peut maint(^nant 
reunir cette ligne ab en equilibre au levicr, qui s’y trouv(^ aussi, ot 
concevoir que les deux forces egales qui agissent en a et b sent egales 
et contraires aux poids P et P. Il est manifesto quo requilihre ne peut 
etre trouble par cette application de la ligne sur le levicr. Or, les forces P 
et P se trouvant detruites, il ne restera plus qu’un poids double! au 
milieu de la distance. 

Il s’agit maintenant de prouver le lemme en question. Je remarque 
d’abord que trois forces egales, qu’on peut comparer a trois poids, 
appliqueesa un point et dirigees suivantles trois rayons qui divisent 
le cercle en trois secteurs egaux, se font manifestement equilibre. 



Maintenant, par chacun des points A et B d’une horizontale AB, je 
mene deux lignes qui font avec la ligne AB, et des deux cotes, des 
angles equivalents au tiers d’un droit ; j’applique k chacun des points A, 
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B, C, D trois forces qui se font equilibre separement, et sont toutes 
egales entre elles. De plus, je suppose le milieu de la ligne sollicite 
par deux forces doubles des precedentes et opposees entre elles. Si la 
figure est regardee comme un plan materiel, et la disposition des forces 
telle qu’on le voit ci-contre, il est clair que toutes ces forces se de- 
truisent, excepte celles qui se doivent faire equilibre conformement 
au lemme. On obtient ainsi la preuve rigoureuse de cette proposition, 
qui peut d’ailleurs etre demontree de plusieurs manieres. 

33. Il est aise maintenant d’etablir, au moyen du seul calcul, le 
principe du levier, comme on peut le voir dans les nouveaux Memoires 
de Turin, tome II. En voici une demonstration entierement exacte. Soit 
line force p appliquee a un levier droit en un pointer, dontla distance 
au point d’appui est a;; on se propose d’estimer Ic moment de rotation 
de cette force, c’est-a-dire le poids qui lui ferait equilibre etant place de 
I’autre cote du point d’appui, a une distance determinee, qu’on peut 
supposer egale a I’unite do mesure. Nous appellerons Q ce moment, 
dont la valeur depend, comme on voit, de p et a;; ainsi 

Ip etant ici I’inconnue. 

Nous remarquons d’abord que, si p devenait p -i- dp, x etant con- 
stant, il faudrait aussi augmenter la valeur de Q. Il est manifeste que 
cet accroissement de Q n’est rien autre chose que le moment de rota- 
tion de la force dp agissant it la distance x. Done 

^dp — ^{dp,x), 

ou, parce que le second membre ne contient pas/?. 



ainsi Q = a/? 4- 6, ou simplement ap, Q etjt? devant ^tre nuls en meme 
temps, quel que soit x. Ainsi, il est prouve que p(/?, a?) est de la 
forme p'^{x), ij? etant I’inconnue. 
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Maintenant, si de part et d’autre du point x on prend la distance c, 
et qu’aux extreraites on applique les forces et le moment do 
rotation de ces deux forces, ou, ce qui est la meme chose, la somme 
des moments de rotation de chacune d’elles sera toujours Q : done 


p<h{3c)~\p'i^{x — e) ^ e) 

ou 

2<S^{x) = 4>(a; — H” 

Differentiant, en regardant e comme seule variable et representant 
(3 ?[-Xm)] par '!'(“) O'"' trouve 


ou, faisant e = x, 


<i/{x-\-e)— ^'{x — e) 


Le second membre est une constante inconnue. On a done aussi 


et, integrant. 


zzzacc b, 

Comme <]i(o) = o et 111(1) = i, il s’ensuit que Q = px; ce qui fournit 
le.theoreme connu. 

V. 


34 . Faisons maintenant le rapprochement des differentes proposi- 
tions demontrees dans cet ecrit, afin de rendre plus sensible lour 
dependance mutuelle. 

Les Grecs, qu’on pent regarder comme les inventeurs de la Statique, 
ont fait consister la theorie de I’equilibre dans le seul principe du 
levier. Descartes et Galilee ont entrevu des verites plus generalcs. 
Varignon, empruntant de Stevin le principe de la composition des 
forces, le choisit pour le fondement de la Mecanique; et les elements 
de cette science parurent etre fixes. En meme temps, Jean Bernoulli 
proposa le principe des vitesses virtuelles ou des moments : cette 
decouverte, dont il est peut-etre redevable a la lecture des ecrits de 
Descartes, fut reproduite dans tout son jour, et meme rendue plus 
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generale dans la Micanique analytiqiie. Ce dernier Ouvrage, que Ton 
doit compter parmi les plus belles productions du siecle, ofFrit la Meca- 
nique sous une forme nouvelle, et Ton connut alors toute I’importance 
de la proposition de Bernoulli. 

Les demonstrations rapportees plus haut ne laissent aucun doute 
sur la verite de ce principe general; elles scrvent encore a en indiquer 
plus exactement la nature et le veritable sens, et nous conduisent a des 
theoremes nouveaux. 

Les proprietes de I’equilibre dependent done entierement de la con- 
sideration des moments; elles se deduisent, avec toute I’exactitude 
que Ton pent desirer, du seul principe du levier. L’equilibre du leviev 
depend de celui de la balance ; et nous avons ramcne ce dernier au cas 
de trois forces opposees qui se detruisent evidemment. 

Lorsqu’un corps est soumis a Taction de plusieurs forces qui ne se 
font point equilibre, il penche plus ou moins, si Ton peut parler ainsi, 
vers les diverses situations qui avoisinentla sienne. Cette disposition a 
etre deplace d’une certaine maniere peut etre mesuree, et cette mesure 
est le moment. 

Le moment est, au signe prbs, le produit de la force par Teffct qu’elle 
obtient. 

Le corps tend vers une position donnee si la somme des moments 
qui repondent a ce deplacement est negative, et il prendrait cette posi- 
tion s’il ne pouvait se mouvoir autrement : au contraire, il est porte a 
s’en eloigner si la somme des moments est positive. Ainsi le moment 
n’exprime pas seulement une combinaison d’idees abstraites, mais on 
peut se le representer comme Texposant d’une circonstance physique, 
savoir de la tendance au deplacement. 

Parmi toutes les situations qui conviennent a un corps, celle de 
Tequilibre est unique; et, quand le corps y est place, toutes les autres, 
ou plus exactement toutes les situations immediatement prochaines, 
lui sont indifferentes, e’est-a-dire que le moment pour chacune de ces 
situations est nul. Ce n’est point une imperfection de cette theorie de 
Tequilibre, comme on Tobjectait a Descartes, d’avoir a considerer les 
II. 65 
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petits mouvenients du systeme : c’est qu’il est necessairo de comparer 
la position actuelle avec toutes celles qui I’aYoisinent. 

Lorsque le systeme est en mouvement, le moment, pris cn no con- 
siderant que le lieu actuel du corps et celui oil il se trouvera I’instant 
suivant, a une infinite de valeurs successives. Tous ces degres s’accu- 
mulent, pour ainsi dire, dans le mobile, et composent force nive. 
Lorsqu’il n’a plus de force vive a acquerir, le corps est dans la situa- 
tion de I’equilibre relatif; je veux dire que, si on I’y plaqait et qu’il ne 
put se mouvoir autrement qu’il le faisait d’abord, il y demeurerait. 

II n’est pas necessaire que le moment soit nul pour quo le corps 
reste en equilibre; il suffit que le moment ne soit negatif pour aucun 
deplacement possible, c’est-a-dire que, de toutes Ics situations qui con- 
viennent au mobile, il n’y en ait aucune vers laquelle il soit porte, soit 
qu’il n’ait aucune tendance vers elle, soit qu’il en ait une contraire. 
Tels sont les vrais elements de la Statique; le principe de la compo- 
sition des forces, la consideration des moments de rotation, sont dos 
resultats particuliers et insuffisants. La theorie generalc des moments, 
telle que nous venons de I’exposer, conlient toute la science de r(k}ui- 
libre, et a I’avantage de se preter a I’application du Calcul diflerontiel 
(voir la Mecanique analytique) . 

35. Ces proprietes des moments se manifestent de differcntes ma- 
nieres; ce qui se presente d’abord consiste a chercher dans tous les 
cas la valeur du moment total. On pent le faire en distinguant tous 
les mouvements simples dont se forme un mouvement quelconque d un 
systeme. Le moment total est la somme des moments dus a chacun de 
ces mouvements partiels. 

Si 1 on suppose le systeme en equilibre, on trouvera que la valeur 
du moment est toujours nulle ou positive. 

Cela est, pour ainsi dire, evident pour le cas du point en equilibre. 
Il en est de meme de la ligne droite sollicitee a ses deux extremites 
par des forces qui se detruisent. Par la meme raison, dans I’equilibre 
d un fil tendu a ses deux extremites, le moment est nul ou il est positif. 
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Ce resultat a lieu aussi dans le cas oii deux corps se servant mutuelle- 
ment d’appui sont maintenus en equilibre. 

L’effet d’une force ne change point lorsqu’on I’applique a un point 
quelconque de sa direction, regardee comme une ligne inflexible; il en 
est de meme du moment do cette force. 

En general, le moment des composantes est, pour le meme deplace- 
ment, toujours egal a celui des resultantes, quoique les unes n’agissent 
pas aux memes points que les autres. On demontre done la verite du 
principe des moments toutes les fois qu’on reduit les forces qui se font 
equilibre a des resultantes egales et opposees. 

Cette reduction se presente d’elle-meme dans le cas des corps durs; 
et dans tout equilibre d’un pareil corps, il se trouve un plan, une 
ligne et un point presses par deux forces egales et directement oppo- 
sees : le moment est done nul dans le cas de I’equilibre. 

Si un systeme de corps unis par des fils et sollicites par des forces 
qui se detruisent est deplace de maniere que ces fils demeurent tendus, 
le moment est nul; il est positif si les extremites des fils se sontrap- 
prochees; il ne peut jamais etre negatif. 

Un assemblage de molecules solides en equilibre presente les memes 
conditions; le moment, ou la tendance au deplacement, est nul lant que 
les molecules qui se pressaient ne cessent point de se toucher. Pour 
toutes les autres situations, le moment est positif. 

L’equilibre des fluides incompressibles depend encore de la valeur 
du moment total. La masse sur laquelle agissent les forces qui se 
detruisent ne pourrait changer de situation qu’en augmentant ou 
conservant ou perdant son volume. Le premier cas n’a pas lieu, parce 
que le systeme a une tendance contraire, e’est-a-dire que les forces ont 
un moment positif pour toutes les situations dans lesquelles cela arri- 
verait; ni le second, parce qu’alors toutes les situations sont indiffe- 
rentes, le moment etant nul; ni le troisieme, par hypothese. 

36. On peut presenter d’une maniere generate la preuve des propo- 
sitions precedentes. 
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Lorsqu’une portion de matiere solide, flexible ou fluide, douee ou 
non d’elasticite sensible, libre ou eprouvant la resistance de surfaces 
ou de points fixes, est sollicitee par des forces qui se detruisent, chacun 
de ses points, pris separeiuent, est en equilibre au moyen des forces 
qui peuvent lui etre appliquees et de Taction qu’exercent immedia- 
tement sur lui d’autres points materiels du systeme. Parmi ces autres 
points, qui agissent sur le premier, j’en distingue un seul, et je vois 
que le systeme des deux points en question, considere isolement, est 
en equilibre; c’est-a-dire que, si Ton remplaqait par de nouvclles forces 
exterieures cclles qui proviennent de Taction exercee sur chacun de ces 
deux points par les autres points voisins, il y aurait equilibre. Or il est 
certain que Taction reciproque des deux points equivaut a deux forces 
contraires egales et dirigees dans le sens de la ligne qui joint les 
points. Done il est necessaire que les forces qui leur sont appliquees 
se reduisent de part et d’autre a deux forces egales contraires et diri- 
gees dans le sens de la meme ligne. Si Taction mutuelle des deux 
points tend actuellement a les eloigner, il faut que les resultantes des 
forces exterieures tendent a les rapprocher; il faut de plus que la dis- 
tance des deux points ne puisse pas devenir moindre ; je veux dire que 
le compose dont ils font partie doit etre tel qu’en le depla^ant de toute 
manifere, mais librement et en employant une force infiniment petite, 
les deux points en question ne puissent pas se rapprocher au premier 
instant du deplacement, ou, pour parler plus exactement, que la dif- 
ferentielle premiere de la distance des deux points ne soit jamais nega- 
tive : car, si ce rapprochement etait possible, il aurait lieu en vertu 
des resultantes des forces exterieures, et le systeme des deux points 
ne serait pas en equilibre. L’ existence de cette action reciproque des 
deux points, qui s’oppose actuellement a leur rapprochement, prouve 
done que le deplacement du compose pendant lequel ils se rapproche- 
raient n’est pas compatible avec Tetat de ce compose, et ne peut se 
faire qu’en luttant centre des forces qui lui sont inherentes. 

Si les resultantes des forces appliquees aux deux points tendent a 
les eloigner, il faudra, pour les memes raisons, que la variation lineaire 
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general, et soit qu’il y ait equilibre ou non, le systeme ne pent etre 
porte par les forces dans une position pour laquelle la somme des 
moments n’est pas negative. 

On peut obtenir autrement le meme resultat, et demontrer ainsi le 
principe des vitesses virtuelles, sans recourir a la notion des quan- 
tites infiniment petites. II s’agit seulement de substituer a toutes les 
forces une seule resultante qui , agissant sur un corps intermediaire , 
produise dans le systeme le meme effet que ces forces. II devient mani- 
feste alors que la resultante ne peut mouvoir le systeme, soit parce que 
le point oil elle agit est immobile, soit parce qu’elle est nulle; car les 
deux cas peuvent avoir lieu separement, suivant les constructions qu’on 
emploie. 

Toutes ces consequences sont independantes de la nature du sys- 
teme; les fluides en particulier sont assujettis a la memo loi. Le prin- 
cipe des moments etant exactement demontre, rien ne doit empecher 
d’en faire I’application a I’Hydrostatique, sans avoir recours a aucun 
fait particulier fourni par I’experience. On peut aussi demontrer direc- 
tement, par les memes raisonnements que ci-dessus, la propriete de 
I’egalite de pression en tous sens. Ainsi nous devons considerer les 
corps fluides comme des amas de molecules entierement- soumises 
aux lois generales de la matiere; et il n’y a plus, sous ce rapport, 
d’intervalle entre la mecanique des fluides et celle des autres especes 
de corps. J’ai rapporte ces dernieres demonstrations pour jeter un 
nouveau jour sur la theorie des moments, pensant que Fimportance 
du sujet justifierait tous ces details. Je ne doute pas qu’on ne puisse 
envisage!- I’equilibre sous d’autres points de vue. On a publie recem- 
ment en Italie un Ouvrage etendu sur le principe des vitesses virtuelles : 
je n’en ai eu connaissance qu’apres avoir compose ce Memoire, qui a 
ete livre a I’impression au commencement de Fan VI. 

38. La position de Fequilibre n’est pas seulement celle que le corps 
conserveraitsion la lui donnait : elle est plutot celle dont on ne pour- 
rait le faire sortir, de quelque manibre que ce fut, sans dbtruire une 
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partie des forces qui I’animent. Ainsi le corps penche vers I’equilibre 
de tous les lieux voisins, ou, ce qui est la meme chose, le moment 
naissant est toujours positif. De la, la maniere de distinguer I’^ui- 
libre vrai de I’equilibre faux. 

Si, dans la position de I’equilibre, le moment n’est pas nul, mais 
positif, la condition de la stabilite est toujours remplie. La stabilite de 
I’equilibre depend du signe du moment; et cette qualite de I’equilibre 
est susceptible d’etre mesuree sous le double rapport de sa valeur et 
de son etendue. 

La nature ne peut jamais offrir I’equilibre exact; seulementles corps 
nous paraissent dans cet etat, et leurs excursions echappent a tous nos 
sens, ou a quelques-uns d’entre eux. Lorsque le systeme est place dans 
le voisinage de requilibre, il oscille a I’entour de cette position et s’en 
ecartepeu; mais il ne peut jamais y demeurer, et le lieu dans lequel 
un corps pourrait rester en repos est celui qu’il est le plus porte a 
' quitter lorsqu’il y passe. 

La nature des petits mouvements que les corps eprouvent dans la 
region de I’equilibre nous est connue, et elle est bien digne de 
remarque. La situation du corps depend a chaque instant des valeurs 
de certaines indeterminees. Chacune d’elles oscille libremcnt et varie 
comme I’arc decrit par un pcndule simple. Toutes ces vibrations s’ac- 
complissent ensemble sans se troubler, on sorte que le mouvement du 
systeme est parfaitement analogue a celui de plusieurs pendules atta- 
ches a divers points d’un axe horizontal. On peut, d’apres cela, trouver 
a chaque instant la figure et la position du systeme; mais il est essen- 
tiel do ne point perdre dc vue la nature de la metbode qui nous fournit 
ces resultats. Comme on rejette les dimensions superieures des va- 
riables, ou que I’on prend Tune pour I’autre deux quantites inegales, 
mais dont la derniere raison est I’unite, il s’ensuit que les c-ircon- 
stances du mouvement determine par ces precedes n’ont jamais lieu, 
quelque voisin que le corps soit de I’equilibre : elles conviennent a ce 
mouvement regulier dont les agitations du corps approcheront d’autant 
plus que les impulsions primitives seront plus petites. Ainsi la figure 
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r6pP6S6n.t66 psr Ics rcsultcits du cfllcul n 3 (ju unc pxistcncc sbstrsitc 
et ne peut jamais etre celle du corps qui oscille. Cette rcmarque donnc 
la solution des difficultes qu’on a proposees sur la figure dos covdes 
vibrantes. 

Tous les corps, de quelque nature qu’ils puissent etre, sont sujets ii 
osciller ainsi, et nous jugeons qu’ils sont en equilibre des (fuc lours 
oscillations deviennent insensibles : mais les uns quittent et reprennent 
sans cesse leur position initiate, en divisant le temps en mesures 
egales; les autres changent continuellement de situation. Los pre- 
miers, quoique susceptibles de vibrations infinimont variees, n en 
peuvent eprouver que de symetriques; et non seulcment la duree est 
la meme pour les vibrations qui se succedent, mais elle est aussi la 
meme pour celles que le corps aurait eprouvees si on lui cut donne 
toute autre figure initiate. On a remarque d’abord cette propricte dans 
le pendule simple; mais I’isochronisme des petites oscillations nc con- 
vientpas plus au cercle qu’a toute autre courbe. Cette commune duree, 
ou le ton du systeme, ne depend ni du premier etat ni des premieres 
vitesses. Ainsi, un corps de cette espbee, qui, a la verite, ne pout 
demeurer dans la position singuliere de I’equilibre, occupo successi- 
vementdes lieux environnants; il n’y a aucun de ces lieux dans tequel 
il ne revienne a de certains instants, separes tous par un intervalle con- 
stant que des impulsions quelconques ne peuvent pas changer. C’est la 
raison pour laquelle les corps sonores rendent un son egalcment grave 
ou egalement aigu, de quelque maniere qu’ils soient frappes. Les excep- 
tions ne sont dues qu’a I’intensite des sons subordonnes. Les corps sus- 
ceptibles d’oscillations regulieres, ou qui conservent leur ton, sont 
done propres a diviser la duree en parties egales et procurent ainsi 
la mesure naturelle du temps. Lorsque plusieurs sont mis en contact 
et qu’il existe entre eux certains rapports de figure et de dimension, 
il suffit d’en ebranler un seul pour exciter et entretenir les mouve- 
ments des autres. Loin que, dans leurs vibrations particulibres, ils se 
heurtentet se contrarient, il arrive bientot que le systeme de tous ces 
corps se meut symetriquement et en temps egaux. C’est ainsi que, au 
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(lefaut de nos sens, le calcul seul nous avertirait de la coexistence des 
vibrations simples et, si Ton peut parlei* ainsi, dc la composition har- 
monique des oscillations. 

Les resultats que nous venous d’exposer se rencontrent dans toute 
espece de matiercs. La nature reproduit ces phenomenes sous les 
formes les plus variees : on les observe particulierement dans les f're- 
niissements des corps sonores; et c’est une branche du Calcul integral 
qui fournit les principes fondamentaux de rharmonie. 
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Reclierc/ies xtatistiques sur la ville de ParLf et le departernent de la Seine; iSaG, 


L’etude des proprietes du climat, celle de la population et de la 
ricliesse agricole ou commerciale, exigent le plus souvent que ron 


(^) Nous lisons dans V Elo^e de Fourier par Arago {OEiwrcs' completes' de Francois' 
Arngo, t. I, p. 36 o) quA la secondo Restauration lo pr6fet de la Seine, M. do (diabrol. 
ayant appris quo Fourier, son ancien profosseur k Tficole Poly technique, so trouvaiL sans 
place et presque sans ressources, lui confia la direction supdrieure du Bureau do la Sta- 
tistique de la Seine. 

« Fourier, nous dit Arago, rdpondit dignement a la confiance de M. de Chabrol. Les 
Mdmoires dont il enrichit les intdressants Volumes publids par la Prdfecturo de la Seine 
serviront desormais de guide k tous ceux qui ont le bon esprit de voir dans la Statistiquo 
autre chose qu’un amas indigeste de chiffres et de travaux. » 

Le Recueil auquel Arago fait allusion a did publid sous le litre suivant : Recherches' 
s'tatistiques sur la Ville de Paris et le departernent de la Seine. II se compose de quatre 
Volumes publids successivement en 1821, 1828, 1826 et 1829. Chacun d’eux contient k la 
fois des Mdmoires et des Tableaux statistiques. Les Mdmoires, non signds, sont certaine- 
ment de Fourier. Nous avons. sur ce point, les tdmoignages des contemporains, et, d’ail- 
leurs, il suflQt de lire les lAotions ge'ndrales sur la population, insdrdes dans le Volume de 
1821, et le M6moire sur la population de la Ville de Parai depuis la fin da xviF siecle, 
qui fait partie du Volume de 1828, pour y reconnaitre la main et le style meme de Fou- 
rier. 

Par un sentiment que tout le monde comprendra, I’illustre gdomdtre a tenu k s’oflacer 
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Jetermiae la valeur numerique moyenne d’une certaine quantite. On 
observe, ou Ton extrait des registres publics, un grand nombre de va- 
lours differentes de cette quantite; on ajoute tous les nombres qui Tcx- 
priment, et Ton divise la somme par le nombre des valours qui ont etc 
mesurees : le resultat est la valeur moyenne. Par exemple, si Ton 
entreprend de determiner la duree de la vie humaine a une epoque et 
dans un pays donnes, on marque pour un tres grand nombre d’homincs, 
dans les conditions les plus diverses, Page qu’avait atteint cbacun des 
decodes; la somme de ces ages, divisee par le nombre des deces, est la 
duree moyenne de la vie. II n’y a personne qui ne connaisse cc procede 
simple par lequel on determine un nombre moyen, et il n’y a pour 
ainsi dire aucune question de Statistique qui ne donne lieu a Pappli- 

(levant M. de Chabrol, comme le montre le passage suivant que nous enipruntons k I'/Z/.v- 
toire de VAcademie^ ecrite par Fourier lui-m6me, pour Vanne'c 1822 (Tome V dos Mv- 
moires' de VAcade'niie des Sciences, p. 3 i 4 )* 

« L’ Academic se souvient du beau travail dont M. le comte de Chabrol a rdiini los nia- 
teriaux nombreux et authentiques, qu’il a publics, en 1821, sous lo litre do Becherches 
statistiques sur la Ville de Paris et le departement de la Seine, et qui conLient 62 Ta- 
bleaux. File apprend avec inter^t que ce magistral continue ces prdcieuses rechcrclies, les 
seules jusqu’k present dans leur genre, et que la suite en doit paraitre incessainment. 

» Graces soient rendues aux administrateurs qui font servir Finfluence et Fautoritd do 
leurs importantes fonetions, ainsi que les secours de tout genre dont ils peuvont disposer, 
a resoudre des questions d’un egal intdrfit pour le Gouvernement et pour los particuliors, 
pour les Sciences exactes et pour les spdculations de FJfeconomie politique. Proclamor les 
Litres que de .pareils travaux leur donnent ^ la reconnaissance, c’est acquitter envors eux 
une dette publique de la maniere la plus convenable. » 

Nous nous contenterons de reproduire ici deux dcrits d’un int6r6t tout k fait gdndral, pu- 
blies dans les Volumes de 1S26 et iSag. On y trouve exposes, avec toute la nettetd ddsi- 
rable, les resultats acquis a la Science dans Fetude de Fune des questions les plus irnpor- 
tantes du Calcul des Probabilit^s, de eelle qui doit intdresser au plus haul degrd los 
physiciens et les personnes qui s’occupent de Statistique. Certains passages d’ailleurs, tols 
que celui qui concerne la pyramide de Cheops, montrent que Fourier dtait ddji on posses- 
sion des resultats qu’il expose et des regies qu’il dnonce, k Fdpoque ofi il faisait partie do 
Fexpddition d’figypte. Au sujet de ces Memoires de Fourier, on pourra consul ter le Calcal 
des Prohahilite's de M. J. Bertrand. 

Nous signalerons aussi, dans le mdme ordre de recherches, deux autres travaux de Fourier. 
Lun est xixxMe'moire sur la the'orie anafytique des assurances , publie, en 1819, au Tome X 
des Annales de Chimie; Fautre est le Rapport sur les tontines prdsentd ^ FAcaddmic des 
Sciences dans la sdance du 9 avril 1822. La Commission dtait composde de Lacroix, Pois- 
son et Fourier, rapporteur. Ce Rapport, qui comprend dix-huit pages, est insdrd dans le 
Tame V ^mUmoires de I'Academie des Sciences (page 26 de VHistoire de VAcad^mie), 

G. D, 
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cation de cette regie commune. C’est pour cela qu’il est tres utile 
d’examiner avec attention les consequences qu’elle fournit, et le degre 
d’approximation auquel on parvient. 

II est d’abord evident que la valeur moyenne est connue avec d’au- 
tant plus de precision que Ton fait concourir a cette recherche un 
plus grand nombre d’observations, et Ton voit aussi qu’il est neces- 
saire de ne point se borner a certaines professions ou conditions, mais 
de les admettre toutes indistinctement, afin que, par la multitude 
et la promiscuite des elements, les variations accidentelles se com- 
pensent, et que I’on forme ainsi un resultat moyen et general. Nous 
avons indique dans un autre Memoire comment cette compensation 
s’etablit; elle est fondee sur le principe suivant, qui est un des pre- 
miers theoremes de I’Analyse des probabilites, savoir : que, dans un 
nombre immense d’observations, la multiplicite des chances fait dis- 
paraitre ce qui est accidentel et fortuit, et qu’il ne reste que I’elfet 
certain des causes constantes ; en sorte qu’il n’y a point de hasard pour 
les faits naturels consideres en tres grand nombre. On n’a point ici 
pour objet de demontrer ce principe, qui se presente de lui-meme a 
I’esprit; mais on se propose d’en faire connaitre les consequences 
mathematiques, et d’en deduire des regies usuelles qui s’appliquent 
facilement aux recherches statistiques, 

II. 

On reconnait d’abord que, pour un meme genre d’observations, Ic 
resultat moyen est connu d’autant plus exactement que le nombre 
des valeurs qui forment la somme totale est plus grand. II est evident" 
que, si Ton emploie, dans le calcul de la duree moyenne de la vie, 
quatre mille valeurs particulieres, cette duree sera determinee avec 
plus de precision que si Ton emploie seulement deux mille valeurs ou 
trois mille. Mais quelle est la mesure de ces differents degres de pre- 
cision, et quelle relation y a-t-il entre le nombre qui I’exprime et le 
nombre des valeurs qui ont servi a calculer le resultat moyen? 
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Avant de resoudrc cette question, nous ferons remarqucr que Toil 
peutacquerir une connaissance assez exacte de la precision du resullaf. 
sans recouriraux theories mathematiques. II suffit, parcxeinple, dodi- 
viser en deux parties I’ensemble des valeurs observees, dont Ic noinbre 
est suppose tres grand, et de prendre pour chacune de ces parties la 
valeur du resultat moyen ; car, si ces deux valeurs different extremerncnt 
peu Tune de I’autre, on est fonde a regarder chacune d’elles cornnie tres 
precise. Rien n’est plus propre que ce genre d’epreuvcs a inettro en 
evidence I’exactitude des resultats statistiques, et il est prcsque inu- 
tile de presenter au lecteur des consequences qui ne sont pas verifiees 
par ces comparaisons des valeurs moyennes. 

Pour appliquer avec fruit cette premiere remarquc, il faut reinonter 
au principe dont elle est deduite, et concevoir bien distinctement que 
la repetition et la variete des observations suffisent pour decouvrir le$ 
rapports constants des effets dont la cause est ignorec. Cette con- 
clusion, dont nous allons citer un exemple numerique trcs simple, 
s’applique aux objets les plus divers; et il n’y a point, dans la matiere 
que nous traitons, de notion plus generale et plus importantc. 

III. 

Si Ton suppose qu’une urne contient un noinbre inconnu do l)Oules 
blanches et un nombre different de boules noires, on pourra deter- 
miner par I’experience le rapport inconnu de ces deux nombres. II 
faut pour cela repeter un tres grand nombre d’epreuvcs, dont cba- 
cune consiste a extraire une boule de I’urne proposee, et a I’y replacer 
apres avoir marque sa couleur. On comptera combien il est arrive d(! 
fois qu’une boule blanche est sortie, et corabien il est arrive de fois 
qu UQe boule noire est sortie. Le rapport de ces deux nombres, qui 
sont designes par m et n, pourra d’abord differer beaucoup du rap- 
port des nombres inconnus M et N; mais le quotient variable ap- 
prochera continuellement du quotient fixe Ainsi, en supposant que 
le nombre des epreuves qui ont ete faites est tres grand , et designant 
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par m n les nombres respectifs des boules blanches ou noires sor- 
ties de Fume, le rapport ^ differera extremement pen du rapport ^ : 

la difference ^ “ pent etre ou positive ou negative, et cela est Ibr- 

tuit; mais la valeur effective dc cette difference sera une fraction de- 
cimale extremement petite, et cela arrive necessairement. 

Supposonsmaintenantque, apres avoir acheve ce nombre d’epreuves, 
que nous indiquons par r, on renouvelle une operation du inerne 
genre, et que le nombre des epreuves qui forment cette seconde opera- 

tion soit r, ou un autre nombre tres grand r'. Le rapport -jp des nombres 
respectifs des boules blanches ou noires, sorties pendant cette secoiide 
operation, differe aussi extremement peu du rapport fixe ainsi les 

quotients—* sont 1 un et I autre tres voisins du quotient Les 

quantites dont ^ different entre elles, et different de^* dimi- 

nuent indefiniment et sans limite a rnesure que les nombres r et /•' 
augmentent; c’est-a-dire que les nombres r et / des epreuves pourraient 
etre rendus asscz grands pour qu’il n’y evit aucune difference appre- 
ciable entre les rapports deduits de Fune et de Fautre operation. 

La verity de ces consequences s’offre d’elle-rneme ; la raison seule 
les suggere; mais FAnalyse mathematique des modernes les a plei- 
nement confirmees. Elle determine jusqu’oii il faut porter le nombre 
des epreuves pour quo Fon puisse, dans la pratique, etre assure qu’une 
seconde operation analogue donncrait sensiblement le meme resultat. 
L’Analysc dont il s’agit rnesure exactement la probabilite de ce re- 
sultat; c’est-a-dire qu’clle exprime en nombres combien il est pro- 
bable que la valeur moyenne calculee est comprise entre des limites 
donnees ; elle prouve aussi qu’il y a une limite des plus grandes erreurs 
possibles. Ces considerations s’etendent a tous les genres de recherches, 
et Fon voit que la perseverance ou la multiplicite des observations 
supplee en quelque sorte a la connaissance des causes, et qu’elle suffit 
II. 67 
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pour decouvrir les lois auxquelles les effets naturcls sont assujettis. 
Les sciences philosophiques doivent ce progres a Jacques Bernoulli 
et aux grands geometres qui lui ont succede. 


IV. 

On pourrait appliquer ces principes a la recherche de la duree (les 
generations humaines, question qui interesse a la Ibis I’histoire natu- 
relle de I’liomme et la chronologic, et qui n’a point encore ('ite recluite 
au calcul. II faut d’abord remarquer que la dur<3C des generations 
n’est point celle de la vie moyenne. Ces deux intervalles, quo plu- 
sieurs ecrivains politiques n’ont pas distingues, (Uqmndent de condi- 
tions tres differentes; ils ne sont point composes des in(imes elements, 
et ne sont pas soumis de la meme maniere a I’influence des lois civiles. 
On voit, par exemple, que la loi qui regie Cage oii le mariage pout efre 
contracte concourt directement a determiner la dur(je des g(''nt! rations. 
On voit aussi qu’il est necessaire ‘de considerer separtirnent la dure(' 
des generations pour les deux sexes, pour les premiers-n(is, pour les 
successions royales. 

Pour determiner la duree commune' des gencraiio/is viriks, c’ost- 
ii-dire la valeur moyenne de I’intervalle de temps qui shicoulo depuis 
la naissance du pere jusqu’a la naissance d’un de scs fils, il faudrait se 
procurer la connaissance d’un grand nombre do valeurs particulieres 
exprimant cet intervalle, comme 3 ooo ou 4 ooo. On saurait done, pour 
chacun de ces cas particuliers, quel age le pere avait atteint lorsque h‘ 
tils est ne. On formerait la somme de tous ces ages, et on la diviserait 
par 4000; le quotient serait la valeur moyenne chcrchee. 

II est evident qu’il ne faudrait pas restreindre I’enumeration aux 
seuls premiers-nes; car le resultat.exprimerait alors la duree moyenne 
des generations des premiers-nes seulement, et cet intervalle est plus 
court que la duree commune, qui est I’objet de la question ; il faudrait, 
au contraire, admettre indistinctement et sans aucun choix dans I’enu- 
meration les premiers, les seconds, les troisiemes fils, etc., et ne point 
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se borner a des conditions ou professions speciales, afin que, par 
la variete et la inultiplicite des observations, on representat sensi- 
blement I’etat de la societe commune. Cela pose, le resultat moyen 
exprimerait la valeur approchee de I’intervalle dont il s’agit. Mais il 
resterait a determiner le degre d’approxiination. On ignorerait encore 
si la valour trouvee est tres voisine de celle que Ton cherclie, ou de 
combien elle pent en differer. La determination de ces limitcs est 
importante dans toute recherche; lorsqu’elles ne sont point connues, 
on ne peut se former qu’une idee tres vague de la precision du resultat. 
Nous donnerons, dans les articles suivants, une regie facile pour me- 
surer cette precision. 

V. 

Un des moyens les plus simples de verifier les nomhres que four- 
nissent des observations multipliees consiste, comine nous I’avons dit, 
a divisor fortuitement la serie de ces observations en diverses parties, 
et il comparer les valeurs que Ton dediiit separement de cliaeuni' de 
ces parties. L’emploi de ces regies suppose evideminent que la com- 
position de I’urne ne change point pendant toute la diiree des expe- 
riences. On pourrait sans doute appliquer ces regies an cas oil des 
changements surviendraient dans la nature des causes, et Ton pent 
meme coniiailre ainsi reffct de ces changements. Mais il est neces- 
saire, dans ce cas, de consider.cr separement les intcrvailes dans les- 
quels la cause demeure constante, et de multiplier les observations 
relatives ii chacun de ces intervalles. Les sources les plus communes 
de I’erreur et de I’incertitude des consequences que plusieurs ecrivains 
deduisent des recherches stafistiques sont : i" I’inexactitude des ob- 
servations primitives, recueillies par des moyens tres divers et non 
comparables; 2 " le trop petit nombre des observations, ce qui ne per- 
met point de les diviser en series et de former separement le resultat 
de chaque serie; 3" I’alteration, ou progressive ou irreguliere, que les 
causes ont subie pendant la duree des observations. 
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VI. 

Jusqu’ici nous n’avons point considere les consequences mathe- 
inatiques, mais seulement celles que presente un premier examen. II 
faul maintenant approfondir la question, et montrer comment elle peut 
etre resolue par les theories aualytiques. Si le nombre des valeiirs 
observees est tres grand, et si, apres les avoir ajoutees ensemble, on 
divise la somme par leur nombre, le quotient est une valeur raoyenne 
tres approchee; il est certain que le dcgre d’approximation est d’au- 
tant plus grand que Ton a employe un plus grand nombre de valeurs 
particulieres. On voit, de plus, que, si ces valeurs particulieres sont 
tres pen differentes les unes des autres, on est fonde a regarder le 
resultat comme plus exactement connu que si elles etaient tres ine- 
gales. Ainsi le degre d’approximation ne depend pas seulement du 
nombre des quantites que Ton a reunies : il depend encore du plus ou 
moins de diversite de ces quantites; il s’agit de se former une idee 
exacte de ce degre d’approximation, et de montrer que la precision 
du resultat est unequantite mesurable que Ton peut toujours exprimer 
en nombres. Nous enoncerons d’abord la regie qui doit etre suivie 
pour trouver cette mesure numerique de la precision. 

Designons par a, b, c, d, . . . , n les valeurs particulieres dont on a 
deduit le resultat moyen, et par A ce resultat; m exprime le nombre 
des valeurs, et on le suppose tres grand. La valeur moyenne A est 
egale a la somme a + 6 + c-t-...-f-n, divisee par le nombre m. On 
prendra le carre de cliacune des valeurs particulieres; puis, ajoutant 
ensemble tons ces carres, a- 4 - 6" +- c- -h rf- + . . . -j- on divisera 
leur somme par le nombre m, ce qui donnera un quotient B, qui repre- 
sente la valour moyenne des carres. On retrancbera de B le carre A- de 
la valeur moyenne, et Ton divisera le double du reste par le nombre m. 
Extrayant la racine parree du quotient, on trouvera urie quantite que 
nous designons par et qui sert a mesurer le degre de I’approximation. 
Plus la valeur de g- est petite, plus la moyenne calculee A est voisine 
de la valeur exacte que Ton cherche. 
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Les resultats precMents sont exprimes comme il suit : 

A=::^(a -i- b -i-c -{-d + ...4- n), 

B H— b^ -■!— 4~ d^ H- . . . /i“ ), 

*=\/s 

Pour citer un example de I’application de cette regie, nous suppo- 
serons que I’on a trouve 4ooo valeurs particulieres, savoir : 

1000 egales a 2, 

2000 )) 5 , 

jooo » 12. 

liln general, les quantites observees sont toutes inegales, et elles ne 
se reduisent point, comme les precedentes, a un petit nombre de va- 
leurs differentes; mais nous n’avons ici onvuequed’indiquer lamarche 
du calcul. 

La somme des valeurs observees est 1000.2 4- 2000.5 h- 1000. 12 
ou 24000, et cette somme, divisee par 4000, qui ost le nombre des 
quantites, donnc 6 pour la valeur moyenne. La somme des carres des 
valeurs est 1000.4 -j" 2000.25 4- 1000. i 44 ou 198000. Divisant cette 
somme par 4000, on a 49 pour la moyenne des carres. On en retranche 
le carrc 36 de la valeur moyenne; il reste 4 . On divise 27 par 4ooo, 
ensuite on extrait la racine carrec du quotient ou : cette ra- 
cine est — V1080; en effectuant I’operation, on a 0,08216 ou a tres 
peu pres 82 milliemes. C’est cette fraction qui fait connaitre le degre 
d’approximation du resultat moycn. 

VII. 

Pour expliquer le vrai sens de cette proposition, il est necessaire de 
rappeler le principe qui sert de fondement au calcul des quantites 
moyennes. Supposons done que I’on ait ajoute ensemble un grand 
nombre de valeurs observees, et que I’on ait divise la somme par le 
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nombre m, ce qui donne la quantite A pour la valeur moyenne; nous 
avons deja remarque quo Ton trouverait presque cxactement cette 
nieine valeur A, en employant un tres grand nombre d’autres obser- 
vations. En general, si Ton excepte des cas particuliers et abstraits 
que nous n’avons point a conslderer, la valeur moyenne ainsi deduite 
d’un nombre immense d’observations ne change point; elle a une 
grandeur determinee H, et Ton peut dire que ie resultat moyen d’un 
nombre infini d’observations est une quantite fixe, oil il n’entre plus 
rien do contingent, et qui a un rapport certain avec la nature des faits 
observes. C’est cette quantite fixe H que nous avons en vue comme le 
veritable objet de la recherche. On lui compare'chacune des valeurs 
particulieres, et Ton appelle erreur ou ecart la difference entre cette 
valeur particuliere et la valeur fixe H, qui serait le resultat moyen d’un 
nombre infini d’observations. 

Le nombre que nous avons designe par to, qui est celui des valeurs 
observees, ne peut etre infini, mais il est tres grand; en sorte que la 
valeur moyenne A, donnee par ce nombre to d’observations, n’est point 
la grandeur fixe H qui resulterait d’un nombre infini. Elle en differe 
en plus ou en moins d’une quantite H — A, qui est tres petite. Cette 
difference H — A, que nous designons par D, est, a proprement parler, 
I’erreur de la valeur moyenne A. Cela pose, il est extremement pro- 
bable que I’erreur D sera fort petite si le nombre to est tres grand; et 
toutefois il n’est pas entierement impossible que cette erreur D soit 
assez grande. Elle est susceptible d’une infinite de valeurs differentes, 
qui peuvent toutes avoir lieu, mais qui sont tres inegalement pos- 
sibles. Or nous determinerons quelle probabilite il y a que I’erreur D de 
la valeur moyenne A ne surpassera pas une limite donnee E, abstrac- 
tion faite du signe, c’est-a-dire sera comprise entre 4- E et — E. 

Vlll. 

On sait que la probabilite d’un evenement s’estime par la compa- 
raison du nombre des chances qui amenent cet evenement au nombre 
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total des chances egalement possibles. Ainsi, lorsqu’on a place dans une 
urne des bonles de differentes sortes, en nombre total M, savoir : un 
nombre m d’une premiere sorte, un nombre n d’une seconde sorte, 
un nombre p d’une troisieme, etc. , la probabilite de la sortie d’une boule 

de la premiere espece est celle de la sortie d’unc boule de la seconde 
espece est ^ et ainsi de suite, Mdesignantle nombre total /«+ n +/?+ . . . . 
C’est sous cette forme unique quo se presente la solution de toutes les 
questions de I’Analyse des probabilites. Quelque compose que soit un 
evenement, lorsqu’il est exactement defini, on peut en mesurer la pro- 
babilite, parce que Ton parvient a prouver qu’ellc equivaut a celle de 
retirer une boule d’une espece determinee, en puisant dans une urne 
qui contient seulemcnt un nombre m de boules de cette espece sur un 
nombre total M de boules de differentes especes. La fraction ^ est la 
mesure de la probabilite cberchee. Tout I’art de la recherche consiste 
a deduire des conditions enoncees la valeur de cette fraction —■ Mais 

il arrive souvent que cette deduction mathematique est un probleme 
difficile, dont la solution exige une connaissance approfondic do la 
science du calcul. 

l.\. 

Cette notion de la probabilite s’applique aux erreurs de mesure aux- 
quelles on est expose dans I’usage des instruments. 

En effet, quelque precis que soit un instrument donn6, par exemple 
celui dont on se sert pour mesurer un angle, on ne trouve point par 
une premiere operation la valeur exacte de cet angle, mais seulement 
une valeur approchee. L’erreur estvraisemblablementtres petite; tou- 
tefois il n’est pas impossible qu’elle soit assez grande; il est seulement 
tres probable que I’erreur positive ou n6gative n’excede pas une cer- 
taine limite, comme trois minutes de degre; et cela a lieu meme pour 
des instruments assez imparfaits. Une erreur moindre, comme cello 
d’une minute en plus ou en moins, est beaucoup plus probable. L’in- 
strument pourrait etre tel que la valeur moyenne de I’erreur a laquello. 
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on est expose a chaqiie operation fut une minute. Dans ce cas, il est 
aussi probable que Ton se trompera de plus d’une minute qu’il est 
probable qu’on se trompera de moins d’une minute. Alors la fraction i 
exprime quelle probabilite il y a que la grandeur exacte de Tangle est 
comprise entre la valeur que donne Tinstrument, aiigmentee d’une mi- 
nute, et cette meme valeur, diminuee d’une minute. Cette erreur d’une 
minute, dont la probabilite est 3, est en quelque sorte moycnne et 
commune; c’est-a-dire que, dans Tusage infiniment repete de Tinstru- 
ment dont il s’agit, il arrivera autant de fois qu’on se trompera de 
moins d’une minute qu’il arrivera de fois qu’on se trompera de plus 
d’une minute. 

On voit que, si Tinstrument etait plus parfait, Terreur moyenne, 
dont la probabilite est 3, serait moindre qu’une minute. On pourrait 
donner a un instrument de ce genre un tcl degre cle precision que 
Terreur commune, dont la probabilite est 3, fut seulement la cinquieme 
partie d’une minute. Nous disons que ce second instrument serait cinq 
fois plus precis que le premier. En general, la valeur cle Terreur com- 
mune ou moyenne qui serait designee par H est telle que, dans un 
nombre immense d’operations, il y a autant d’erreurs positives ou ne- 
gatives qui surpassent H qu’il y en a de moindres quo H. Le rapport de 
ces deux nombres d’erreurs, les unes plus grandes que H, les autres 
moindres, approche continuellement de Tunite a mesure que le nombre 
des observations augmente. Nous definissons ainsi Terreur moyenne. 

X. 

Il est facile d’etendre a la recherche des valeurs moyennes la defi- 
nition mathematique du degre d’approximation. 

Considerons que, la valeur moyenne A donnee par un nombre m 
d’observations pouvant differer de la quantite fixe H qui serait don- 
nee par un nombre infini d’observations, la difference ou erreur H — A 
est vraisemblablement tres petite si le nombre m est tres grand. L’er- 
reur eventuelle H — A est susceptible d’une infinite de valeurs inega- 
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lenient possibles. Ces erreurs ont des limites vraisemblables; c’est- 
ii-dire qu’il est extremement probable que I’erreur cominise cn plus 
ou en moins n’excedera pas une certaiiie quantite. II existe d’autres 
limites plus voisines, pour lesquelles la probabilite de I’erreur est 
seulementi; en sorte qu’il peutarriver indiffereniment, ou que I’erreur 
excede ces limites, ou qu’elle y soit comprise. 

En general, determiner le resultat moycn d’un grand nombre de 
valeurs particulieres, c’est mesurcr une quantite avec un instrument 
dont on peut augmenter la precision, autant qu’on le veut, en aug- 
inentant de plus en plus le nombre des valeurs observees. 

TI est facile de comparer, selon la regie enoncee dans rarticlc VI, 
la precision d’un resultat A, donne par un grand nombre m d’observa- 
tions, avec celle d’un resultat h! que [’on aurait deduit d’autres obser- 
vations dont le nombre est m! . En effet, suivant cette regie, Ic carre A- 
de la valour moyenne A doit etre retrancbe de la quantite 

d- ( ^ ^ ^ \ 

m 

qui est la moyenne des carres; et, apres avoir divise le double du 
reste par le nombre m, on cxtrait la racine carree du (juotient ; nous 
designons cette racinc par 

On calculera de la meme maniere la quantite ^ , qui repond au 
second resultat A' deduit des observations en nombre m'. Cela pose, 
on demontre rigoureuscment, par les principes du calcul, que le degre 
d’approximation depend entierement de la quantite designee par g. 
II est d’autant plus grand que cette quantite g est plus, petite. Les 
precisions respectives des deux resultats A et A' sont en raison inverse 
des nombres g et g' . II faut remarquer que cette comparaison ne sup- 
pose meme pas que les observations sont de la meme nature; car elle 
a un objet purement numerique, et les recherches les plus diverses 
peuvent etre envisagees sous ce point de vue commun. 
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XI. 

Pour completer cette discussion, il faut determiner quelle proba- 
bilite il y a que la quantite cherchee H est comprise entre des limites 
proposees A -i- D et A — D. A est le resultat moyen que Ton a trouve, 
H est la valeur fixe que donncrait un nombre infini d’observations, 
et D est une quantite proposee que Ton ajoute a la valeur A ou que 
Ton en retrancbe. La Table suivante fait connaitre la probability P 
d’une erreur positive ou negative plus grande que D, et cette quantite 1) 
est le produit de g par un facteur propose 3 : 

d. P. 

0,47708 i 

1,38591 ^ 

1,98495 2T0 

2,46i 30.... ToVo 

2,86783 

Chacun des nombres de la colonne P fait connaitre quelle proba- 
bility il y a que la valeur exacte H, qui est I’objet de la recberchc, est 
comprise entre Ics limites A -t- ^5 et A — g^. A est le resultat moyen 
d’un grand nombre m de valeurs particulieres a, b,c, d, n; 7 ) est 
un facteur donne; g est la racine carree du quotient que Ton trouve 
en divisant par m le double de la difference de la valeur raoyenne des 
carres b-, c-, d-, n- au carre A- du resultat moyen. On voit 
par cette Table que la probability d’une erreur plus grande que le pro- 
duit de §• par 0,47708, e’est-a-dire plus grande qu’environ la moitie 
de g, est 4 - Il y a I centre i ou i sur 2 a parier que I’erreur commise 
ne surpassera pas le produit de g par 0,47708, et il y a autant a parier 
que I’erreur surpassera ce produit. 

La probability d’une erreur plus grande que le produit de g par 
1,33591 est beaucoup plus petite que la precedente; elle n’est que 
Il y a 19 sur 20 a parier que I’erreur du resultat moyen ne surpassera 
pas ce second produit. - 

La probability d’une erreur plus grande que la precedente devient 
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extremement petite, a mesure quo le facteur i) augmente. Elle n’estplus 
que ^ lorsque approclie de 2. La probabilite tombe ensuite en cles- 
sous do j-~. Enfin, il y a beaucoup plus de vingtinille aparier centre i 
que I’erreur du resultat moyen sera au-dessous du triple de la valeur 
trouvee pour Ainsi, dans rexcmple cite, article VI, oil Ton a 6 pour 
ie resultat moyen, on pent regarder conime certain que cette valeur 6 
n’est pas en defaut d’une quantite triple de la fraction 0,082, que la 
regie a donnee pour la valeur de g. 

La grandeur cherchee H est done comprise entre 6 — 0,246 et 
6 + 0,246. 

XII. 

Pour faciliter I’application de la regie qui sert a calculer la valeur 
de g, nous remarquerons que Ton peut retrancher de chacune des 
valeurs particulieres observees a, b, c, d,..., n une quantite com- 
mune u, et operer coinme si les valeurs particulieres etaient 

a — f/, b — c — a, . . . , n — u. 

On trouvera toujours pour ^ la meme quantite que si Ton n’eut rien 
retranclie des valeurs a, b,c, d, . . n. Parexemple, si, dans le calcul qui 
s’appliquc aux valeurs suivantes, savoir, 1000 egales a 2, 2000 egales 
a 5 et 1000 egales a 12, on eut retranebe de chacune d’elles une quan- 
tite commune 2, on aurait eu 1000.0 -t- 2000.3 -1- 1000.10 ou 16000 
pour la somme des valeurs, et 4 pour la valeur moyenne A, dont le 
carre est 16. Les carres des valeurs particulibres sont looo fois o, 
2000 fois 9, et 1000 fois 100 ; la valeur moyenne de ces carres est 29 i. 
Done la diflference entre la valeur moyenne des carres et le carre du 
resultat moyen serait, co.mme precedemment, i3 Cela aurait lieu 
de la meme maniere, quelle que fut la quantite retranchee u. 

De plus, on pourra considerer comme egales entre elles des valeurs 
particulieres qui differeraient tres peu; et en attribuant ainsi une gran- 
deur commune k un certain nombre de ces valeurs, on rendra le calcul 
beaucoup plus facile. 
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En effet, on a principalement en vue, dans ces recherches sui- la 
valeiii* des resullats moyens, de reconnaitre si ces resultats sont tres 
approclies, et de se former une idee juste du degre d’approximation. 
11 s’agit moins de calculer la valeur entierement exacte de la proba- 
bilite des erreurs que de prouver quo la grandeur cherchee est entre 
de certaines limites tres voisines, et de comparer le degre de proba- 
bilite de cette derniere conclusion a la probabilite qui nous determine 
dans les actes les plus importants de la vie. 11 n’est done point neces- 
saire, en appliquant la regie precedente, d’avoir egard a la difference 
tres petite de deux valeurs observees. On peut, sans erreur sensible, 
les suppose!* egales; et d’ailleurs, si I’interet de la question I’exige, 
on dirigera le calcul en sorte que les consequences s’appliquent a for- 
tiori aux valeurs precises qui ont ete observees. Les considerations de 
ce genre meritent toute notre attention, parce qu’elles s’etendent a la 
plupart des questions de I’Analyse des probabilites, et qu’elles en faci- 
litent beaucoup les applications. Nous en avons deja fait usage dans la 
theorie des assurances. 

XIII. 


Nous ne pouvoiis point rapporter ici la demonstration analytique de 
la regie enoncee dans I’article VI, ce qui exigerait I’emploi des for- 
mules niathematiques. On peut regretter qu’unc regie usuelle, d’une 
application aussi generate, n’adrnette point une demonstration plus 
simple; mais cela tient a la nature meme de la question. 

Cette meme regie peut etre presentee sous une autre forme qu’il est 
utile d’indiquer, parce qu’elle montre ses rapports avee les regies 
connues. Pour determiner la quantite designee par g, on peut prendre 
la difference entre ebaque valeur particuliere et le resultat moycn A, 
elever au carre cette difference, puis ajouter ensemble tons les carres: 
on extrait la racine carree dii double de la somme que Ton yient de 
former, et I’on divise cette racine par le nombre des valeurs : le quo- 
tient est la quantite g. 

a, b, c, d, n designant les valeurs particulieres, dont le nombre 
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est m, et Ala valeur moyenne ^ (a + i -f- c -f- n), les diffe- 

rences entre les valours a,h, c,d,. . n q,\. leur moyenne A sont a — A, 
b — A, c — A, d — A, . . . , n — A. 

On a done cette expression 

^ ^ v'2 [(« — A)2 -I- ( * — A j- -hTc — a )- + . . . 

Par exemple, si les valeurs observecs etaient au nombre de 7000, 
savoir : 


1000 

egales a 

i3 

3 000 

)) 

i 5 

2000 

)) 

16 

1000 

)) 

17 


on trouverait 10 f pour resul tat moyen. Les differences entre ce resultat 
et cliaque valeur particuliere sont : 

1000 Ibis — “ 

3ooo — I 

2000 -t- -f 

1000 -t- ^ 

On a '".i""" pour la somme des carres de ces differences. La racine 
carree du double de cette somme, etantdivisee par 7000, donne, pour 
la valour de g, 0,019617; on trouverait cette meme valeur de g par la 
regie de Particle VI. 

XIV. 

Dans I’exemple cite precedemment, article VI, on a trouve 0,08216 
pour la valeur de g, et dans celui-ci nous avons trouve g' = 0,01962; 
ainsi le second resultat est beaucoup plus approche que le premier. 

En appliquant a ce second exemple la table rapportee article XI, on 
connaitrait quelle probabilite il y a que I’erreur positive ou negative 
du resultat moyen n’excede pas de certaines limites qui sont les pro- 
duits de g' par les facteurs 0,47708, 1,38091 

II s’ensuit qu’il est aussi probable que I’erreur du resultat moyen 6, 
dans le premier exemple, n’excede pas le produit de g par 0,47708 
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qu’il est probable que I’erreur du resultat moyen r 3 5, dans Ic second 
esemple, n’excede pas le produit de g par le meme factcur 0,47708. 
L’une et Tautre probabilite est^. La probabilite (rune (irrcur plus 
grande que le produit de ^par i.SSoqi dans le premier cas, et C(‘lle 
d’une erreur plus grande que le produit de ^par r ,38.591 dans le se- 
cond, sont aussi egales entre elles; leur valeur commune est 

En general, la probabilite d’une erreur plus grande qu’unc limite 
quelconque A dans le premier cas, et cede d’une erreur plus grande 
qu’une autre limite A' dans le second cas, sont egales entre elles si le 
rapport de A a A' est celui de ^ a g'. 

Ainsi, lorsqu’on veut comparer la precision d’un resultat moyen, 
qu’une certaine recherche a forme, a cede du resultat moyen donne 
par une autre recherche, il suflit de calculer les nombres g et g', et de 
les comparer. Si I’un est double de I’autre par cxornple, le second 
rAsultat est deux fois plus precis que le premier. En eiret, une limite 
quelconque A etant proposee, il est aussi probable que I’erreur du pre- 
mier resultat surpassera A qu’il est probable que I’erreur du second 
surpassera - A. Les erreurs egalement possibles sont dans le rapport 
constant de 3 a i. 

Dans les deux exemples que nous avons cites, le rapport de g a g’ 
etant celui de 0,08216 a 0,01961, les precisions respectives sont dans 
le rapport inverse, de 1961 a 8216. Le second resultat est plus de 
quatre fois plus precis que le premier, parce que, a probabilite egale, 
les erreurs auxquedes on est expose sont quatre fois plus grandes dans 
le premier cas que dans le second. 

XV. 

L’enonce de la regie, tel que nous I’avons donne dans I’articlc VI , 
fait connaitre immediatement que la precision du resultat moyen aug- 
raente comme la racine carree du nombre des observations. En effet, 
si Ion considere un grand nombre’ d’observations, on pe.ut regarder 
la valeur du resultat moyen comme invariable et ne dependant point 
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du nombre des valeurs, mais seuleraentde leur grandeur propre. II en 
est de meine de la moyenne des carres de ces valeurs : ainsi la diffe- 
rence entre la valeur moyenne des carres et le carre A- du resultat 
moyen est sensiblement independante du nombre des observations. 
Or on divise la racine carree du double de cette difference par la racine 
carree du nombre m, pour trouver la valeur normale g, et le triple 
de g est la limite des plus grandes erreurs. On voit done que cette 
plus grande erreur possible decroit a mesurc quo le nombre m aug- 
mente, et qu’elle decroit en raison inverse dc la racine carree du 
nombre m. 

Quant a I’erreur dont la probabilite est nous savons qu’elle est 
toujours proportionnclle a la quantite g; et il en est de meme d’une 
erreur quelconque dont la probabilite est donnee. Done, pour une 
meme recherche, la precision du resultat moyen change a mesure que 
le nombre des valeurs observees augmente. Elle devient double si le 
nombre des valeurs devient quatre fois plus grand, triple si ce nombre 
devient neuf fois plus grand, ainsi dc suite. Cette consequence est 
simple et remarquable; elle doit etre connue de tous ceux qui se 
livrent a des recherches statistiques; elle montre combien il faut mul- 
tiplier les observations pour que les resultats acquierent un degre 
donne d’cxactitudc. 

XVI. 

Ce Memoire presente I’application des theories connues a Tune des 
questions fondamentales de la Statistique. Pour montrer I’ensemble 
des propositions qu’il contient, nous indiquerons dans I’alinea sui- 
vant le sommaire de chaque article. 

Quant a la conclusion generale, on pent I’exprimer ainsi : lorsqu’on 
a trouve un resultat moyen A en reunissant un grand nombre m de 
valeurs particulieres et divisant la somme de ces valeurs par leur 
nombre m, il reste a evaluer le degre d’approximation. Il faut, pour 
cela, clever au carre cbacune des valeurs particulieres, former la va- 
leur moyenne de ces carres en divisant leur somme par leur nombre, 
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Si4 

qui est m; on retranche cle cette valeur moyenne des carres le carre A- 
du resultat moyen ; on divise le double de la difference par le nombre rn, 
et Ton extrait la racine carree du quotient; on trouve ainsi une quan- 
tite qui sert a mesurer le degre d’approximation : la precision du 
resultat est en raison inverse de ce nombre g. L’erreur du resultat sera 
positive ou negative ; mais on doit regarder comme certain dans la pra- 
tique que la valeur absolue de cette erreur est moindre que le triple 
de g. On trouverait aussi cette meme quantite g en divisant par m la 
racine carree du double de la somme des carres des differences entre. 
le resultat moyen et chacune des valeurs particulieres. 


Somniaires des Articles. 

j. L’objet du Memoire est cle doiiner une regie usuelle et generale pour 
estimer la precision des resullats moyens. 

IL Le degre d’approKimalion poiirrait etre indicjii6 par la comparaison dc's 
deux valeurs moyennes que foiirnisseiit deux series d’observations. 

III. L’experience fondee sur des observations nombreuses ct (res variec'S 
peui faire connaitre exactement les lois des phenomenes clout la cause esl 
ignoree. 

IV. Remarque sur le calcul de la duree des g6ii6ratic)ns hiimaines. 

V. Conditions necessaires a Texactitude des reclicrches cle ce genre. 

VI. Enonce de la regie qui donne la rnesure du degre d’approxinialion . 

VII. Definition matheniatique de Terreur du resultat moyen. 

VIII. Forme commune li toutes les solutions quo Ton deduit de rAnalyse 
des probabilites. 

IX. Erreurs de mesures dans rusage des instruments : definition cle rerreiir 
moyenne. 

X. Les menies notions s’appliquent aux erreurs des resultats moyens. 

XL On pent determiner quelle probabilite .il y a que I’erreur du resultat 
moyen est comprise entre des limites propos6es; Table relative a ce calcul. 

XII. On facilite Tapplication de la regie de Tarticle VI : en retrancbaiit 
une quantite commune de chacune des valeurs particulieres; a'" en r6unissant 
comme sensiblement egales des valeurs qui different tres pen. Remarque 
generale sur Tusage du Calcul des probabilites. 
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XIII. On pent aiissi trouver la inesure du degre d’approximation en di- 
visant par le nombre des valeurs la racine carree dii double de la somme des 
carres des differences enlre le resulLat moyeu et chaqiie valeur parliculiere. 
Le quotient est la quantity designee par g dans I’article VI. 

XIV. Le quotient de runite divisee pai* le nombre g esl la inesure exacle 
de la iirecision d’un r^sultat moyen. 

XV. Celle precision aiigmente proporlionnellement a la racine carree du 
nombre des valeurs observees. 


XVI. Resume et conclusion. 
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SECOND MEMOIRE 


SUR 

LES RESULTATS MOYENS 

ET SER 

LES ERREURS RES MESURES. 


Recherches statistcques sur la 'ville de Paris et le de'partement de La Seine; 1829. 


L 

Expos6 de la question. Elle a pour objet de d^couvrir suivant quelle loi I’erreur 
d’un rdsultat depend des errours partielles des mesures. 

On a publie, dans le III® Tome de cette collection, une regie qui 
sert a estimer la precision des resultats moyens deduits d’un grand 
nombre d’observations; on se propose de completer ici I’usage de 
cette regie, en y ajoutant un precede du meme genre pour les resultats 
du calcul qui se ferment de quautites de diff^rente nature en nombre 
quelconque. 

Dans les applications des Sciences mathematiques, les quantites 
inconnues qu’il s’agit de determiner ne sont pas des norabres dont la 
valeur est entierement fixe; ces valeurs sont seulement tres appro- 
chees. Les erreurs qu’il est impossible d’eviter sont comprises entre 
cortaines limites : la connaissance deces limites est tres importante; 
et Ton pent dire que toute application du calcul est vague et incer- 
laine si Ton ne parvient pas a estimer I’etendue de I’erreur dont le 
resultat pent etre affecte. 
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On a vu, dans le Memoire cite M, Tome III de cette collection, 
annee 1826 (page ix), qu’il est facile d’estiraer la precision des re- 
sultats moyens : nous donnons maintenant une seconde regie dont 
I’application n’est pas moins simple et qui convient a des recherches 
beaucoup plus etendues. 

jMous supposerons done que plusieurs quantites a, b, c, ... sont 
donnees, et que Ton determine par le calcul une grandeur inconnue a- 
qui depend des valeurs donnees a,b,c, . . . ; le nombre de ces donnees 
varie selon I’espece de la question. 

On peut considerer seulement deux grandeurs connues a, b. La 
quantite cherchee x se trouverait en effectuant sur ces deux gran- 
deurs a et b une certaine operation. Cela aurait lieu, par exemple, 
si Ton avait a determiner une hauteur verticale nm dont rextremile 

Fig. .. 


n 



P m 


superieure n est inaccessible. On trace sur le plan horizontal une 
droite pm qui joint un point p de ce plan et I’extremite inferieuro m 
de la hauteur cherchee mn. On mesure : 1° la longueur prn de cette 
base horizontale; 2° Tangle npm compris entre la base pm et la ligne 
inclinee pn. Si Ton designe par a Tangle mesure npm et par b la lon- 
gueur de la base pm mesuree sur le plan horizontal, la hauteur verti- 
cale w/i peut etre facilemeht calculec. Cette hauteur verticale mn est 
une certaine fonction des deux quantites connues a et b. Ce mot de 
fonction, dontles geometres font un frequent usage, exprime que, les 
deux quantites a etb etant 'donnees, on doit elFectuer sur a et b une 
certaine operation dont le dernier resultat determine en nombre la 
hauteur inconnue mn. 
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Le nombre des quantites donnees pourrait etre plus grand; ainsi 
I’inconnue pourrait etre une certaine function de trois donnees dif- 
ferentes a, b, c. On aurait a effectuer sur ces trois donnees une cer- 
taine operation dont la nature est supposee connue, et qui depend de 
I’espece de la function. Le resultat de la derniere operation effectuee 
sur les trois donnees a, h, c determinerait en nombre I’inconnue x. 

Par exemple, si Ton a mesure sur le terrain la longueur a d’une 
base pm, et si Ton veut connaitre la distance mn du point rn de cetto 


Fig. a. 


n 



base ix un point eloignc n que Ton ne pent pas atteindre, inais quo 
Ton voit de chacune des deux extremites m et p de la base, on sait 
qu’il suffit de mesurcr : i° Tangle pmn compris entre la longueur 
inconnue mn et la base jnp-, u” Tangle npm. En effet, si Ton connait 
cu noinbres la longueur mp de la base et les deux angles mesures, 
savoir /jwn et rnpn, on determine facilcment, par une operation tri- 
gonometrique, la distance inconnue elle est une certaine fonction 
des trois quantites inesurees, savoir de la base pm, que nous designons 
par a, et des deux angles mpn et pmn, quo nous designons respecti- 
vement par b et c. II entre done trois quantites connues a, h, c dans* 
Texpression de Tinconnue x. 

II peut arriver que la nature de la fonction soil beaucoup plus 
simple; par exemple, si Ton so proposait de determiner le volume 
d’un prisme rectangulaire dont on mesurerait la hauteur a, la lon- 
gueur b et la largeur c, il suffirait de former le produit de^ trois 
dimensions a, b, c, et ce produit exprimerait en nombre le volume dii 
prisme. 
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Les exemples precedents suffisent pour donner une juste idee des 
questions qui sont I’objet de notre recherche. 

On suppose, en general, que des quantites connues, en nombre 
quelconque, a, b, c,d, ... ont ete mesurees, et qu’il s’agit do deter- 
miner la valeur d’une inconnue x, qui est une certaine fonction des 
donnees«, b, c, d, .... La nature de la fonction est supposee connue, 
c’est-a-dire que Ton sait comment on doit operer sur toutes les don- 
aees a, b,c,d, ... pour que le resullat de la derniere operation effec- 
tuee soit la grandeur inconnue x. Cela pose, il s’agit de connaUre 
comment les erreurs, qu’il est impossible d’eviter dans la mesuredes 
donnees, peuvent influer sur I’erreur qui on doit provenir lorsqu’on 
determine par le calcul la valeur de I’inconnue x. 


II. 

Exemples propres a faire connaitre la nature do cetto question. 


Quelque soin que Ton apporte dans la mesure des quantites don- 
nees, il est evident que Ton sera toujours expose a des erreurs de 
mesures d’autantplus grandes que les instruments seront moins pre- 
cis. On a vu, dans le Memoire cite M, que, en multipliant les obser- 
vations et prenant la valeur moyenne des resultats, on pent diminuer 
indefiniment I’erreur de la mesure, et que, si le nombre do cos obser- 
vations estassez grand, on obtient un resultat moyen qui ne peutetre 
alfecte que d’une tres petite erreur; et, ce qui est fort important, on 
.connait, par I’application de la regie generale, I’erreur moyenne a 
laquelle on est expose et dont la probabilite est i. Nous avons defini 
cette erreur moyenne dans I’articleXI du Memoire M; et il est neces- 
saire, avant de poursuivre la recherche actuelle, de se rappeler tres 
distinctement cette definition et les consequences oxposdes dans les 
articles XI, XIV et XV de ce Memoire M. Nous supposerons done que, 
par Tapplication de ces principes et de la regie generale qui en derive, 
on connait, pour chacune des quantites donnees dont la grandeur 
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inconnue est une certaine fonction, I’erreiir oioyenne dont la proba- 
bilile est 5. 

On cleterminera, par le meme calcul, leslimites de la plus grande 
erreur possible. En effet, on a vu, article XI, Memoire M, que le triple 
de la valeur designee par g, article X (M), surpasse la plus grande 
erreur positive ou negative a laquelle on soit expose; car, sur plus de 
vingt mille chances, il n’y en a qu’une qui donne lieu a cette erreur. 
Or le calcul fait connaitre la valeur de g. Ainsi 3 ^ est la limite de la 
plus grande erreur; et, en multipliant ^ par le facteur 0,47708, on 
determine I’erreur moyenne. 

Lorsqu’on clierchc une quantile inconnue dont la valeur est une 
certaine fonction d’une base borizontale et de deux angles, on pent 
supposer que chacun de ces deux angles a ete inesure par la repetition 
d’un assez grand nombre d’observations, et qu’il en est de meme de 
la longueur de la base; en sorte que Ton connait, pour chacune de 
ces trois grandeurs donnees a, h, c, I’erreur moyenne, dont la proba- 
bilite est t selon la definition de I’articlc IX (M). Par exemple, on 
estimerait a une minute I’erreur moyenne de chacun dos angles a 
et b, e’est-a-dire qu’il serait aussi probable que I’erreur commise en 
mesurant chacun de ces angles surpasserait une minute qu’il serait 
probable que cette erreur serait au-dessous d’une minute. Quant a la 
longueur de, la base, I’erreur moyenne pourrait etre, par exemple, un 
centimetre; en sorte qu’on n’aurait pas plus de motifs de croire que 
I’erreur commise dans cette mesure serait plus grande qu’un centi- 
metre qu’on n’aurait de motif de croire que cette erreur serait moindre 
qu’un centimetre. Or, abstraction faite du signe, I’erreur a laquelle 
on serait expose en prenant pour la grandeur inconnue x la fonction 
des trois quantiles a, b, c depend des trois erreurs partielles que Ton 
aurait pu commettre en mesurant ces trois donnees. L’erreur commise 
dan§ la mesure de chacun des angles influe d’une certaine maniere 
sur I’erreur du resultat calcule, et I’erreur de la mesure de la base c 
influe aussi sur I’erreur du resultat total du calcul. La question que 
nous avons en vue consiste a examiner quelle peut etre I’influence 
II. 70 
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respective des trois erreurs partielles, en sorte que, connaissant I’er- 
reur moyenne que I’on peut attribuer a chacune do ces mesures par- 
tielles, on en conclue I’erreur moyenne qui peut etre attribute k la 
valeur inconnue, fonction des trois quantiles donnees a, b, c. 

Le nombre des quantites donnees, dont I’inconnuc x est une cer- 
taine fonction, pourrait etre beaucoup plus grand que trois. Par 
exemple, si I’on avait a mesurer la difference de niveau dc deux points 
eloignes, on diviserait la distance totale en un certain nombre de par- 
ties, et, en appliquant I’instrument a chaque portion de cet intcrvalle, 
on en conclurait la difference de niveau des deux extremites.' 

II en serait de meme si, ayant a mesurer la distance de deux points 
donnes, on appliquait la mesure a differentes portions de cet inter- 
valle; la somme des resultats ferait connaitre d’une maniere approchee 
la distance totale. 

C’est principalement a des operations de ce genre que Ton sc pro- 
pose d’appliquer la regie qui est I’objet actuel de notre recherche. 
En general, on suppose qu’une grandeur x est une certaino fonction 
Yia,h, c, d, ...) de plusieurs quantites donnees a, b, c, d, — Le 
caractere de cettc fonction est connu. Par exemple, il sufflt, pour 
trouver x, d’ajouter ensemble toutes les quantites mesurees; gdnera- 
lement, il fautoperer d’une certaine maniere sur toutes les quantites 
donnees a, b, c, d, e, . et le resultat de la derniere operation est la 
valeur de x. Or on suppose que, pour chacune des quantites donnees, 
on connaisse par experience I’erreur moyenne qui peut etre coinmisc, 
ou les liinites entre lesquelles cette erreur est certainement comprise. 
On demande quelle est I’erreur moyenne qui correspond au resultat 
calcule, et quelles sont les limites entre lesquelles est certainement 
comprise 1’ erreur de ce resultat. 
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III. 

Expression differentielle de I’erreur da resultat calcal6. Cette expression ne suffirait point 
pour resoudre la question que Ton doit se proposer. 

Avant d’enonccr la regie generale qu’il faut suivre pour determiner 
cette erreur moyenne du resultat du calcul, il est necessaire de faire 
remarquer I’influence que peut avoir chaque erreur partielle sur I’er- 
reur du resultat. L’Analyse mathernatiquc resout facilement cette der- 
niere question par la metliode differentielle; inais, comme I’expression 
analytique n’est point assez generalement connue, nous y ajoutcrons 
plus has une regie pratique d’un usage tres facile, et qui, dans tons 
les cas possibles, conduit au meine resultat. Void, en premier lieu, 
I’expression analytique. 

Nous designons par da, db, dc, ... I’errcur de chacune des inesures 
partiellcs. La function F (a, h,c, . . .) represente cette fonction connue 
qui exprime la valeur de x. Cette fonction indique une suite d’opera- 
tions qu’il faut effectuer sur les quantites donnees a, h,c, . . . , afin que 
le resultat de la derniere operation soit x. Cela pose, on differentiera, 
par rapport a chacune des variables a, h, c, . . . , I’equation 

(0 x = '£{a,b,c, .. .), 

ct Ton trouvera 

( 2 ) dx b, c, . . .) da c, . . .) db + b, c, . . .) dc + 

Les coefficients F, {a, h, c, ...), F2(a, b,c , .. .), Fi(a, b, c, . 

sont des fonctions de ces memes variables a, b, c, ..., et les valeurs 
numeriques de ces fonctions, quo nous designerons par F, , F,, F,, . . . , 
peuvent etre calculees, parce qu’on y attribue aux variables a, b, 
c, . . . les valeurs respectives qui proviennent des mesures. Quant aux 
facteurs da, db, dc, .. ., places dans la formule (2) a la suite des 
coefficients differentiels F<, Fa, F3, . .. , ils representent des quantites 
tres petites, savoir les erreurs que Ton a commises en mesurant les 
grandeurs donnees a, b, c, Par exemple, si Tune des grandeurs 
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mesureesa estune ligne droite pme pour base, I’erreur de la niesurc 
pourrait etre d’un. centimetre. Si cette grandeur a etait un angle, I’er- 
reur da de la mesure pourrait etre exprimee ainsi da = ou line 

minute, - designant, selon I’usage, la longueur de la demi-circon- 
ference du cercle dont le rayon est i. L’equation ( 2 ) pourrait done 
faire connaitre I’erreur de I’inconnue x si les erreurs respectivcs des 
grandeurs donnees da, db, dc, ... etaient conniies. Mais c’est une 
question tres differente que nous avons a resoudre; car les erreurs 
effectives da, db, dc, . . . ne sont pas connues. On sait seulement, par 
I’usage repete de I’instruinent qui sert a la mesure, que ces erreurs 
ne peuvent exceder certaines limites, et Ton regarde comme certain, 
dans la pratique, que la valeur exacte de la grandeur mesuree est com- 
prise entre les deux valeurs que Ton trouve en ajoutant au resultat 
mesure une quantile assez petite, que nous designons par Da, et en 
retranchant Da du resultat mesure. 

Or il faut trouver, pour I’erreur de la grandeur inconnue x, une 
petite quantite Da; analogue a Da, c’est-a-dire telle qu’on soit pre- 
cisement aussi assure que la valeur trouvee pour x- est comprise entre 
X — Da; et a; + Da; qu’on est assure que la valeur de a qui a ete me- 
suree est comprise dans le resultat de la mesure augmentee de Da el 
ce meme resultat diminue de Da. 


IV. 

Enonce de la regie genSrale qui r^sout cette derniere question ; calcul de la limite 

de Terreur. 

Ayant rAsolu cette derniere question par une analyse exacte, nous 
sommes parvenu a une regie generale exprimee par I’equation sui- 
vante : 

( 3 ) = v'(F7D^^(FsD6)^h- (F7DcT‘TT. 

Les valeurs numeriques de F,, F^, F,, ... sont connues. Celles des 
petites quantites Da, D6, Dc, ... sont donnees aussi, parce que l ap- 
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plication repetee de I’instrument a fait connaitre que les erreurs des 
grandeurs mesurees a,b,c, ... sont respectivement comprises entrc 

a — Da et a + Da, & — D6 et DZ>, c — Dc et c + Dc, Ainsi 

Ton determinera, par I’equation (3), la valeiir de J)x, et Ton en con- 
clura que la valeur exacte de x ne differe de celle que donne I’equa- 
tion (i), savoir x = ¥(a, b, c, ...), que d’une quantite positive on 
negative moindre que Da?. 

Nous avons remarque plus haut que les limites Da, D/^ Dc, ... des 
plus grandes erreurs que Ton puisse attribuer aux valeurs mesu- 
rees a,b,c, ... sont indiquees par I’application repetee de I’instru- 
ment. En etfet, si Ton calcule le nombre que nous clesignons par g 
dans les articles IX et suivants du Memoire M, on sera assure que 
le triple de ce nombre g surpasse la plus grande erreur positive ou 
negative a laquelle on est expose en prenant pour a le resultat moyen 
donne par I’instrument. C’est cette valeur 3g que Ton prendra pour 
Da; en appliquant un calcul semblable a la valeur mesuree h, on con- 
naitra DZ>. II en sera de meme des limites des erreurs qui conviennent 

a toutes les quantiles a, b, c, On pent done, en appliquant I’equa- 

lion (3), calculer ainsi la valeur de Da;. 

V. 

Application de la mfime regie au calcul de I’erreur moyenne. 

Considerons maintenant la valeur moyenne telle qu’elle a etb de- 
fmie dans I’article IX du Memoire M, et designons par da cette 
erreur moyenne qui se rapporte a la grandeur mesuree a. On sail 
que cette erreur moyenne depend aussi du nombre g; ainsi, ayant 
calcule la valeur de g qui provient de la formule rapportee dans I’ar- 
ticle X du Memoire M, on multipliera g par le facteur 0,47708, et 
Ton connaitra I’erreur moyenne da. On operera de la meme maniere 
pour b, c, et Ton trouvera les erreurs moyennes d6, dc, . . . ; il ne 
reste plus qu’a substituer, dans la formule (3), ces valeurs da, Ab, 
dc, ... au lieu de Da, l>b, Dc, Le premier membre de I’equation 
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exprimera la valeur clierchee de da?; on connaitra done quelle est 
I’erreur moyenne que Ton peut attribuer a I’inconnue. 


VI. 


Remarques sur Femploi de cette regie; enonce exact de la consequence qu’elle fournit. 


L’analyse precedente se reduit aux propositions que nous aliens 
enoncer. L’equation (i), savoir x — Y{a, b, c, ...), donne, par hypo- 
these, la valeur de x en fonction de a, b, c, . , grandeurs connues 
qui ont ete mesurees. Les va!leurs qui proviennent de ces mesures sont 
a, h,c, . . . , et elles sont alfectees de petites erreurs designees par da, 
db, dc, L’equation differentielle ( 2 ), savoir 

dx El da Ej db — H F 3 dc H~ • * * j 

ferait connaitre I’crreur dx du resultat si les erreurs partielles da, 
db, dc, ... etaient connues. L’equation (3), savoir 

(3) - (/(Fi + (R 2 D/^)^ -t- (Fj Dc)'^-t- . . . , 

exprime que la valeur de x, deduite de I’equation ( 1 ) en mettant 
pour a, b, c, ... les resultats des mesures, est assujettie k une cer- 
taine erreur Da?, et que la valeur exacte de a? est comprise entre 
a? — Da? et a? -H Da?, Da, D6, Dc, ... designant les limites des plus 
grandes erreurs que Ton peut supposer dans les resultats des mesures 
de a, c, — Enfin I’equation (4), savoir 

(4) da;:= v/(E, da)^+ (E 2 dt'P+ E 3 dc)^H-. . ., 

exprime I’erreur moyenne da? de I’inconnue a?, lorsqu’on designe par 
da, db, dc, ... les erreurs moyennes des resultats des mesures. 

Ce sont ces equations (3) et (4) qui fournissent des consequences 
tres utiles et tres generales dans les applications du calcul. II ne faut 
jamais perdre de vue la definition de I’erreur moyenne et considerer 
qu’une erreur moyenne partielle da est celle dont la probabilite est {•, 
ainsi, en repetant la mesure un tres grand nombre de fois, il arriverait 
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deux cas differents, celui ou I’erreur serait moindre que Aa et celui 
oil I’erreur commise surpasserait da. Or, en coniparant le nombre des 
evenements du premier cas a celui du second, le rapport de ces deux 
nombres approcherait d’autant plus de I’unite que le nombre des eve- 
nements serait plus grand, et I’unite est la limite de ce rapport. II en 
est exactement de meme de I’erreur moyenne Ax exprimee par I’equa- 
tion (4)- L’erreur que Ton pourrait commettre en faisant x egal a 
F(a, b, c, . . .) est precisement aussi possible que I’erreur da ou d4, 
ou dc, .... La probabilite de commettre une quelconque de ces erreurs 
est i. 

En considerant done un tres grand nombre de cas, il arrivera autant__ 
de fois que I’erreur commise en prenant x egal a F(a, b, c, . . .) sera 
au-dessous de Ax qu’il arrivera de fois que cette erreur surpas- 
sera da?. 

VII. 

Application au cas ou I’inconnue est 6gale a la somme dos quantitds mesurees. 

Pour exposer completement les consequences que fournissent les 
equations ( 2 ), (3), (4), il conviendrait de multiplier les exemples; 
ceux quo nous aliens rapporter presenteront du moins quelques appli- 
cations. 

Le cas le plus simple est celui ou I’inconnue est formee de la somme 
ou des differences des quantites mesurees. C’est ce qui a lieu dans les 
nivelleraents , et en general lorsqu’on divise en plusieurs parties la 
quantite inconnuc etque, ayant raesure separement chacune des par- 
ties, on en conclut le resultat total. 

Supposons done que la fonction designee precedemment par 
F(a, b,c, d, e,/, ...) soit a -+- b -h c d e -h . . . , I’equation (i) 
devient 

(i) ^ zn a -h H- c -H . . . ; 

on conclut, par la differentiation, I’equation ( 2 ) ou 

dx — del H- db -h dc -1- . . . ; 


( 2 ) 
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done, Da, D6, Dc, ... designant les limites respectives des plus 
grandes erreurs que I’on puisse commettre en mesurant a, b, c, . . . , 
on a 

et, si Ton represente par da, Ab, dr, ... les erreurs moyennes et sup- 
posees connues des quantiles a, 5, r, . . ., on a 

(4) dic — y'da*-i-d6^-l-dc^-l-. . .. 

11 faut done coneevoir : i“ que I’application repetee des instruments 
a fait eonnaitre que, en mesurant les quantites a, b, c, ..., les plus 
“grandes erreurs que Ton puisse commettre sont comprises entre 

a — Da et a + Da, h — Db ei b Db, c — Dr et c -i- Dr et I’on 

conclut de I’equation (3) que la plus grande erreur que Ton com- 
rnettra en prenant pour a; la somme des longueurs partielles a, h, 
c, ... est comprise entre cette somme a h- -t- r + . . . augmentee de 
v/Da* -h Db- + Dr^ -i-...eta-i-Z»-i-c-i-... — \/Da^ -l- DZ>^ -i- Dr* + 

Get enonce donne lieu a la reinarque suivante. 

YJII, 

Remarque sur le r^saltat que Ton trouverait en ne considerant que les plus grandes 
limites des erreurs partielles. 

Puisque la plus grande erreur que Ton peut commettre en mesu- 
rant la quantite a est, par bypothese, moindre que la valeur absolue 
Da, on conclut que la valeur de a est certainement comprise entre 
a — Da et a+-Da; et, puisqu’il en est de meme des limites ±D6, 
±: Dr. . . . et des erreurs des mesures pour b, c, d, . . . , \\ s’ensuit que, 
si, dans I’expression x = a + b-{-c-i-..., on donne aux parties a, 
b, c, ... leurs plus grandes valeurs possibles, qui sont a-i-Da, 
b + D^, r -H Dr, . . . , on trouvera la plus grande valeur possible de la 
somme. On trouverait ensuite la moindre valeur possible de la somme 
en prenant pour a, b,c, ... leurs raoindres valeurs possibles, qui se- 
raient a — Da, b — Db, c — Dc, . . . ; done la valeur de x serait cer- 



ET SUR LES ERREURS I)ES MESURES. 561 

tciinCDiGnt cornprisG GntfG Ifi sonnuG d b -i— c -i- . . . auginGntGG cIg 
D a -i- D/; -t- Dc . et cette somme diminuee de Da h- D^< + Dc + . . . ; 
inais on n’aurait ainsi qu’iine connaissance bien imparfaite des limites 
do I’erreur que Ton pent commettre en prenant pour a; la somme 
a -I- /; H- OH- . . . dos grandeurs mesurees. En effet, ces limites extremes 


et 


G. -1- h “4" c -f" . . . — D Cl — D 6 — D c — ... 
G “1— h -4- c — h . . . - 4 “ D d 4“ D Z? 4~ D c 4~ . . . 


comprennent certainemerit la valeur exacte de x\ mais elles ne sont 
pas assez rapprochees, et I’intervalle est excessif, ce qui a lieu surtout 
lorsque Ics quantites donnees a, h, c, . . . sont en assez grand nombre. 
11 n’cn est pas de meme des limites que donne I’equation (3), savoir 

a-\-b + c + ...-^ Dc^-h. .. 

et 

« H- 6 + 0 -h . . . — \/Do‘'* . 

Ces dernieres limites correspondent precisement aux limites a — Da, 
h — D/h c — Dc, . . . , a H- Da, h h- Bh, o -+- Do, . . . ; c’est-a-dire qu’il 
est precisement aussi probable que I’erreur dea;, en plus ou en moins, 
n’excede pas h- \/ r5a- h- !)/>“ - i- Do- h- . . . qu’il est probable quo I’er- 
rcur de a, on plus ou en moins, n’excede pas Da. line erreur de a 
plus grande que Da n’est pas rigoureuscment impossible; mais, dans 
la pratique, on doit exclure cet evenement, parce que sa probabilite 
est plus petite qu’un vingt-millieme. 

Or la possibilite de commettre, en plus ou en moins, une erreur 
plus grande que H- Bb'^ -f- Do'^ H- . . . en prenant pour x la somme 
a -h H- c H- . . . est exactement la meme que la possibilite de com- 
raettre sur la valeur de a une erreur plus grande que Da. La probabi- 
lity de I’un et I’autre evenement est la nieme, et elle est plus petite 
qu’un vingt-millibme. 

La meme consequence s’applique aux erreurs Dft, Dc, — La proba- 
bility de commettre, dans les mesures respectives de a, h, c, . . . , des 
erreurs positives ou negatives qui surpassent Da, DZ), Do, ... est, par 

n. 7' 
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hypothese, la meme pour chacun de ces evenements. Cela derive de 
la maniere dont on a determine ces limites Da, D&, Dc, . . . ; car, apres 
avoir trouve, par le calcul du resultat moyen, et separement pour a, 
Zi, c, la valeur du nombre en faisant I’application de la regie 
de I’article IX, Memoire M, on a pris, pour chacun do ces cas, le 
triple du nombre g. Par consequent, la probabilite designee par P, 
flans la seconde colonne du Tableau de I’article XI, sera la meme pour 
chacun de ces cas, puisque le facteur d est le meme, savoir 3. Or la 
probabilite P, commune aux erreurs.Da, DZ>, Dc, . . . , est aussi com- 
mune a I’erreur Dj; exprimee par I’equation (3). On serait exac- 
tement aussi fonde a croire que, en prenant pour a; la somme 
a -t- 6 -H c + . . . , on commettrait une erreur positive ou negative plus 
grande que -i- -f- . . . que I’on serait fonde a admettre 

pour a, b, c, ... une erreur plus grande que Da, Db, Dc, 

On trouve la meme conclusion si Ton considere les crreurs moyen ni's 

dfl, dZi, dc En effet, pour trouver ces petites quantites da, dZi, 

dc, . . . , on a calcule separement les valeurs du nombre g (jui con- 
viennentaux quantites mesurees a, Z», c, . . . , et Ton a rnultiplie chacun 
de ces nombresg-par un meme facteur, savoir 0,47708 : c’est en cela 
que consiste I’application de la regie qui donnc I’crreur moyen ne, 
articles IX, X, XI du Memoire M. Done la probabilite dc I’erreur 
moyenne da est la meme que celle de I’erreur moyenne dZ> ou de 
I’erreur moyenne dc. Cette probabilite commune est car les prin- 
cipes analytiques dont nous avons deduit I’equation (4) prouvont que 
la probabilite de commettre une erreur positive ou negative egale a 
\jda-+ db- -t- dc- -I- . . . , en prenant pour x la somme a -1- Z* -t- c -1- . . . , 
est la meme que celle des erreurs partielles da, dZ», dc 

IX. 

Expression do I’erreur moyenne dans le cas g4n6ral. 

En general, lorsqn’on emploie I’equation (4) pour estimer I’erreur 
que Ion pent commettre en prenant pour a; la valeur donnee par le 
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calcul, savoir 


a:~'E{a,b,c,.. .), 


on trouve que I’expression 


r:= sJi, Fi da)2 + ( F 2 d6)^ + ( Fs dc)^ 4- . . . 


est celle de I’erreur moyenne da?; ainsi la probabilite de se tromper, 
en plus ou en moins, de cette quantite d» est exactement 5. II y a 
autant a parier que I’erreur du resultat du calcul surpasse da; qu’il 
y a a parier que cette erreur est au-dessous de da;. Si done ou sup- 
posait que Ton applique un tres grand noiubre de fois la formule 

(i) a: — V{a,b,c, ...) 


en inesurant les donnees a, h, c, ... et prenant ebaque fois x egal a 
F(a, h, c, ...), on commettrait dans cbacun de ces calculs une cer- 
taine erreur sur la determination de a?, et cette erreur pour x pro- 
viendrait de celles que Ton aurait commises en niesurant a,b,c, — 
D’un autre cote, on peut determiner, par I’application de la regie 
generale des resultats moyens, Memoire M, les erreurs moyennes da, 
Ab, de, . . ., et en conclure la quantite 

d.cc = 1 + (F-i cic)“ 

pour chacune des erreurs que Ton commet sur x en prenant x egal 
a Y{a,b,c, ...)• et il peut arriver que cette erreur surpasse Ax, ou 
soit moindre que Ax. Cela pose, la consequence analytique exprime 
que Tun des cas est precisement aussi probable que I’autre : ils arri- 
veraient I’un et I’autre un meme nombre de fois sur un tres grand 
nombre d’applications du meme calcul. Le rapport de ces deux nom- 
bres de fois approche continuellement de I’unite, qui en est la limite. 


X. 

Mesure de la probability d’une erreur quelconque. 

Si, au lieu de multiplier le nombre g par le facteur 0,47708, on 
choisit un autre facteur commun, on trouvera une autre expression 
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de I’erreur du resultat. Cette erreur ne sera point da;, et la probabilite 
ne sera point elle sera egale au nombre P (Memoire M, article XI) 
qui repond au tacteur que Ton aura choisi. On connaitra done, dans 
tons les cas, la probabilite do cette erreur differente de da;. 


XI. 

L’erreur que Ton deduirait de Texpression differeiiLielle sorait excessive. Exemple 
particulier qui moutre la v6rit6 de cette remarque- 

Nous avons dit que, en attribuant aux erreurs partielles Da, Y)b, 
Dc, . . . les plus grandes valeurs que Ton puisse admettre d’aprijs la na- 
ture connue de I’instrument qui sert a mesurer ces quantites, on troii- 
verait facilement les limites extremes de I’erreur que Ton peut com- 
mettre en prenant pour a; la valeur 

.r = F(«, b,c ,. . .), 

mais que ces limites sont trop distantes et different beaucoup des 
resultats exposes dans le present Memoire. En effet, si Ton applique 
I’equation differentielle 

( 2 ) Ej Dtt 1*2 Dt? -f- J* 3 Dc — H ... ^ 

et si I’on attribue a Da, D 6 , Dc, ... les plus grandes valeurs ou posi- 
tives ou negatives qu’il soit possible d’admettre pour les erreurs de 
mesure Da, Db, Dc, . . . , il est certain que le second membre de I’equa- 
tion (2) donnera pour Da; deux limites, dont Tune, formee dc quan- 
tites toutes positives, surpassera la plus grande erreur possible, et 
I’autre, formee de quantites toutes negatives, excedera aussi la plus , 
grande erreur negative. On serai t done assure que toute erreur pos- 
sible de X est comprise entre ces limites. Par exemple, supposons que 
la function F(a, Z>, c, . . .) soit celle-ci a- -h -i- . . . , on aura, 

pour I’equation (2), 

(2) Da: 3= 2aDa -H 2 ADA -4- 2 cDc -1- . . . . 

SI actuellement on connait, par Texperience commune de I’instru- 
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ment qui sert a mesurer a, que jamais I'erreur commise en plus n’ex- 
cede Da et que jamais I’erreur commise en moins n’excede Da, et si 
Ton connait aussi pour les autres quantites b, c, ... les plus grandes 
erreurs Db, Dc, ... qu’il soil possible de commettre, on substituera, 
dans I’equation (2) : 

1° Les valeurs extremes de Da, Y>b, Dc, . . . qui rendraient tous les 
termes positifs; 

Ces memes plus grandes valeurs de Da, D&, Dc, ... qui ren- 
draient tous les termes negatifs. 

Prenant done pour Da; la somme de tous les termes positifs, et en- 
suite la somme de tous les termes negatifs, on obtiendra deux limites 
entre lesquelles sera necessairement comprise la valeur eventuelle de 
Bcc, et Ton connaitra, par ce moyen, les limites extremes des erreurs 
auxquelles on est expose en determinant a? par le calcul, e’est-a-dire 

en prenant a? egal a la somme des carres -h b- -h c- -h Ce sont 

les limites d’erreurs que Ton determinerait par I’equation (2); mais, 
en ne faisant ainsi aucun usage de I’Analyse des probabilites, on esti- 
merait mal la precision du resultat : il est plus exact que ne I’indique 
cette equation (2). On doit rapprocher les limites, et conclure quo le 
resultat du calcul est compris entre ces nouvelles limites. C’est cette 
conclusion que donne I’equation (3), savoir 

(3) Bee \/(2 a Bay+ (2Z»1)&)“H-2cDc)-4-.... 

En la comparant a I’equation (2), savoir 

Bee — 2 a Da -H 2 bBb-i- 2 cBc-\-. 

on voit que, au lieu de prendre la somme des termes supposes tous 
positifs, on prend la racine carree de la somme des carres de ces 
memes termes. Or ce dernier resultat a toujours une valeur absolue 
moindre que la somme des termes tous positifs. 
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XII. 

Cette derniere eonsdquence est gfe^rale. Construction qui la rend tres sensible. 

Dans le cas general, I’equation differentielle (2) est 
dco Fi da F2 dh h— dc —H • * • 
et I’equation ( 3 ) est 

(3 ) D^ — ^(Fi D< 2 )" -h (Fg D^ )" (F 3 Dc )~ -t- .... 

Cette derniere equation differe de la precedente (2) en ce que la 
somme des termes F, Da, F^D^, . . . , que I’on supposerait tous positifs, 
est remplacee par la racine carree de la somme des carres de memes 
termes; or cette racinfe carree est toujours moindre que la somme des 
termes supposes tous positifs. Une construction simple rend cette der- 
niere consequence sensible; en effet, a I’extremite de la droite 01, 
dont la longueur est a, on eleve sur 01 la perpendiculaire 1 2, dont la 


Fig. 3. 



longueur est />; puis, ayant tire la droite 02, on eleve perpendiculai- 
rement sur cette droite, au point 2, une ligne droite 2 3 , dont la lon- 
gueur est c. On mene la ligne o 3 , et sur cette ligne, au point 3 , on 
eleve la perpendiculaire 3 4, dont la longueur est d, ainsi de suite. 

Le carre o 2 est egal a la somme des carres a^-t- 4 *; le carre o 3 
est egal a •, le carre o 4 est egal a c-^ , 

ainsi de suite, en continuant indefiniment la construction. Le peri- 
metre 01234 est la somme des termes a -4- 4 -1- e -t- rf, et la derniere 
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diagonale o4 est egale a la racine carree de la somme des carres, ou 
\J ci^ — H b~ -t- c~ -4“ d ~ . 

Ainsi le second membre de Tequation ( 3 ), savoir 

\/{Fi (F2R^>)"H- (Fs Rc)^-i- . . . , 

a toujours une valeur absolue moindre que le second membre de 
I’equation (2), forme de termes tous positifs, savoir 

Fi Da -t- Fj l)i> -1- F3 Dc H- . . . ; 

car les valeurs de Da, Db, Dc, ... sont ici les memes, et Tune des 
quantites est le perimetre oi2 34 » I’autre est la diagonale o 4 - Done 
I’application de I’equation (2) ne donnerait pas une juste connais- 
sance de la precision des resultats du calcul; e’est I’equation ( 3 ) 
qu’il faut employer pour connaitre les limites du resultat calcule qui 
correspondent rigoureusement aux limites des plus grandes erreurs 
dont les quantites mesurees puissent etre alfectees. Toutefois il n’est 
pas inutile de considerer ces limites extremes donnees par I’equa- 
tion (2); car on acquiert d’abord une connaissance approchee des 
limites de I’erreur possible du resultat; ensuite on obtient une expres- 
sion exacte en prenant la racine carree de la somme des carres des 
termes qui formaient le second membre de I’equation (2). 

XIII. 

La mtoe analyse s’applique k la question qui a pour objet d’estimer la limite de I’erreur 
de la mesure d’ano longueur composde d’un grand nombre de parties; rdsuUat gdn^ral 
de la solution. 

La question que nous allons citer pour exemple s’est presentee, en 
effet, dans la pratique des arts, et elle est tres propre a montrer 
I’usage des principes que Ton vient d’exposer. 

L’analyse qui nous a servi a determiner I’expression de I’erreur 
moyenne resout aussi la question suivante, dont les consequences 
sont remarquables. Lorsqu’on mesure une quantite composee d’un 
grand nombre de parties en appliquant la mesure a chacune des par- 



568 SECOND MfiMOIRE SUR LES RtiSULTATS MOYENS 

ties, I’erreur du resiiltat total depend des erreurs partielles suivant 
une certaine loi qu’il s’agit de decouvrir. Nous supposons que, en 
mesurant chaque partie, on puisse se tromper, soit en plus, soil en 
inoins, d’une certaine quantite que Ton regarde comme une limite 
connue par I’experience. On considere que, le nombre des parties 
etant considerable, on ne doit pas supposer que toutes les erreurs 
partielles seront du meme signe; il est, au contraire, extremement 
vraisemblable que, I’erreur negative etant supposee aussi facile que 
I’erreur positive, il s’etablira, dans un grand nombre d’erreurs par- 
tielles, une compensation qui tend a diminuer I’erreur totale. Il n’esl 
pas rigoureusement impossible que les erreurs partielles, meme en 
tres grand nombre, soient toutes positives ou toutes negatives; mais 
on ne doit point, dans la pratique, supposer qu’un tel evenement a 
lieu, parce que sa probabilite est trop petite. Elle est comparable a 
celle de plusieurs evenements que nous savons n’etre pas entiereraent 
impossibles, mais dont la probabilite est si faible que, dans I’usage 
ordinaire, aucun homme raisonnable ne les admet comme des motifs 
de ses determinations. Il s’agit raaintenant d’estimer I’erreur totale 
que Ton estfonde acraindre lorsque, ayant mesure chacune des par- 
ties, on en prend la somme pour exprimer la longueur entidre. On 
suppose que chaque erreur partielle a laquelle on est expose peut etre 
egalement positive ou negative, et que Ton sait, par une experience 
repetee, que cette erreur est comprise entre de certaines limites. II 
s’agit de determiner les limites correspondantes de I’erreur totale; ces 
limites cherchees doivent etre telles que Ton soit aussi fonde a croire 
que la longueur entiere est comprise entre elles que Ton est fonde a 
croire que I’erreur d'une seule mesure est comprise entre les deux 
limites indiquees par I’experience. 

L’Analyse mathematique resout completement cette question; en 
voici le resultat ; si Ton designe par e la limite de I’erreur positive ou 
negative a laquelle on est expose en mesurant upe seule partie, il faut 
multiplier cette limite e par la racine carree du nombre n des parties, 
et le produit e \Jn est precisementla limite del’erreur positive ou nega- 
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live que Ton peut commettre dans la longueur entiere, composee d’un 
n ombre n de parties. 

Designant par a le resiiltat total que Ton vient de trouver par I’ad- 
dition des n parties, on est precisement aussi fonde a croire que la lon- 
gueur chercbee est comprise entre a-j-e\ln at a — e\/n que Ton est 
fonde a croire que chaque resultat partiel est compris entre celui 
qu’on a trouve, plus e, et ce resultat diminue de e. On commettrait 
done une grande erreur si Ton multipliait par le nombre n la limite e 
d’une erreur partielle et si Ton coneluait que la longueur chercbee 
est entre a -h ne ct a — ne. Ces deux limites sont beaucoup trop eloi- 
gnees, et Ton n’aurait ainsi qu’une connaissance tres imparfaite de la 
precision du resultat. C’est par la racine carree du nombre n, et non 
par ce nombre, qu’il faut multiplier I’errcur possible de chaque opera- 
tion partielle. 

XIV. 

Exeinple de ceLle dernidro quesLion. 

La question que Ton vient d’indiquer s’est offerte plusieurs fois 
dans les applications, et, par cxemple, lorsqu’on a voulu determiner 
la hauteur de la pyramide de Memphis de Cheops. La construction de 
ce singulier monument permettait de mesurer separement chaque 
assise, et les personnes qiii se ebargeaient de cette operation connais- 
saient par experience la limite de I’erreur que Ton pouvait commettre, 
soit en plus, soit en moins, dans une mesure partielle. II s’agissait 
d’estimer d’avance le degre de precision que Ton obtiendrait par ce 
procede. La question ayant etc resolue par I’analyse des chances, on 
reconnut que, pour estimer Ferreur totale a laquelle on serait expose, 
il suffisait de multiplier la limite des erreurs partielles par i4, car le 
nombre des assises est 2o3. Lorsque I’operation fut achevee, on en 
put comparer le resultat avec celui des mesures trigonometriques du 
meme monument, et Fon trouva entre les deux hauteurs, ainsi d4ter- 
minees par des precedes tres differents, une conformite singuliere, 
dont on aurait pu etre surpris si la question analytique n’avait point 
IL 72 
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ete resolue auparavant. Les memes consequences s’appliquent aux 
grands nivellements, a la mesure des bases geodesiqiies et a diverscs 
questions de ce genre. 

XV. 


Coefficients differentiels qui mesurent I’influence de chaque erreur partiolle sur I’crrour 

du resultat. 

Nous poursuivrons maintenant I’exposition des regies generalcs qui 
servant a estimer la precision des resultats calcules. On a rapporte 
plus haut I’expression differentielle de I’erreur d’une fonction quel- 
conque F(a, b, c, ...), qui contient plusieurs quantites mesurees a, 
b, c, d, e, . . cette expression 

djs = 'Fi{a, b,c, . . .) da-i-fiia, b, c, . . .) db I),c, . . .) dc . 

se forme en differentiant successivement la fonction proposee 
F(a, b, c, .. .) par rapport aux variables a, h, c, . . .. On trouvc ainsi 
d’autres fonctions F, {a, b,c, . . .), f.,(a,b,c, b, c, .. .), ... 

dans lesquelles les valeurs attribuees & a, b, c, ... sont celles quo les 
mesures ont donnees. 

Les petites quantites da, db, dc, ... sont les erreurs inconnucs quo 

I’on a commises en determinant ces valeurs de a, h, c. II faut 

remarquer que chaque coefficient, tel que F,(a, h, c, ...), fait con- 
naitre en nombre comment I’erreur commise dans la mesure de la 
seule grandeur a, influe sur I’erreur da;\ car il y a une premiere partie 
de cette erreur, savoir le premier terme F^(«at, b, c, ...)da, qui se 
forme en multipliant I’erreur par le coefficient connu F, (a, b,c , . ..). 
Plus ce coefficient est grand, plus la seule erreur da concourt a I’er- 
reur dx du resultat calcule. La consideration de ces coefficients est 
done importante; car chacun d’eux mesure I’efTet provenant do cha- 
cune des erreurs da^ db, dc, ... pour former I’errefir dx-, et il est trbs 
utile de connaitre separement I’influence de chacune des erreurs de 
mesure des quantites donnees, car on distingue ainsi quelles sont 
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oelles de ces donnees qu’il est le plus necessaire de mesurer avec 
beaucoup de precision. 

XVI. 

Higgle pratique qiii fait connaitre faciloment la premiere partie de I’erreur du resultat 
et le coofficiont diffcrentiel propre k cette partie. 

L’emploL de I’analyse differentielle semble ici nous eloigner du but 
principal, qui est de rendre les applications f^iciles et usuelles; mais 
on peut heurcusement suppleer a cet usage du Calcul differentiel. En 
(tfTet, la fonction F(a, Z», c, ...) est connue par li^poth'ese; on sait 
comment il faut operer sur les donnees a, b, c, .. . pour determiner a;, 
dont la valeur est F(«, h, c, ...)..Cela pose, on donnera d’abord a a, 
b, c, , . . les Yaleurs qui resultent immediatement des mesures, et Ton 
calculera en nombre F(<3:, b, c, . : on aura ainsi un premier resultat 
que nous designerons par F ; ensuite on fera yarier I’une des donnees, 
comme la premiere a, en auginentant la valeur que Ton vient d’attri- 
buer a a d’une tres petite quantite. Par cxeinple, si a est une lon- 
gueur, on ajoutera a cette longueur un centimetre, et Fon recom- 
incncera I’operation precedente sans rien changer d’abord aux autres 
quantites h, c, d, on conservera done exactement a ces autres 
quantiles les valeurs h, c, d, . . . que les mesures ont donnees; la 
valeur de a sera seule changee. Or cette nouvelle operation donnera 
an second resultat qui difierera un peu du premier F. Nous le desi- 
gnons par F-hD^F. On ecrit ici D«F pour indiquer que la difference 
du premier resultat au second est due a la seule variation de la quan- 
tite donnec a. 

Cette petite difference D^F n’est autre chose que la partie de dx 
qui provient de la petite difference que Ton vient d’gjouter a la 
valeur a, et cette difference est, comme on I’a suppose, par exemple 
d’un centimetre. Ainsi la difference D^F que Ton vient de trouver entre 
le premier resultat et le second est le premier terme F, (a, b,c, . . .) 
de la valeur de doc donnee par I’equation ( 2 ). Ce premier terme est le 
produit de I’accroissement de a, que Ton a suppose ici un centimetre. 
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par le premier coefficient F, («, h, c, ...), qui mesure I’influence par- 
tielle de la seule erreur de a. 

Par consequent, si Ton voulait connaitre le premier coefficient, il 
faudrait diviser la difference trouvee D«F par un centimetre. En efifet, 
cette difference D^F du second resultat au premier exprime ce que 
chaque centimetre d’erreur dans la mesure de a produit d’erreur dans 
la determination de x. 

Au reste, il suffit a I’objet de notre recherche de trouver D«F ; car 
c’est le premier terme de la valeur de dx donnee par I’equation (2). 


XVII. 

La mi^rne regie fait connaitre toutes les parlies do Terrour du resultat et tons 
les coefficients differentiels qui s’y rapportent. 

On trouvera de la meme maniere les autres parties de la valeur de 
dx. Ainsi, pour former la seconde partie F2(n!, b,c, .. .)db, on fera 
varier b d’une petite quantite D4, par exemple une minute ou unc 
partie de rdinute si b est un angle, et un centimetre ou une partie de 
centimetre s’il s’agit d’une longueur. On attribuera done a 6 la valeur 
h + Dj, et I’on calculera la fonction F(a, 6 -+- Dj, c, . . .) en conservant 
aux autres quantites a,c, ... les valeurs que I’on avait employees pour 
calculer le premier resultat F(a, 6, c, ...) : on trouvera ainsi, par une 
seconde operation, une valeur un peu differente de r(a, b, c, . . .), et; 
designant par D^F I’ecart tres petit dont la nouvelle valeur surpasse 
F (a, b,c, . . .), on connaitra la partie de dx que produit la variation 
de la quantite b. Get accroissement de dx est egal a b, c, . . .) Dj, 
e’est-a-dire a I’erreur que produirait dans la valeur dea; une erreur D* 
dans la mesure de b. Ainsi, divisant I’accroissement que Ton vient de 
trouver dans le second calcul par I’accroissement connu D*, on con- 
naitrait le coefficient F2(«, b, c, ...) si I’on avait besoin de le deter- 
miner; mais il suffit de considerer le produit F(a, b,c, . . .) D*, qui est 
la seconde partie de la valeur de dx. 

Un troisieme calcul fera connaitre de la meme maniere le troisieme 



ET SUR LES ERREURS DES MESURES. 


57S 


terme F 3 (a, b, c, II faut faire varier la seule quantite c d’une 

petite quantite D^., que Ton pent d’abord prendre arbitrairement, et 
calculer un troisieme resultat F(<^, Z>, c-t-D^ ...); en comparant ee 
quo Ton trouye avec le premier resultat F(a, b, c, .. .), on trouvera 
I’accroissement D^F, ce qui est la valeur de la troisieme partie 
F 3 (a, b, c, . . .) Dc de I’erreur djc. 

' On formera done ainsi successivement tous les termes qui composent 
dec dans Tequation ( 2 ). 

( 2 ) doc czz. Fj d(t F2 dh — i— F3 dc -f- .... 


XVIIL 

Ell prenanl la racino carri^e do la sommo des carr6s des termes que Ton a ddduits de la 
regie precedente, on trouve : la limite do la plu^ grande erreur de Tinconnue; 

9 ;’ Ter rear moyenno. 

Nous avons dit que, dans ces calculs, on fait varier successivement 
a, b, c, ... de petites quantites qui pouvaient d’abord etre regardees 
comme arbitraires. On choisira, par exemple, pour D^la plus grande 
erreur que Ton puisse supposer dans la mesure de la quantite a, et 
Ton choisira pareillementpour Db, Dc, ... les liinites des plus grandes 
erreurs que I’on puisse supposer dans la mesure des quantites b, 
c, — Ces liinites sont celles que Ton trouve par I’application de la 
regie generale donnee dans le Memoire M pour estimer exactement 
la precision des resultats moyens; ce sont ces limites que nous avons 
designees, article IV du present Memoire, par Da, Di^, Dc, ..., et qui 
entrent dans I’equation (3). On pourrait aussi prendre, pour les petites 
quantites D«, Dj, D^, ... dont on fait varier a, b, c, . . ., les erreurs 
moyennes da, d6, dc, ..., que Ton a dMerminees aussi par la regie 
generale your le calcul des resultats moyens. Cela pose, soit que Ton 
attribue a a, 6, c, ... les plus grands ecarts possibles Da, Db, Dc, . . . 
ou les ecarts moyens da, d6, dc, ..., apres avoir, par aulant d’ope- 
rations separees, trouve les termes F, Da+ F, D&+ Fj Dc, ... ou 
F, da-t-Fadil'-f-Fsdc, ..., il ne reste plus qu’a prendre le carre de 
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chaque terme et la racine carree de la somme des carres. On formera 
ainsi les equations 

hx - v'(Fi (Fj !)<:») (F., I)f)2-t- 7. 
et 

= v/( F, d« )= -f- ( Fj clf» )"+( F 3 clc , 

(lont I’une fait connaitre la plus grande erreur possible de la valeur 
F(a, b, c, ...) trouvee pour x, et I’autre I’erreur moyenne de ce memo 
resultat. 

XIX. 

Exemple simple de I’usage de eotte regie; erreur sur la mesure dn volume prisinaliiiue. 

II serait utile d’eclairer ces calculs par des exemples multiplies. Ceux 
que nous alloiis rapporter suffiront pour montrer I’lisage de la regie. 

On peut considerer d’abord un cas extremement simple, qui esl 
celui de la mesure du volume d’un prisme rectangulaire dont on a 
mesure les trois dimensions a, b, c. Designant par x Ic volume cher- 
che, on a 

X — abc, dx — bc.da-\-ac.db-\~ah.dc. 

Ces coefficients he, ac, ab mesurent respectivement rinlluence des 
erreurs partielles da, db, dc, e’est-a-dire qu’ils font connaitre com- 
ment chaque erreur partielie contribue a former rerreur totalo. On 
voit que I’erreur dans la mesure d’une seule dimension, telle quo a, 
ou b, ouc, concourt d’autant plus a I’erreur totale dx que la'base be, 
ou ac, ou ab, a laquelle cette dimension est perpendiculairc a plus 
d’etendue. On trouve ensuite 

(3) Du? = \/6^c-Da-'‘H- a-c2Dt>2-|- 


XX. 

Definition de I’erreur relative, diffdrentielle logarithmique. 

On peut aussi donner a ce calcul une autre forme, comme il suit. On a 
x = abc ou loga:=: log« H- logA -I- logc. 
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et, ea difFercntiant, 

, , dx da dh de 

(e) — 1“ T" “1 

o) a b c 

da 

Or cliaque terme, tel que exprime I’erreur relative de a ou rerreiir 
que Ton commet sur chaque unite de longueur en mesurant la ligne a; 
il en est de meme de ^ et de ces ternies representent I’erreur 
relative, ou par unite de mesure, sur les dimensions h et c. Enfin ^ 
exprime, selon la meme definition, I’erreur relative de x. L’equa- 
tion (e) fait done connaitre que, dans le cas dont il s’agit, I’erreur 
relative du volume x se forme de la somme des erreurs relatives des 
trois dimensions. Cette relation speciale provient de la forme tres 
simple de la fonction ahe, et elle n’aurait pas lieu pour une fonctiou 
differente. 

De I’equation (e), que Ton peut ecrire ainsi 

dx =— da -\-^db->r— dc, 
a b c 

on conclut, par les principes ci-dessus exposes, et en designant par Da', 
Da, Db, Dc les limites des plus grandes erreurs, 

ce qui equivaut a I’equation precedente (3), 

XXL 

Dans la question actuelle, on suppose que la limite de la plus grande erreur relative est 
la meme pour chacune des trois dimensions ; on en conclut la limite de la plus grande 
erreur relative du volume calcul6. 

Le quotient ^ exprime, comme nous I’avons dit, I’erreur relative 
que Ton commet en mesurant la quantite a. Par exemple, si , dans 
cette mesure, on se trompait d’un centimetre par metre, le quotient ^ 
serait^. 
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^ designe la plus grande erreur relative a laquelle on soit 
expose en mesurant la quantile a. Or on n’a point ici de motif de 
croire quo ^ ou ^ differe de cette meine fraction — j et, puisque les 
ti'ois quantiles a, b, c, qui sont de la meme especc, sont mesurees par 

, . T • n i.- 4 * f 

le menfie procede, on voit que les trois iractions — ? — doivent, 

generaleinent parlant, Mre supposees egales, si Ton excepte les cas 
particuliers oules precedes ou instruments de mesure ne seraient pas 
les memes. Ecrivant done 


1^ _ 1^ _ Dc 
a b c 


on 

trouve 








^ ^ Da’- 



/ a- 

c- a- 

on 








Dxziz 

- DaV3, 





a ^ 

oil 

enfiii 







Bx _ 

X 

, a 


Or — est la limite de Terreur relative de x, e’est-a-dire de Terreur 

quo Ton pourrait commettre par chaque unite en mesurant I’incon- 
nue x\ done la limite de I’erreur relative sur le volume se trouve en 
multipliant la racine carree de 3 par I’erreur relative sur une seule 
dimension. Ce resultat ne pouvait etre fonde que sur la theorie ana- 
lytique exposee ci-dessus. 

XXII. 


Calcul d’une Iiauteur verticale; expression de la limite de Terreiir. 


Voici une autre question presque aussi simple, et dont les conse- 
quences sont encore plus remarquables. 

Si Ton mesure la base horizontale b et Tangle a dans le plan ver- 
tical, on trouve b tanga pour Texpression de la hauteur x que Ton 
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veut determiner. L’equation principale (i) est 

a;=:Z)tanga; 

on pent la mettre sous cette forme 

log.* = logZ> -1- logtanga. 

Si maintenant on prend la differentielle du second membre par rap- 
port a & et a a, on a 

, , da; clA da 

(2) — -z- -i : J 

X b sinacosa' 

car la differentielle du losarithme de tanga. est-^ — — Ainsi I’equa- 
tion ( 2 ) fait connaitre que I’erreur relative sur la hauteur inconnue*’ 
se forme de deux parties, savoir de I’erreur relative de la base me- 
suree h, et de I’crreur da. de Tangle a divisec par le produit sina cosa. 
On a 

dx — db H — : — — da ; 

0 SI 11 a cos a 


ainsi les coefficients de db et de da qui expriment les parties do Ter- 


X 


reur totalc correspondantes aux erreurs de raesure dh et da sont ^ el 


^ ) ou tanga et 

smacosa “ 


b 

cos^a 


XXIII. 

L’erreur do la mesure d’un angle n’esl point relative, mais elle est toujours exprimSe 

par un nombre abstrait. 

Si actucllement on forme Tequation (3), qui fait connaitre la limite 
des erreurs de x, on a 

i/tang2aD6»+ 
y “ cos* a 

L’expression ^ est, a proprement parler, Terreur de x comptee 
poiir chaque unite de mesure, ou Terreur relative de x. Quant aux 
erreurs sur la mesure des angles, elles sont absolues et non relatives; 

II. 73 
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car la difference entre un angle donne et la valeur qu un inslrumeiU 
indique, c’est-a-dire I’erreur de la mesure, est iiidopendante do cel, 
angle. On ne compare point I’erreur a la grandeur do 1 angle; ainsi 

cette erreur est un nombre; elle est, par exeinple, egalo a 
I’erreur commise est d’line minute sexagesimalc. Ce noml)re, <jui 
exprime I’erreur d’un angle mesure, est comparable a — > tpii esl 
aussi un nombre lorsque la grandeur mesurec a est une longueur. 

XXIV. 

Dans la question actuelle, I’erreur relative de la hauteur inconnuo est fonvioo do doux parties. 

En appliquant cette remarque a I’equation (2) qiie nous avons 
trouvee plus haut, savoir 

dx db da. 

X ~ h sinoccosa’ 

on voit que I’erreur relative de la hauteur inconnue x so Ibrine de deux 
parties, savoir — , qui est I’erreur relative de la base h, ct • , 

ou le quotient du nombre da. par le produit sina cosa, qui est ainsi 
un nombre. Si Ton supposait que Tangle a, dans le plan vertical, <“st 
exactement mesure, c’est-a-dire si Terreur da. etait nulie, Terreur rtda- 
tive — serait egale af^; c’est-a-dire que la hauteur verticale a; serait 
mesuree avec le meme degre de precision que la base horizontale /.•; 
et cette consequence est, pour ainsi dire, evidente d’ello-ineme. Si la 
base etait mesuree avec une exactitude parfaite, cn sorte que Tor- 
reur db dut etre supposee nulie, on aurait 

cte _ da 
X sina cosa’ 

et, le produit sina cosa etant egal a { sin 2a, on aurait 

dx 2 da: 

CO ~~ sin2oc* 
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Ainsi I’erreur relative de la hauteur inconnue x serait egale au double 
de I’erreur de Tangle, divise par le sinus du double de Tangle a. Mais, 
dans le cas general, oil Ton ne peut supposer nulle Terreur dh ou Ter- 
reurrfa, il fautcalculer comme il suit la limite de la plus grande erreur 
relative de x et Terreur moyennc de cette inconnue. 


XXV. 

Expression de la limite de cette erreur relative et expression de Terreur relative moyenne. 

En appliquant les principes ci-dessus exposes, et en designant pai- 
Da? la limite de Terreur de x, on a 


!!2_V 

X V \ ^ / \sinotcosa/ 

011, mettant pour sina cosa la valeur isin2a, 

X y \ 6 / \sin 2 a/ 

Telle est Texpression de la plus grande erreur relative quo Ton 
puisse commettre sur la hauteur vcrticale que Ton ne rnesure pas 
iimnediatement, mais que Ton deduit de la inesurc d’une base hori- 
zontale et d’un angle dans le plan vertical. Quant a Terreur moyenne, 
dont la probabilite est il sulfit, pour en former Texpression, de 
changer le caractere D qui affecte les quantiles connues; on a done 

Ax V 

X V \ / \siu2a/ 


Le caractere d indique ici Terreur moyenne de la rnesure des quan- 
tites Z) et oc; et Ton a rapporte, dans le premier Memoire M, la regie 
qui sert a determiner cette erreur moyenne. 
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xxvr. 

Gonsequenco remarquable de la derniere solution; on determine, par les solutions de 
ce genre, les conditions les plus favorables a la precision. Application k la question 
actuclle. 

Nous exposerons mahitenant une des applications les plus utiles 
cles principes qui nous ont servi a estimer la precision des resultats 
du calcul. Elle consiste a deduire de cette meine theorie la connais- 
sance des conditions les plus favorables a la precision. Par exeinple, 
dans la question precedente, oil Ton ne peut pas mesurer iinmediate- 
inent une hauteur verticale on la conclut de la mesure d’une base b 
et d’un angle a; il s’agit d’indiquer la disposition la plus favorable 
parini toutes celles que I’on peut choisir, e’est-a-dire do trouver sous 
quel angle ail convient d’observer I’extremite de la hauteur verticale 
afin que le resultat de I’operation soit, toutes choses d’ailleurs egales, 
plus precis que si I’on eut choisi une disposition dilferente. 11 n’y a 
personne qui ne sache qu’il est preferable de sc placer a une distance 
telle que Tangle a soit un demi-droit. L’usage a indique cette position 
comme preferable, et, dans une question aussi simple, il n’est pas 
difficile d’en apercevoir la raison; mais il s’agit do la deduire d’une 
metbode generale qui s’etende aux questions les plus composecs. Cette 
methode est fondee sur les notions precedentes, qui donnent la mesure 
exacte de la precision des resultats calcules. Cette precision devient 
une quantite proprement dite; elle est exprimee en nombre : il suffit 
done de reconnaitre les conditions de figures qui rendront cette ex- 
pression un maximum. Par exemple, on a trouve que, en formant dans 
Ic plan vertical un angle a, la limite de la plus grande erreur que 
Ton puisse commettre dans la determination de la hauteur inconnue, 
et pour chaque unite de mesure, est egale a — ? dont la valeur est 



On voit, par cette expression, que la limite ^ de Terreur relative 
varie avec Tangle a. Si Ton suppose que Tinstruraent qui sert a me- 
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surer les angles soit donne, et que le precede qui sert a mesurer la 
l)asc h soit aussi determine, on voit que, sans rien changer a ces deux 
modes dc mesures, on pourrait faire varier beaucoup la precision du 
resultat, qui est ici represente pai’ — • L’erreur commise par chaque 
unite de inesure dans la determination de la hauteur inconn ue x de- 
viendra plus petite si, DZ> et Da demeurant les raemes, le sinus de 2a 

devient plus grand. Si Ton donne a sinaa sa plus grande valeur, qui 
T) oc 

est I, on aura pour — une valeur moindre que si, en conservant D/> 
et Da, on donnait a sin 2a une valeur quelconque differente de 1. 
Done, on faisant usage d’un instrument donne pour la mesure des 
angles et d’un precede donne pour la mesure de la base h, on ne peut 
rien clioisirde plus favorable ala precision du resultat que de faire 
Tangle a cgal a un demi-droit; alors sinaa sera i; Texpression dc — 
aura sa moindre valour possible, savoir 


De 


X 



-h (2’Da)^ 


T) X 

Si Tangle a n’etait pas egal a un deini-droit, la valeur de — serait 
plus grande que celle qui est exprimee par Tequation precedente. Le 
resultat de Toperation trigonometrique serait moins precis ; et la theorie 
precedente»donne le moyen de comparer la precision relative que Ton 
obticut lorsque Tangle a est un demi-droit a celle qui repond h une 
autre valour de a : il suftit de prendre le rapport des deux valeurs 
(le — • On considere ici les erreurs relatives, ete’est la limitede cette 
erreur relative que Ton prend dans la question actuelle pour la mesure 
de la precision. 

Les rnemes consequences s’appliquenta Terreur moyenne relative. 
La plus petite valeur a lieu, toutes choses d’ailleurs egales, lorsque 
Tangle a est un demi-droit; et, designant cette erreur moyenne par le 

caractere d, oa a 

dx 


X 


sj (t) 
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Nous terminerons ce Memoire par le resume general des proposi- 
tions qu’il renferme. C’est I’objet de I’article suivant. 


XXVII. 

Resume et remarqiies diver ses. 

Plusieurs quantites a, b, c, ... sont regardees comme connues 
parce que la valeur de chacune d’ellcs est inesuree au moyen d’un 
instrument dont I’application peut etre repetee. Une quantite incon- 
nue X est exprimee par une certaine function des donnees a, b, c, . .. ; 
la nature de cctte fonction est connue; c’est-a-dire que Ton sait de 
quelle manike il font operer sur les donnees a, b, c, ... pour que le 
resultat de la derniere operation soit I’inconnue a?; chacune des don- 
nees a; b, c, ... est sujette a une certaine erreur de mesure, que I’on 
doit regarder comme inevitable, mais qui ne peut exceder certaines 
limites. II est evident que les erreurs de toutes ces mesures influent 
sur I’erreur de I’incoiinue a;. La question consiste a determiner exac- 
tement les limites entre lesquelles I’inconnue x est comprise, lorsque 

Ton connaitles limites de chacune des donnees a, h, c, Tant que 

ce dernier probleme n’est point resolu, on ne se forme qu’une idee 
imparfaite de I’erreur dii resultat x. ^ 

Pour resoudre la question precedente, il faut premierement deter- 
miner, pour chacune des grandeurs a,b,c, ..., les limites entre les- 
quelles leur valeur est comprise. On trouve ces limites en repetant 
plusieurs fois I’application de I’instrument et en faisant usage de la 
regie generale enoncee dans un Memoire precedent (M). Cette regie 
consiste a deduire les limites cherchees des dilferentes valeurs que 
Ton a obtenues en mesurant plusieurs fois une meme quantite, telle 
que a. On calcule d’abord la valeur moyenne de ces diverses quan- 
tites a^, a.,, a^, a,n en divisant leur somme a, -h a., -h . . . -h a,n 
par leur nombre m. On prend ensuite les carres de ces differentes va- 
leurs, et Ton divise la somme a\ ai +■ ai de ces carres 
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par leur nombre m, ce qui donne la valeur moyenne des carres, savoir 

— ("(2' H~ . -{— or 

\ 1 1 3 m/ 


On compare cette valeur moyenne des carres au carre de la valeur 


moyenne, savoir -t— flij + . . . H- 

la valeur moyenne des carres le carre de la valeur moyenne. 
Le reste est ainsi exprime 


, et Ton retranclie de 


I I ^ 

m • “I" <^m) — ~ (®i+ a2 + a3 + . . . 4 - a„j) . 

On divise le double de ce reste par le nombre m, et Ton extrait la 
racine carree du quotient; designant par ^ cette racine carree, on a 


v/^. 






««) ■ 


- 4 ” . . . “ 


m 


C’est ce nombre g qui fait connaitre la limite de I’erreur de la quantite 
mesuree a: il suffit de prendre le triple du nombre g-, on doit re- 
garder comme certain, dans la pratique, que la valeur exacte de a est 
comprise entre a — Zg et a -i- 3^. L’erreur positive ou negative de la 
valeur a donnee par la mesure est moindre que ±3^. 

Pour connaitre le sens exact de cette proposition, il faut considerer 
que, si I’on pouvait repeter un nombre infini de fois la mesure de la 
quantite a, et si Ton prenait la valeur moyenne de ce nombre infini de 
valeurs differentes qu’on aurait obtenues, cette moyenne serait une 
quantite entierement fixe; e’est-a-dire que, en mesurant de nouveau 
une infinite de fois cette meme grandeur, la moyenne que I’on obtien- 
drait par cette nouvelle operation ne differerait aucunement de celle 
que Ton aurait obtenue par I’operation precedente. La valeur moyenne 
d’une infinite de resultats donnes par la mesure d’une meme grandeur 
est invariable; on la trouverait toujours la meme. 

Cette derniere proposition est demontree depuis longtemps; elle 
derive d’un principe fondamental de I’Analyse des probabilites. Nous 
designons par A ce resultat moyen et invariable d’un nombre infini de 
mesures d’une certaine grandeur a. 
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Si cette grandeur ii’a pas ete mesuree un nombre infini de fois, 
mais seulement un nombre de fois fini et designe par m, la valeur 
moyenne de ces to mesures differe, en general, de la quantile fixe A, 
et c’est la difference de cette valeur moyenne a a la grandeur fixe A 
que nous appelons Xerreur de a\ or cette erreur de a est comprise 
entre a — 3 g' et a + 3 g-. 

11 est necessaire de remarquer que cette cons^uence s’applique 
aux erreurs fortuites dont la valeur a peut etre affectee, soit en plus, 
soil en moins. Si I’instrument de mesure etait sujet a une erreur con- 
stante qui se reproduirait toujours, et autant de fois qu’on appliquerait 
I’instrument, il est manifeste que cette erreur uniforme subsisterait 
aussi dans la valeur moyenne, quelque grand que put etre le nombre 
des applications du meine instrument. Quant aux erreurs fortuites, 
elles disparaissent de plus en plus a mesure que le nombre des opera- 
tions devient plus grand. On peut toujours, en repetant indefiniment 
le nombre des mesures, faire disparaitre toutes les erreurs fortuites ; 
c’est-a-dire que la difference de la valeur moyenne a la grandeur 
fixe A devient de plus en plus petite lorsqu’on augmente le nombre 
des mesures, et cette erreur peut devenir moindre que toute quantite 
donnee. 

On determine, par un calcul semblable, I’erreur moyenne de la 
grandeur mesuree a; pour cela, on ne multiplie point par 3 le nombre 
precedent g\ on multiplie ce nombre par le facteur 0,47708. Ce pro- 
duit est I’erreur moyenne de a, et la probabilite de cette erreur est^; 
c’est-a-dire qu’on est aussi fonde a croire que I’erreur de a surpasse le 
produit qu’on est fonde a croire que cette erreur de a est au-dessous 
du meme produit. 

Ainsi la limite de I’erreur positive ou negative dont la valeur a peut 
etre affectee est i 3 ^, et I’erreur de a qui a pour probabilite 4 est 
o,477o8g-: c’est cette derniere erreur que nous appelons moyenne. 
Quant au produit Zg, il exprime la plus grande erreur que I’on puisse, 
dans la pratique, attribuer a la quantite mesuree a : cette'plus grande 
erreur n’est pas rigoureusement impossible, mais sa probabilite est 
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extremement petite; elle tombe au-dessous de j~. Apres avoir ainsi 
determine la limite de I’erreur de a et I’erreur moyenne de cctte memo 
quantite a, il faiit en deduire : i“ la limite de I’inconnue a-; 2 ° I’erreur 
moyenne de cette meme inconnue x, qui est une certaine fonction 

¥(a, b, c, ...) des grandeurs mesiirees a, h, c,d Pour resoudre 

ces deux questions, on operera comme il suit sur la fonction donnee 
F(a, b,c, 

1 ° On designe par Da la limite de I’erreur de I’une des donnees a, 
et par Di, Dc, ... les limites des errcurs des autres donnees h, r, . . . ; 
ces petites quantiles Da, D^i, Dc, . . . sont coniiues par I’application du 
precede que Ton vicnt dc rapporter. Cela pose, on substitue pour a, 
b, c, d, . . ., dans la fonction F(a, b, c, ...), les valours qui resultent 
immediatement des mesures, ce qui donne un premier resultat F; 
cnsuite on augmentc une seule des grandeurs, telle que a, de cette 
petite quantite Da qui exprime la limite de I’erreur de a, et Ton cal- 
cule la nouvelle valeur F(a + Da, />, c, ...); c’est-a-dire que Ton 
recommence le calcul precedent en faisant varier la seule grandeur a 
de I’accroissement Da, et conservant a toutes les autres donnees lours 
valours precedentes. On trouve ainsi un second resultat F', qui diti'ere 
tres pen de F. Nous clesignons par D^F la difference F'— F, (lour 
indiquer qu’elle provient de raceroissement Da, attribue ii la seule 
donnee a dans la fonction F(a, h, c, ...). On opere dc la memo ma- 
niere pour une autre donnee b, et successivement pour toutes les 
autres c, d,e, . . .; et I’on trouve les differences D^F, D 4 F, D^F, . .. qui 

repondent aux variations D^, D*, D,., 11 ne reste plus qu’a prendre 

les carres de ces differences, et la racine carree de la somme de ces 
carres : I’expression 

Gx - + i DjF -H lAF)^ 

est celle de la limite Da? de I’erreur de I’inconnue x : on est assure 
que la valeur de x est comprise entre F(a, h,c, ...) — D.a? et 
F^a, b f Cf “F Da?. 

2 ° Si maintenant on designe par da I’erreur moyenne de Tune des 
II. 74 
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grandeurs connues a, et par dZ>, dc, ... I’erreur moyenne de chacune 
des autres donnees b,c, . . ., ces erreurs moyennes seront donnees par 
I’application de la regie que Ton a rapportee plus haul, et qui consiste 
a multiplier g par le facteur 0,47708. On fera varier une seule des 
grandeurs, telle que a, de la petite difference da, et Ton obtiendra un 
resultat qui, etant compare a F(a, b,c, . . .), donne une difference que 
nous designons par d<,F. Ayant determine ces differences pour chacune 
des autres quantites i, c, . . ., on ajoute tons les carres et I’on prend la 
racine carree de la somme. L’ expression 

da; = \/(d«FF+(dAF)»--+-(d,F)^+ ... 

est celle de I’erreur moyenne de Finconnuea;; la probabilite de cette 
erreur est il est precisement aussi possible que I’erreur commise 
en prenanta; egal a F(a, b, c, ...) surpasse cette erreur moyenne da; 
qu’il est possible que I’erreur commise soit au-dessous de cette meme 
erreur moyenne. 

On peut aussi trouver, par 1 ’Analyse differentielie, les petits accrois- 
sements que nous avons designes par D^F, DjF, D^F, ... ou d^F, 
djF, . .., en differentiant la fonction donnee F(a, b,c, . . .) par rapport 
aux quantites a, b,c, . ..; mais I’operation pratique qui vient d’etre 
indiquee supplee a ce calcul; et, si I’on excepte des cas tres simples 
oil la differentiation exige peu de calcul, on trouvera que la regie 
usuelle qui vient d’etre donnee conduit beaucoup plus promptement 
a la connaissance des valeurs de D^F, DjF, . . . , d^F, d^F, .... 

Au reste, pour la facilite do I’application, on doit faire les remarques 
suivantes. Dans la fonction donnee F(a, b, c, .. .), il s’agit de faire 
varier une seule des grandeurs, par exemple a, d’une tres petite quan- 
tite Da, que Ton vient de determiner par la regie des resultats moyens. 
On fera d’abord varier a d’un petit accroissement exprime par un 
nombre simple, par exemple d’une minute ou d’une seconde si a est 
un angle, ou d’un centimetre ou d’un millimetre si a est une lon- 
gueur. On fera done, dans la valeur precedente de 
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qui vient d’etre calciilee, la petite correction que doit produire cet 
accroissement d’une seconde ou d’un millimetre. II ne restera plus 
qu’a multiplier cette correction par la valeur trouvee pour Da. En 
operant dc cette maniere pour toutes les autres variations \ih, Dc, . . ., 
d6, dc, . . ., on obtiendra facilement les accroissements D„F, DjF, . . ., 
d„F, djF, .. . qui entrent sous le signe radical dans 1’ expression de la 
limite Da? ou dc I’erreur moyenne da?. Le calcul numerique que cette 
regie exige est beaucoup plus prompt que celui qui proviendrait des 
differentiations, presque toujours compliquees, des formules trigono- 
metriques. 

Les regies precedentes determinent done : i" I’expression de la 
limite de I’erreur d’une inconnue x qui est une fonction donnee 
h,c, . . .) de grandeurs mesurees a, b, c, 2 ° I’erreur moyenne 
de cette ineme inconnue, e’est-a-dire I’erreur dont la probabilite est j. 
Cos deux resultats corapletent la connaissance que fournitle calcul, et 
I’on se forme ainsi une juste idee de I’erreur a laquelle on est expose 
dans cliaque application. 

L’expression analytique de la limite de I’erreur de I’inconnue ou de 
I’erreur moyenne conduit a une autre consequence remarquable; elle 
foit connaitre comment les grandeurs mesurees concourent a deter- 
miner soit la limite Da?, soil I’erreur moyenne da?, et, par consequent, 
elle sert a resoudre cette question : Quelles sont les conditions de figure 
et, eH gendred, quelles sont les valeurs des donnees a, b, c, ... qui sont 
les plus favorables a la precision du resultat du calcul? Ces valeurs sont 
celles qui donneraient la moindre valeur possible a la limite Da? de 
I’erreur de I’inconnue et, par cons^uent, a I’erreur moyenne da?. 
Ainsi, dans les operations trigonometriques dont I’objet est dededuire, 
de certaines grandeurs qui peuvent etre mesurees, d’autres grandeurs 
que I’on ne pourrait point mesurer immediatement, il est important 
de connaitre quelles sont, parmi les conditions dont on pent disposer, 
celles qui rendraient le resultat plus precis. II est facile de les distin- 
guer lorsque I’expression trigonometrique esttres simple, par exemple 
lorsqu’on veut conclure une hauteur verticale de la mesure d une base 
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liorizoiitale; inais, clans des cas un peu plus composes, cette discussion 
necessite nn plus long exanien, et la solution reguliere de la question 
doit etre fondee sur les theoremes enonces dans le present Memoire. 
Non seulement on parvient ainsi a connaitre les conditions de figure 
qui doivent etre preferees, ou dont il taut se rapproclier le plus qu’il 
est possible; mais on distingue quelles sont les quantites qu’il importe 
Ic plus de mesurer avcc precision. On pent estimer, par cette theorie, 
le degre de precision, et comparer numeriquement celle qui resulte 
de certaines conditions de tigure avec celle que Ton obtiendrait si 
ces conditions etaient differentes. Nous avons , dans notre premier 
Memoire sur les resultats moyens, donne une regie generale et facile 
pour estimer le degre d’exactitude de ces resultats. Nous etendons 
maintenant I’usage de cette regie a tous les cas oil Ton deduit par 
le calcul line valeur incoiinue des diverses quantites qui peuvent etre 
mesiirees immediatement, mais dont la determination est sujettc a des 
erreurs inevitables. U en resulte que la valeur calculee est elle-meme 
sujette il une erreur correspondante. Nous determinons les liinites de 
cette erreur. L’emploi du calcul devient done comparable a celui d’un 
instrument dont on connait exactement la precision. Nous pensons 
que la publication de ces theoremes sur les erreurs des raesures et sur 
la precision des resultats da calcul contribueront a perfectionner les 
applications des Sciences mathematiques. Ces considerations appar- 
tenaient naturellement a une Collection qui a pour objet d’obsen^r et 
de constatcr tous les principaux elements de la prosperite publique. 


Somniaire des Articles. 

L Expose de la question. Elle a pour objet de decouvrir suivani quelle loi 
Terreur d’un resultat depend des erreurs partielles des mesures. 

H. Exemples propres a faire connaitre la nature de cette question. 

in. Expression dillferentielle'de I’erreur du resultat calculd. Cette expres- 
sion ne siiffirait point pour resoudre la question que I'on doit se proposer. 

IV. tnonce de la regie gdnerale qui resout cette derniere question; calcul 
de la limite de 1’ erreur. 
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% 

XVI II. Ell prenant la racine carree de la somme des carres des termes que 
Ton a (leduils de la regie precedeiite, on Irouve : iMa limite de la plus grande 
erreur de riaeonnue; rei‘renr moyenne. 

XIX. Exemple simple de I’usage de celte r^gle; erreur sur la mesure du 
.volume prismatiquc. 

XX. Delinilion de I’errcur relative, differentielle logaritlimique. 

XXL Dans la question actuellc, on suppose que la limite de la plus grande 
erreur relative cst la nn^nie pour cliacune des trois dimensions; on en conclut 
la limite de la plus grande erreur relative clu volume calcule. 

XXII. Calcul d’liae hauteur verlicale; expression de la limite de rerreur, 

XXIII. L’erreur de la mesure d’un angle n’est point relative, mais elle est 
toujours exprimec par un nombre abstrait. 
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XXIV. Dans la question actuelle, Terreur relative de la hauteur iuconaue 
est formee de deux parties. 

XXV. Expression de la limite de celte erreur relative et expression de I’er- 
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XXVL Consequence reinarquahle de la derniere solution; on detenniae, 
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IlIVEMENT DE LA CHALEUR DANS LES ELUIDES. 




MEMOIRK D’ANALYSE 


SVR LE 

MOUVKMENT l)E LA f.HALEUR DANS LES FLUIDES. 

( Lu a rAcarlemie royalc des Sciences, io 4 septembre 1820.) 


Afi'mot7'f)s' de I* Academic royale des Sciences do VInstitiit do France, t. XIF, 
p. 5 o 7 a 53o. Paris, Didol; i833 (i). 


On osl parvojim ;i exprimei* par des equations generales a differences 
partielles les conditions du mouveinent des fluides. Cette decouverte, 
qiii ost un des plus hcaux resultats de la Geoinetrie moderne, est due a 
d’Aleinhert et a Euler. Lc premier a public ses recherches dans I’Ou- 
vrage qui a pour titre : Essai sur la resislaiice des fluides. Euler a trade 
re ni6m(i snjet dans les Mdrmnres de V Academie. de Berlin, annee 1735 . 
11 y donne ces equations sous une forme simple et distincte qui em- 
brasse tons les cas possibles, et il les detnontre avec cette clarte admi- 
rable qui est le caractere principal de tous ses ecrits. 

Les equations generales qui se rapportent au mouvement des liquides 
sont au nombre de quatre : trois d’entre elles expriment 1 action des 
forces acceleratrices; la quatrieme est donnee par la condition de la 
continuite. 

Pour connaitre le mouvement du liquide, il faut pouvoir determiner 
a chaque instant la vitesse actuelle d’une molecule quelconque, la 

(*) Fourier dtant raort lo 16 mai i83o, ee M 6 moire a ete imprime d’apres le manuserit 
qu’il avail eommuniqud A I’Acaddmie; roxtrait qui le suit a dO Atre tir 6 des papiers laisses 
par rillustre gdometre. 
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direction de son mouvement, et la pression qui s’exerce en ce point de 
la masse fluide. Ainsi Ton regarde, dans cette analyse, comme gran- 
deurs inconnues, trois quantit.es qui mesurent les vitesses partielles 
d’une meine molecule dans le sens des trois coordonnees orthogonales, 
ct une quatrieme quantite qui mesure la pression-. Ces quatre incon- 
nues, et le temps ecoule, sont les seuls elements du calcul. Dans les 
fluides elastiques, tels que Fair, la densite est variable, et elle a avec 
la pression un rapport tres simple que des experiences reiterees ont 
demontre. II y a done toujours un nombre d’equations precisement 
egal a celui des quantites inconnues. Les conditions physiques de la 
question se trouvent ainsi deposees dans le calcul et rigoureusement 
exprimees, ce qui etait I’objet special de cette recherche. 

Apres cet expose, nous remarquerons que la temperature variable 
des molecules fluides est aussi une cause dynamique, que Ton ne doit 
point omettre d’introduire dans le calcul. Elle influe toujours sur le 
mouvement dans les substances aeriformes; car il ne pent y avoir de 
changement de densite ou de pression sans qu’il en resulte des clian- 
gements de temperature; et cette meme cause concourt aussi a deter- 
miner les mouvements des liquides toutes les fois que la distribution 
de la chaleur n’est pas uniforme. Nous retrouvons cette action de la 
chaleur dans les grands phenomenes de la nature. Les mouvements 
generaux et periodiques des diverses parties de I’atmosphere, et les 
courants principaux de I’Ocean, sont occasionnes par I’inegale distri- 
bution de la chaleur solaire, dont Teffet se combine avec ceux de la 
gravite et de la force centrifuge. Ces considerations, et plusieurs autres 
du meme genre, m’ont porte a rechercher avec beaucoup de soin Fex- 
pression analytique des mouvements de la chaleur dans Finterieur des 
masses fluides. II est evident de soi-meme que la temperature de chaque 
molecule fluide est un element variable qui raodifie tous les mouve- 
ments interieurs; mais il ne sufiit point d’introduire dans le calcul de 
ces mouvements une quantite qui designe la temperature; il fa utaj outer 
une equation speciale qui se rapporte aux variations de la chaleur en 
exprimant la distribution instantanee. L’objet precis de notre Memoire 
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est de decouvrir cettc nouvelle equation, afin de la joindre a celles qui 
represontent I’efFet des forces acceleratriees, et de completer ainsi I’ex- 
pression analytique des moxivenoents des fluides. 

Nous avons consLdere principaleraent les fluides qui ont ete appeles 
incompressibles. Les memes principes s’appliquent aux fluides aeri- 
formes, quoique la forme des equations soit differcnte; mais nous 
pensons, en ce qui concernc cettc derniere espece de corps, que, pour 
achever entierement la recherche des equations generales, il faudrait 
se fonder sur une serie d’observations que nous ne possedons point 
encore. 

Ala suite desquatre premieres equations hydrodynamiques, qui sont 
connues et demontrees dcpuis longtcmps, j’ai ecrit cclle qui exprime 
les variations de la temperature. Les georaiitres jugeront de ce nouveau 
resultat. 

a, ( 3 ,- Y clesignent les trois vitcsses orthogonales d’une molecule dont 

les coordonnecs sont. 07,7, .g; 

£ est la densite variable de cettc molecule; 

0 est la temperature; 

1 le temps ecoule. 

Cette cinquieme equation se forme, comrae on pent le voir, d’une 
prenniere partie qui cxpriine la distribution de la chaleur dans les 
masses solides : elle coincide en cette partie avec I’equation generate 
que j’ai donnee dans mes premiers Merooires en (807, et elle contient 
de plus les termes qui dependent du d^placement des molecules. 

Dans la premiere partie de notre demonstration, nous avons rappete 
celle des equations qui expriment le mouvement de la chaleur dans 
I’interieur des solides ct a leur surface. Si Ton examine ces questions 
avec toiite. I’attention qu’olles exigent, on reconnaitra, comme nous 
I’avons dit plusieurs fois, que les principes mathematiques de la 
Theorie de la chaleur ne sont ni raoins clairs ni .moins rigoureuse- 
ment demontres que ceux des theories dynamiques; qu’ils sontfeconds 
en applications utiles, etque les resultats sont exacteraent conformes 
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a ceux des experiences: enfin, que ces principes sent independants de 
toute hypothese physique sur la nature de la chaleur. 

C’est dans les ecrits de Newton que I’on trouve les premieres viies 
sur la theorie mathematique de la chaleur. Ensuite, I’Academic des 
Sciences de Paris n’a cesse de diriger sur cet objet I’attention des geo- 
inetres. Aniontons avail fait la premiere experience propre a eclaircr 
la question de la propagation de la chaleur. Cette question fut pro- 
posee conime sujet d’un prix pour I’annee 1788. La collection de nos 
Memoires contient, outre la piece couronnee, dont 1 auteur est Euler, 
deux aulres pieces qui furent approuvees et publiees, comme rempUes 
de I'ues et de fails tres Men exposes : ce sent les termes du Rapport. 
L’une est de Emilie du Chatelet, I’autre de Voltaire. Jo ne citerai 
point ici les recherches ulterieures qui ont ete faites sur Ic meme 
sujet : j’ai voulu seulement rappeler qiie cette branche do la Phy- 
sique mathematique a toujours ete specialement cultivee en France, 
et qu’elle doit a cette Academic ses progres les plus remarquahles. 

II me reste a donner une idee generale du principe que j’ai suivi 
pour former I’equation du mouvement de la chaleur dans les fluides. 

Si Ton suppose qu’un liquide pesant est contenu dans un vase ou la 
masse est actuellement en equilibre, et si Ton conqoit que les mole- 
cules viennent tout a coup a recevoir des temperatures inegales, Tequi- 
libre cessera de subsister. 11 s’etablira dans toutes les parties du liquide 
des mouvements infiniment varies, et les conditions de ces mouvemonts 
ont des rapports necessaires avec la distribution de la chaleur initiale. 
Si, independamment de I’inegalite des temperatures, qui sulfirait pour 
occasionner ces deplacements, on suppose que la masse fluide est sou- 
mise a des impulsions exterieures qui ne se font point equilibre, les 
mouvements des molecules seront encore plus composes. Ils meleront 
de plus en plus les differentes parties de la masse, et concourront ainsi 
a faire varier les temperatures; en sorte qu’il y a une influence reci- 
proque des effets dynamiques proprement dits etde ceux qui dependent 
de la distribution de la chaleur. 

II parait d’abord singulierement difficile d’assujettir a un calcul 
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exact toutes ces variations de temperature, et de les comprendre dans 
une equation generale. Mais un examen tres attentif de cette question 
montre qu’elle pent etre completement resolue. 

Pour parvenir a cette solution, il faut concevoir dans I’interieur de 
la masse un espace determine, par exemple le volume d’un prisme 
rectangulaire compris entre six plans dont la position est donnee. On 
examine tous les changements successifs que subit la quantite de cha- 
leur contenue dans I’espace prismatique. Cette quantite varie a chaque 
instant, et par deux causes tres distinctes. L’une est la propriete que 
les molecules du fluide ont de communiquer leur clialeur aux mole- 
cules assez voisines, lorsque les temperatures sont inegales. En vertu 
de cette propriete, dont les liquides ne sont point depourvus, comme 
on I’a quelquefois suppose, la chalcur tend a se distribuer d’unc ma- 
niere plus egale, et se dispose insensiblement a I’etat d’equilibre : elle 
penetre done a travers les surfaces rectangulaires qui terminent le 
prisme, et I’effet instantane de cette propriete de la chalcur est celui 
qui aurait lieu si la masse etait solide. 

A cette premiere cause, commune a toute cspece de matiere, il s’en 
joint une autre qui est propre aux fluides. Les molecules ollcs-memes 
se deplacent, et elles apportent dans cet espace prismatique la chaleiir 
qu’ellescontiennent; ou, cn sortantde cememe espace, elles emportent 
cette chaleur qui leur est propre. 

La question se reduit done a faire separement le calcul de la chaleur 
acquise par I’espace prismatique en vertu de la communication, et de 
la chaleur acquise par cet espace en vertu des mouvemenfs des mole- 
cules. Nous connaissons I’expression analytique de la chaleur commu- 
niquee, et ce premier point de la question est pleinement eclairci. II 
reste done a tenir compte de la quantite de chaleur transportee : elle 
ne depend que des vitesses des molecules et des directions qu’elles 
suivent dans leurs mouvements. 

On calcule done premierement combien il entre de chaleur par Tunc 
des faces du prisme, soit par voie de communication, soit a raison de 
I’ecoulement du fluide; secondement, combien il sort de chaleur par 
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la face opposee, a raison de Tune et de I’autre cause. Appliquant co 
calcul a chacun des rectangles qui terminent le prismo, on connait 
combien il acquiert de chaleur pendant un temps donne; et si I’on dis- 
tribue cette chaleur acquise entre toutes les molecules, on connait 
I’augmentation moyenne do la temperature pendant cc memo temps. 
En rapportant les expressions precedentes a la duree d’un instant, et 
a un prisme infinitesimal, on forme I’equation dont nous avons parle. 
Elle est a differences partielles, comme celles. du mouvement des 
fluides. Par la, on introduit dans I’analyse do ces mouvernents unc 
nouvelle variable, la temperature, et une nouvclle equation qui serf 
a la determiner. 

Equations generales du mouvement et de la temperature 
des fluides incompressihles. 

X, y, z, coordonnees d’un point de I’espace occupe par une molecule ; 
t, temps ecoule; 

а, 7 , vitesses partielles de la molecule pour augmenter les coordon- 
nees X, y, z\ 

p, pression qui s’exerce centre la molecule; 

£, densite variable de la molecule; 

б , temperature variable de cette molecule. 

Les coefBcients K, C, h mesurent la conductibilite proprc! do la 
masse, la chaleur specifique et la dilatabilite. 
y. p, 9 sent des functions de sc, y, z, t. 
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n designe par X, Y, Z les trois resultantes orthogonales des forces 
agissent sur une molecule quelconque dont les coordonnees sont 
e est la densite qui repond a la temperature zero, assez eloi- 
i du changemeiit d’etat. 

3s quatre premieres equations sont connues et demontrees depuis 
temps. 

i cinquieme exprime le mouvementde la chaleur dans les Guides 
mpressibles. 


EXTRAIT 

DES NOTES MANDSCRITES CONSERVEES PAR L’AUTEUR. 


1 se propose d’etendre la recherche des lois du mouvement de la 
3ur a une question qui parait d’abord tres composee, savoir cello 
i distribution de la chaleur dans les Guides. Nous no considere- 
ici que les Guides qui ont ete designes sous Ic nom d’incompres- 
. On concevra done une masse liquide dont toutes les molecules, 
dement echauffees, sont soumises a Taction de forces accelera- 
3, et dans laquelle la situation et la temperature de chaque mole- 
varienta chaque instant. 11 s’agit de determiner toutes les quan- 
qui font connaitre la vitesse actuelle des molecules, la direction 
ur mouvement et leur temperature. 

us designons par a la vitesse avec laquelle une molecule dont les 
lonnees sont x, j, .s s’avance parallMement a Taxe des x; [3 est 
esse de la meme molecule dans le sens suivant lequel les coor- 
ees y augraentent; et y est la vitesse parallele a Taxe des 5. II 
de determiner a, j 3 , y en fonction des coordonnees x, y, z et du 
s ecoule i. Nous designons par 0 la temperature que cette meme 
jule a acquise a la fm du temps i. II est evident que, si les trois 
II. 76 
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yitesses orthogonales a, [3, y et la temperature 0 etaient ainsi expri- 
mees en fonction des coordonnees x*, y, z et du temps /, il ne resterait 
plus rien d’inconnu dans Tetat variable de la masse fluide, en sorte 
que I’on pourrait determiner cet etat pour chaque instant : p est ia 
pression qui s’exerce a la fin du temps t sur la molecule fluide dont 
y, ^ sont les coordonnees ; s est la densite actuelle de cette molecule. 
Cela pose, nous admettons comme demontrees les quatre Equations 
suivantes : 


(I) 


T dp 
£ doc 

I dp 
£ dy 


dot. 

Tt 

dt 


£ dz dt dx ^ dy 


doc ^ doc 

^dx 
dy 




()r 

dy dy 


dot. 

■yir. 

.y^l 
y do 


X: 


-X-o, 
-Y = o, 


( 2 ) 


ds ^ dza ds^ dey 
dt ' dx dy dz 


Le terme X exprime en fonction de os, y, s ct Ha resultante dcs 
forces acceleratrices qui agissent parallelement a I’axe des x sur la 
molecule dont a;, y, z sont les coordonnees; Y est la resultante de ces 
forces parallele a I’axe des j, etZ estleur resultante agissant dans le 
sens de I’axe des^s. Ces forces tendent respectivement, quand elles sont 
positives, a augmenter les coordonnees w, y, z. 

11 serait inutile de rappeler les demonstrations si connues de cos 
equations. Nous supposons que Ton se represente les elements de 
cette question tels qu’ils sont exposes dans les Ouvrages d'Euler (Me- 
moires de I Academie de Berlin pour I’annee 1 755). 

Concevons maintenant que, par un point m de la masse fluide, on 
trace un plan perpendiculaire a I’axe des s, et cherchons quelle quan- 
tite de chaleur passe, pendant un instant dt, de la partie de I’espace 
qui est au-dessous de ce plan dans la partie de I’espace qui lui est su- 
perieure. Soit co I’aire infiniment petite d’un disque dont le centre est 
en m, et qui est perpendiculaire a I’axe des z. Si toutes les molecules 
etaient immobiles, et que les changements de temperature dussent 
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I'osulter seulement de la communication de la chaleur, qui tend tou- 
jours a se distriLuer uniformement, il a ete demontre (') que la quan- 
tile de chaleur qui s’eleverait au-dessus du plan a travers le disque w 
pendant Ic temps infinimeni petit aurait pour expression 
(i est la rnesure exacte de la chaleur communiquee, qui, abandonnant 
curtaines molecules, passe dans celles qui leur sont contigues. Le coef- 
licient K cst celui que nous avons defini. II se rapporte a la substance 
liquide elle-meme, et exprime la facilite avee laquelle la chaleur s’y 
propage cornme dans un milieu solide. 

Indepondamment de cette chaleur qui passe d’une molteule a une 
autie, il laut considerer cello qui est transportee par les molecules 
(’lles-memes a travers le disque w. Nous avons designs par C la quan- 
tile de chaleur qui, etant ajoutee a I’unite de volume clu liquide, por- 
lerait la masse occupant ce volume de la temperature o a la tempera- 
ture j do 1 ehullition do I’eau. D’apres cela, si, pendant I’instant dl, il 
s ecoulait a travers le disque co, do has en haul, une masse liquide d’un 
volume [j. et d’unc temperature exprimee par 0, cette masse appoi*terait 
dans I’espace superieur au plan une quantile de chaleur egale a CpO. 
On regardc ici comrne une constantc la quantile de chaleur que la 
masse contient lorsqu’elle cst a la temperature zero de la glace fon- 
danto, et Ton ne calcule que les dilferences, ou positives, ou negatives, 
(jui sont ajoutees a cette constantc commune, ou qui en sont retran- 
cheos. Or le prisme fluide qui traverse le disque pendant I’instant o?/ 
a pour base I’airo m, et cette section oa, qui au commencement de I’in- 
stant z/i coincidait avec le disque, s’en est eloignee pendant la duree 
de cet instant, en sorte qu’a la fin de cette duree sa distance au disque, 
mesuree perpendiculairoment au plan de ce disque, est -^dt. La quan- 
tile do chaleur transportee par I’effet de ce mouvement au-dessus du 
plan cst done C(xijdt0. 

Elle s’ajoute a la chaleur qui s’est communiquee dans le memo 
temps en passant d’une molecule a une autre, comrne cela aurait lieu 


( ’ ) Th4orw de la chaleur. Chap. art. 98. 
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dans un corps solide. Ainsi la quantite totale de chaleur qui, pendant 
le temps dt, s’eleve a travers le disque au-dessus de son plan, soit en 
vertu du deplacement des molecules, soit en vertu de la communica- 
tion, a pour expression 

Si le mouvement du fluide etait suppose connii, c’est-a-dire si les 
quantites a, j 3 , y etaient donnees en fonction de a;, j, 5 et et si, de 
plus, on connaissait la valeur de 0 en fonction de ces memes variables, 
on determinerait done facilementla quantite de chaleur qui, pendant 
un temps donneT, s’ecoiile a travers une portion determinee d’un plan 
perpendiculaire a I’axe des car, designant par zero et a, zero et b 
les limites de I’aire rectangulaire tracee sur ce plan, on ecrifait dxdy 
au lieu de I’aire infiniment petite 00, et Ton prendrait la valeur de I’in- 
tegrale definie 

y et 0 etant des fonctions supposees connues de x, y, z, i, K et C des 
nombres constants, et a, h, c, t, T des nombres donnes, on trouverait 
la valeur numerique de I’integrale, ou de la quantite de chaleur qui, 
dans le temps donne, et toute compensation faite des grandeurs posi- 
tives et negatives, a passe a travers le rectangle au-dessus du plan. 

La meme consequence s’applique a toutes les positions que Ton 
pourrait donner a I’aire infiniment petite co qui passe par le point m. 
Si cet element etait situe sur un plan perpendiculaire a I’axe des j, la 
quantite de chaleur qui, traversant I’element, passe pendant I’instant 
dt de I’espace anterieur au disque dans I’espace oppose serait 

(^dt(-K~ + cpey, 

et, si le plan de I’element co etait perpendiculaire aux x, la quantite 
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(1(‘, cliiiloiii* qut le traverse pendant la duree dt serait 



En general, on appliquerait cette consequence a toutes les positions 
dll plan o). II sLifhrait cle remplacer a et ^ par les quantiles qui mesu- 
reut la vitesse de la molecule m perpendiculairenient au plan, et le 
Ilux (Ic la chaleur communiquee suivant cette direction. C’est ainsi 
quo Ton determinerait, dans nne masse fluide dont le mouvement et 
la tcinporature variables seraient connus, le flux total de chaleur, soil 
transportee, soil communiquee, a ti’avers un diaphragme dont la figure 
et la position seraient donnecs. 

(ainsidorons maintenant une capacite prismatique comprise entre 
six plans rcctangulaires infiniment voisins, dont trois passent par le 
point rn. On determinera, au moyen de la proposition precMente, la 
quantite do chaleur qui entre pendant la duree di dans cet espace 
prismatique a travers le rectangle dxdy, et Ton en retranchera la cha- 
leur qui, pendant le meme temps, sort de cet espace a travers la face 
<)[)[)osco. On connaitra ainsi la chaleur que I’espace prismatique ac- 
({uiert en vertu du transport, ou de la communication qui s’opere dans 
le sens des ordonnees On trouvera un resultat semblable par rapport 
a I’axc des y, et un troisieme resultat pour I’axe des cc. En ajoutant 
ces trois quantites, on connaitra combien I’espace infinitesimal que 
Ton eonsiderc acquiert de chaleur pendant un instant, soil par voie de 
communication de molecule a molecule, soil par le transport de ces 
molecules. Soil Acette quantite totalo de chaleur acquise par le volume 
roctangulaire dont les dimensions sent dx, dy, dz. On considerera 
qii’une quantite de chaleur egalc a Q,dxdydz eleverait une masse de 
liquidc occupant ce volume de la temperature o a la temperature i . Par 
consequent, sera I’augmentation de temperature due a la 

chaleur acquise A. II ne reste plus qu’a elablir le calcul: 

rfjK K ^ +- C (sc^) * 
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est la quantite de chaleur qui, pendant la duree dl, traverse i’aire 
dydz. et entrc dans le prisme. Pour connaitre la chaleur qui sort a 
travel’s la face opposee, il suffit d’ajouter a i’expression precedente 
sa differentielle prise par rapport a x seulement, et Ton a pour I’ex- 
pression de cette chaleur 



C otS j dl -I- dy dz 


K 


A A 

dx dx 


dace 
^ dx 


dx dt. 


Retranchant cette quantite de la precedente, on trouve 


dx dy dz 


d^O ^doce\ 
dx^ ^ dx ) 


dt 


pour I’expression de la quantite de chaleur acquise par Teffet de la 
communication ou du deplacernent qui s’opere dans le sens des x. 

On trouvera done aussi 


dx dy dz 


dy‘- 



dt 


pour exprimer la chaleur que la molecule prismatique dont la tempe- 
rature etait 6 acquiert durant I’instant^/O en vertu de la communica- 
tion et du transport selon I’axe des j. Enfin I’expression 


dx dy dz 




dl 


mesure la chaleur acquise par la meme molecule, en vertu de la com- 
munication et du transport selon le sens des s. 

On ajoutera done ces trois quantites de chaleur acquises; et divisant 
la somme par C^dxdydz, on connaitra I’augmentation de la tem- 
perature pendant la duree dt de I’instant. On forme ainsi I’equation 


( 3 ) 


dl dy- 


d^6\ ^(doce 
dz^- ) ^\dx 



C’est cette equation qui doit etre jointe aux quatre precedentes (i) et 
( 2 ), afin que le mouvement et les temperatures variables de toutes les 
parties de la masse fluide soient generalement exprimes. 
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On a considere les variations de temperature dans un element pris- 
matique rectangulaircj et la rnatiere qui occupe ce volume infiniment 
petit subit pendant la duree dt des changements dans sa densite, sa 
vitesse et la direction de son mouvement. Si de la il restait quelques 
doutes sur I’exactitude rigoureuse de la demonstration, on pourrait 
parvenir au merne resultat par une voie differente. 

En effet, si les quantites a, y et G etaient connues en fonction de 
oc, y, s, t, on pourrait determiner la quantite de chaleur qui, pendant 
la duree du temps Az, s’ajoute a celle que contenait deja un volume 
prismatique fini, compris entre des faces rectangulaires donnees. 11 
suffirait de calculer, au moyen de la proposition demontree dans I’ar- 
licle precedent, combien, pendant le temps donne Az, il entre de cha- 
leur a travers une des faces, et combien il en sort a travers la face 
opposee. En faisant un calcul semblable pour cbacune des six faces, on 
connaitrait la nouvelle quantite de chaleur que I’espace prismatique 
acquiert pendant le temps donne. 

Or on pourrait aussi determiner par un autre calcul cette memo ■ 
quantite de chaleur. Il faudrait pour cela cbercher combien une partie 
infiniment petite de ce prisme regoit, pendant un instant dt, d’aug- 
mentation de temperature, et, multipliant cette augmentation par le 
coefficient C qui mesure la capacite specifique, on connaitrait combien 
I’element infiniment petit acquiert de chaleur pendant un instant. On 
integrerait ensuite par rapport aux variables oc,y, z entre les limites 
donnees, par exemple depuis y—y, z = z jusqu’a x = x-j-Ax, 

y = y -h Ay, ‘z = z Az; et Ton integrerait aussi, par rapport au 
temps t, depuis t = t jusqu’a i = t At. Le resultat de cette integra- 
tion serait la quantite de chaleur acquise par I’espace prismatique; et 
il serait precisement egal au resultat que Ton aurait trouvd precedem- 
ment en ayant egard aux quantites de chaleur qui penetrent chaque 
face, soitpour entrer, soit pour sortir. 

On voit par la que, si les quantites a, [3, y, 0 etaient trouvees en 
fonction de x,y, z, t, ces functions satisferaient a la condition que 
Ton vient d’enoncer. II faut done exprimer cette identite des deux re- 
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sultats, et Ton formera ainsi une equation qui dolt subsister entre les 
functions inconnues. 

La quantite de chaleur qui, pendant le temps Ai, penetre dans le 
prisme a travers une premiere face perpendiculaire a I’axe des cc est 


On doit ecrire apres les integrations a? -f- Aa; a la place de x, et retran- 
clier le second resultat du premier, puisque Ton a vu que le premier 
resultat mesure la chaleur entree par Tune des faces, et le second la 
chaleur sortie par la face opposee. En designant, pour abreger, par P 
la fonction placee sous les signes d’integration, on aura done 


^y-i-Ay 

dt J dy j AP dz^ 


5+A5 


pour exprimer la quantite de chaleur acquise par le prisme en vertu 
du transport dans le sens des x. Maintenant on doit remarquer que 
Ton peut ecrire 

jdtjdxjdyj 


au lieu de 


J dtj dfj AP ds ; 


et surtout que, sil’onprendrintegrale par rapport a a; entre les limites 
X et x-^^x, on effectue par cela meme la differentiation finie indi- 
quee par lesigneA. En efifet, soit(f(a:) une fonction quelconque dea; : 

on ecrira au lieu de f (i), f^dx ou £ et si Ton prend 

cette integrate depuisa; = a!jusqu’air=a! + Aa, on a(p(a4- Aa) — (p(a), 
e’est-a-dire Ao(a). II suit de la que la quantite 




SH- As 


APdz, 


ou I’expression de la chaleur acquise par la communication et le mou- 
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vement dans le sens des x pent etre mise sous cettc forme 


oil 


j dt j dx I dy I 

* L «-'i' «-■/- 




dx 


dz 




deed 
r 


dz. 


On aura un resuUat semblable si Ton calculc la difference de la cha- 
leur entree par une face perpendiculaire a I’axe dcs y a la clialour 
sortie par la face opposee. Ce resultat est 




dz. 


L’exprcssion qui se rapporte au plan perpendiculaire a I’axe des s esi 


y. (k f,?) _ !g] 


On onict d’ecrire les limites dcs integrales, qui sont les incines dans 
ces trois expressions. Leur somme sera la quantite totalc de la cbaleur 
acquise par le prisme pendant le temps At. 

D’un autre cote, la cbaleur totale qui, dans I’etenduc du prisme, a 
determine les augmentations de temperature est exprimee, d’apres ce 
qui a ete dit plus haut, par I’integrale 

f'dt j'dx jdy f C^^dz, 


et les lirnites des integrations sont les memes que celles des integra- 
tions precedentes. On doit done egaler les deux resultats; et en diffe- 
rentiant par rapport a t, x, y, z, on aura la meme equation que celle 
qui a ete trouvee precedemment. 

Les coefficients C etK ont ete regardes comme constants, quoiqu’ils 
subissent en effet quelques variations a raison des changements do 

JI. 77 
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densite. II serait necessaire d’y avoir egard si Ton considerait le mou- 
vement des milieux aeriformes, ou si les differences de temperature 
etaient extremement grandes. Mais dans les questions qui se rap- 
portent aux liquides, on doitfaire abstraction de ccs variations presque 
insensibles des coefficients. Au reste, il serait tres facile d’introduire 
les variations dont il s’agit dans le calcul en suivant les principes que 
nous venons d’exposer. 

Nous reprendrons maintcnant les equations (i) et ( 2 ), et nous re- 
inarquerons que la densite t a une relation necessaire et connue avec 
la temperature 0. Designant pare la densite qui repond a une tempe- 
rature donnee b, on aura generalement 

s = e[i-^h{0-b)]; 


car, les temperatures etant comprises dans des limites assez peu eloi- 
gnees, les accroissements de densite, a partir d’un certain termc, 
demeurent sensiblement proportionnels aux accroissements de tempe- 
rature. On pourrait aussi ne point regarder. ce rapport comme con- 
stant, et avoir egard a ces variations. Il suffirait do modifier I’expression 
precedente de la relation entre eet 0. Le coefficient A exprime, comme 
on le voit, la dilatabilite de la masse fluido : on le suppose connu par 
les observations. 

On pourra substituer la valeur precedente de t dans les equations (i) 
et ( 2 ), et ajouter a ces equations celle que nous avons demontree. Les 
cinq equations contiendront, comme grandeurs inconnues, les vitesses 
orthogonales a, S, y, la pression p et la temperature 0. L’equation ( 2 ) 
deviendra 



' df ds J 


4 - h 


daO 

dx 


d/ 



O. 


Il nous parait preferable de conserver les equations (i) et ( 2 ), qui se 
rapportent au mouvement du fluide et contiennent la densite e, on y 
ajoutaiit la cinquieme ^nation (3) qui determine les variations des 
temperatures. Il suffira de remarquer qu’il existe entre £ et 0 une rela- 
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lion donnee par I’experience, et que Ton peut en general representer 
comme il suit : 

£=:e[i + /i(0 — b)]. 

Les mouvements et les temperatures variables des divcrses parties 
d'un fluide incompressible sont done exprimes par les equations (i), 
( 2 ) et (3). La derniere est cclle qui exprime les temperatures : elle 
montre que le changement instantane que cos temperatures subissent 
resulte de deux causes. L’une correspond a la premiere partie du 
second membre. Elle consiste dans la communication de molecule a 
molecule. L’autre partie du second membre se rapportc a la seconde 
cause, qui est le deplaccment des molecules inegalement echauf- 
fees. 

Independamment des conditions generales exprimees par cos equa- 
tions, chaque question particuliere presente des conditions speciales 
qui se rapportent a I’etat dela surface. Cette remarque s’appliqueaussi 
aux temperatures; et les principes que nousavons poses serviront dans 
lous les cas a former les equations propres a la surface. On ne les con- 
sidere point ici, parce qu’on a seulement en vue d’exprimer les condi- 
tions les plus generales, communes et applicablcs a toutes les ques- 
tions, et qui determinent les mouvements des molecules ou la 
distribution de la chaleur. 

On a suppose que le vase qui contient le fluide est impermeable a 
la chaleur. La deperdition qui s’opere au contact des parois ou a la 
superficie exposee a I’air produit dans les temperatures des change- 
ments qui seraient exprimes par les equations a la surface. 

II est necessaire de remarquer que Ton ne considere point dans cos 
reclierches le cas de I’equilibre non stable, e’est-a-dire de celui qui 
satisfait aux conditions mathematiques de I’equilibre absolu, inais 
qu’une impulsion exterieure pourrait detruire aussitot. Les change- 
ments de temperature contribueraient a rimpossibilite physique d’uji 
pareil etat, et la distribution dela chaleur qui aurait lieu dans le eban- 
gement d’etat est I’objet d’unc question speciale que nous ne traitons 
point ici. 
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Le coefficient h, qui mesure la dilatabilite, a une valeur assez 
petite, que Ton pent ornettre dans plusieurs cas. Alors les quatre pre- 
mieres equations (i) ct ( 2 ) sont celles qui expriment le mouvcment 
des fluides incomprcssibles. L’equation ( 2 ) dcvicnt 

doi do dy 
T-. + X- + = O. 


on sorte quo la cinquiemo equation (3) prend dans ce cas la forme 
suivante : 
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On y retrouve encore les deux parties du second meinbre qui cor- 
respondent a deux effets distincts. 

Le coefficient K, qui mesure la conductibilitc propre de la masse, 
n’a point une valeur enlierement nulle, inais cc coefficient est tres 
petit. On a fort peu d’expericnces a ce sujet. Celles quo nous avons 
entreprises, il y a quelques annees, nous out montre que les liquidcs 
ne sont point depourvus de la propriete de transinettre la cbaleur, et 
que les diverses substances presentent cette propriete a des degres 
a.ssez differents. Mais il nous a toujours paru quo la valeur du coeffi- 
cient est fort petite, en sorte que leschangcinents de temperature sont 
presque entierement determines dans les liquidcs par des mouvenients 
interieurs. L’efifct de la communication n’est point nul, on presque 
insensible, comme le supposait le comte do Rumford; mais il est 
certain qu’il n’influe que tres ientement sur la distribution de la eba- 
lenr. 

Si dans I’equation (3) on omet le coefficient tres petit K, les eban- 
gements de temperature sont exprimes par I’equation du premier 
ordre 

dd dd „ d9 dO 

4-y-p-— o. 

()t dx dy dz 


Si la masse fluide demeurait en repos ou en equilibre, en sorte que 
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les vitesses a, 6, y eussent de-s valeurs nulles, il est evident quo !es 
changements de temperature ne resulteraient que de la conductihilite 
propre; et, dans ce cas, la cinquieme equation (3) coincide entiere- 
ment avec celle que nous avons dolinee autrefois pour exprinier les 
inouvements de la clialeur dans I’intertcur dcs masses solid'es. 

On pourrait egalement, en suivantles memes principes, former I'e- 
quation generale qui exprime les temperatures variables dans les fluides 
elastiques en mouvement. Mais il serait necessaire d’y introduire des 
elements que des observations precises pourraient seules fournir. On 
connait exactement les relations qui subsistent entre la pression, la 
densite et la temperature; on pent regarder ces resultats comme fon- 
des sur des observations constantes. Il faudrait connaitre aussi, avec 
le meme degre de certitude, les rapports de la densite des substances 
aeriformes avec leur capacite specifique, et la propriete de recevoir la 
clialeur rayonnante. Cette branche de la Physique experimentale n’t'st 
point encore asscz perfectionnec pour que I’onpuisse en deduire exac- 
tement I’equation generale qui exprime les changements de tempera- 
ture. Il faut remarquer que, dans les fluides elastiques, les communi- 
cations immediates de la clialeur ne sent point bornees a des distances 
tres petites, comme dans I’interieur dcs masses solides ou liquides. 
Les rayons de clialeur traversent les milieux aeriformes et se portent 
directement jusqu’aux plus grandes distances. Il en resulte que I’e- 
quation differentielle prend une forme tres differente de celle que 
nous avons trouvee pour les substances solides. Elle est d’un ordre 
indefini ; ou plutot elle se rapporte a cetle classe d’equations qui com- 
prennent a la fois des differences finies et des differentielles. Nous 
pensons que cette recherche ne pourrait etre aujourd’hui entieremcnl 
achevee, et qu’elle necessite une serie complete d’observations que 
nous ne possedons point encore. 

11 n’en est pas de meme des equations propres aux fluides incom- 
pressibles. Celle qui exprime les changements de temperature est 
aussi rigoureusement demontree que celles qui se rapportent au mou- 
vement du fluide. C’est cette demonstration qui est I’objet de noire 
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^lemoire. Elle ajoute ii rexpi-ession aiialytiqae des monvcments des 
fluides celle dos temperatures variables de leurs molecules, et cu 
ineme temps elle donne une uouvelle extension a la ibeoido niathema- 
tique de la propagation de la chaleur. 
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PHfiSENTfi A L’ACADfiMIE DES SCIENCES DANS LA StlANCE DU 9 AVRIL 1821 (J). 


1. Deux particuliers out sollicite du Gouvernement I’autorisation 
d’etablir une nouvelle tontine dont ils deviendraient les administra- 
teurs perpetuels. Le Ministre de I’lnterieur, a qui le projet a ete pre- 
sente, a desire que I’Academie des Sciences choisit dans son sein une 
Commission chargee d’examiner les articles qui reglent les interets 
respectifs des actionnaires. La Commission a pris connaissance de 
toutes les pieces relatives a cette affaire, et elle propose le Rapport 
suivant. 

On ne rappellera point ici la premiere origine des projets de ce genre, 
I’emploi qu’on en a fait dans les emprunts publics, les motifs qui ont 
oblige de recourir a des modes d’emprunt et de remboursement plus 
ingenieux et plus utiles, les resultats recents des tontines etablies par 
des particuliers, et les contestations judiciaires auxquelles elles ont 
donne lieu. Tons ces faits sont assez connus, et montrent dans tout son 


(') La Commission 6tait compos6e de MM. Lacroix, Poisson et Fourier, rapporteur. Le 
liapport est publi6 dans Y Analyse des travaux de VAcademie des Sciences pour Van- 
nee 1821. Cette analyse est la derni^re qui ait dtd faite par Delambre, auquel Fourier a 
succddd comme Secr6taire perp^tuel. Voir le Tome V, p. 26, des Mdmoires de VAcademie 
Royale des Sciences, anndes 1821 et 1822, dat6 de 1826. Nous avons tenu k publier co- 
Rapport, dont Cousin parle dans son Mloge de Fourier et qui a excite beaucoup d’inter^^.t 
a Tepoque oil il a paru. Y}. D. 

II. 7"^ 
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jour la necessite d’un examen attentif, fonde sur les principes mathe- 
matiques propres a ce genre de questions. 

2. Les associations que Ton a appelees tontines, du nom de lour in- 
ventcur, ont pour objet de mettre en conimun des fonds qui, apres le 
deces de chaque associe, sent partages entre tons les survivants. Les 
biens soumis a ces obligations reciproques se trouvent ainsi soustraits 
a I’ordre commun de la Societe; ils ne passent pas aux heritiers de 
droit; ils deviennent la propriete d’un petit nombre de societaires 
parvenus a un age tres avance. 

La forme la plus simple et la plus ordinaire de ces Societes consiste 
a reunir dans une meme classe les personnes d’un meme age; celui des 
actionnaires qui vit le dernier herite des fonds qui avaient appartenu 
a la classe entiere. 

3. On peut varier ces combinaisons a I’infini et comprendre dans la 
meme classe des personnes dont Page differe de cinq ans ou de dix 
ans. On peut aussi etablir des rapports entre ces classes, en sorte qu’a 
Fextinction de I’une d’elles les revenus passent, en totalite ou en 
partie, aux classes survivantes, en assujettissant ces dcrnieres a une 
retenue proportionnelle. Les Societes de ce genre sont done suscep- 
tibles de formes tres composees; et, pour operer une compensation 
equitable de tant d’interets divers, il faudrait les regler selon les pro- 
babilites de la vie. 

(Les articles 4, 5 et 6 se. rapportent uniquement aux projets pre- 
sentes.) 

7. Atin de comprendre sous un meme point de vue les questions 
semblables qui pourraient se presenter par la suite, et sur lesquelles 
I’Academie serait consultee, nous placerons ici un expose sommaire 
des principes communs a toutes ces questions; on en deduira les con- 
sequences propres a chaque cas particulier. 

Les tontines sont, a proprement parler, des paris sur la vie des 
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hommes; ce sont des jeux de hasard dont Tissue est eloignec. Pour 
s’en former une idee juste, il faut considerer attentivement la nature 
des mises, les conditions du jeu et ses resultats. 

Le montant de chaque raise, dans la tontine simple, est pris, en 
general, sur la fortune que les joueurs laisseraient apres leur mort. 
Les actionnaires ne comprometlent point leur revenu actuel; car ce 
revenu ne peut pas diminuer, il ne pent qu’augmenter : la somme des 
mises, ou Tenjeu, provientdes capitauxqui seraient le partage legitime 
des beritiers, Ce sont ces derniers qui fournissent la matiere du pari. 

8. Le fondement principal des tontines est Texheredation. Elies 
exercent deux penchants funestes : I’un est la disposition a attendre 
du hasard ce qui devrait etre le fruit d’une industrie profitable a tous, 
ou le resultat ordinaire des institutions; Tautre est le desir d’aug- 
menter ses jouissances personnelles en s’isolant du reste de la societe. 
L’invention d’un tel jeu ne pouvait manquer de reussir; car il consiste 
dans une loterie dont tous les lots rapportent quelque profit, excepte 
un seul, savoir le lot de I’actionnaire qui meurt le premier; et le prix 
du billet semble ne rien couter au joueur, parce qu’il est retranche du 
hien qui resterait apres lui. Cette combinaison a done un altrait qui lui 
est propre; il suffit que Tusage en soit rendu facile et soit puhlique- 
inent autorise pour qu’il se repande de plus en plus dans les diverses 
classes de la societe. On peut, il est vrai, citer plusieurs cas ou des 
particuliers en feraient une application utile et meme louable; mais 
ces exceptions ne sufBsent point pour justifier des etablisseinents dont 
la raison condamne Tobjet principal. 

9. Si tous les actionnaires ont le meme %e et s’ils fournissent la 
meme raise, les conditions du jeu sont equitables, e’est-a-dire que le 
sort des joueurs est le meme, abstraction faite de toutes circonstances 
personnelles. Si les actionnaires sont distribues en plusieurs classes, 
selon les ages, et que la plus grande difference d’age puisse etre de 
cinq ans, il se trouve une inegalite tres sensible dans les conditions. 
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lorsqu’on suppose les noises egales et les interets egaux; si cette diffe- 
rence d’age peut etre de dix ans, I’inegalite est excessive. 

10. Si les actionnaires ont des ages inegaux ou si, etant distribues 
en classes, on etablit que les revenus d’une classe eteinte sont rever- 
sibles sur les classes survivantes, le jeu est beaucoup plus compose; 
mais on peut rendre les conditions ^uitables, soit en faisant varier les 
mises, soit en reglant les interns selon la proportion des ages. Cette 
question appartient a I’analyse des probabilites, et il y a des cas ou la 
solution rigoureuse exigerait des calculs extremement longs, pour les- 
quels il n’existe point de Tables; mais ces cas ne sont point ceux qui 
se presentent communement. La question relative aux associations 
tres nombreuses admet une solution generate et d’une application fii- 
cile. Cette solution ne se trouve dans aucun Ouvrage rendu public; 
mais il est aise d’y suppleer. Pour satisfaire avec plus d’etendue aux 
intentions du Gouvernement et de I’Academie, nous avons du nous 
proposer et resoudre la question suivante. 

11. Supposons que Ton forme une association tres nombreuse, coni- 
prenant des personnes de tout age, et qui ait pour objet de transinetlro 
aux survivants les fonds mis en commun; que Ton regie, dans le projet 
do statuts : i" la composition de ces classes; c’est-a-dire Cage et le 
nornbre de ceux qui les forment ou seulement le nombre total ; 2 " les 
valeurs respectives des mises; 3‘’ le mode de reversibilite en favour 
des survivants ou des classes survivantes; 4'’ les frais de gestion ; a" le 
mode de liquidation : il s agit de reconnaitre si les interets annuels 
sont repartis equitablement entre les classes et les actionnaires, con- 
formement a une Table de mortalite proposee,. et le taux de I’interet 
etant connu. 

12. Tel est 1 enonce de la question prise dans le sens le plus gene- 
ral; on la resoLit facilement au moyen de ce principe : Que la mise de 
chaque actionnaire, d un age donne, doit ^Lre proporlionneUe a la valeur 
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moyenne de toutes les somrnes eventuelles que peuvent recevoir les action- 
naires de cet age. La somme eventueUe est celle que Ton doit recevoir 
si un certain evenement a lieu; on estime cette somine en multipliant 
sa valeur absolue par la probabilite de I’evenement, et Ton rapporte le 
payement a une epoque fixe, suivant la regie de I’interet compose. En 
suivant ces principes, on est assure de regler equitablement les inte- 
rets des actionnaires. 

13. Cette somme moyenne ainsi calculee est, a propremen t parler, 
la valeur legale de la raise. En cas de contestations portees aux cours 
de justice, ces cours se conformeraient exactement a cette regie, parce 
qu’elle fait droit a tous. 

Independammentdes consequences donton vient d’indiquer leprin- 
cipe, nous avons deduit de notre solution des resultats pratiques qui 
donnent dans plusieurs cas une approximation suffisante, et previen- 
nent du moins les erreurs principales. 

14. Si Ton se borne ii une premiere approximation, ce que Ton 
peut faire.dans un assez grand nombre de cas, a raison de I’incerti- 
tude sur le choix des Tables, sur la composition des classes et siir 
le taux de I’interet, on voitque les valeurs des raises sont assez exacte- 
ment proportionnelles a la duree moyenne de la vie, a partir d’un age 
donne. 

On pourrait suivre cette regie pour determiner les supplements de 
mise, lorsque les actionnaires compris dans une meme classe ont des 
ages differents. 

15. Nous allons maintenant ajouter une remarque fort importante 
concernant la composition des Societes dont il s’agit. On conqoit que, 
des I’origine d’un pareil etablissement,. oii le revenu d’une classe est 
reversible sur les autres, des particuliers ou des Compagnies pourraient 
acquerir toutes les actions destinees aux classes des ages les moins 
eievesetpar la se procurer, independamment du revenu eventuel de 
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leurs actions, la possession eloignee, niais certaine, cl’un fonds im- 
mense appartenant a toutes les classes. A defaut de cette premiere 
speculation, qui n’estpas la plus a craindre, parce qu’il est assez facile 
de la prevoir, on pourrait acquerir un grand nombre d’actions d’un 
certain ordre, dont lavaleur intrinseque serait superieure a celle des 
autres, et cette inegalite ne pourrait etre decouverte que par I’expe- 
rience ou par un examen anterieur tres approfondi, tel que celui que 
nous proposons. 

16. Or il n’y a que I’application de la regie mathematique dont nous 
venons de parler qui rende impossibles de pareilles speculations, ll 
suffit et il est necessaire de la suivre, pour etre assure que I’etablisse- 
ment ne peut donner lieu a aucune de ces combinaisons ; car tons les 
interets se trouveraient tellement compenses que, pour acquerir la 
propriete reservee aux survivants ou les actions d’un ordre quelconque, 
il faudrait les payer a leur juste prix. On reconnait ainsi toute la sa- 
gesse des motifs qui ont porte le Gouvernement a exiger, conformement 
a la proposition du Comite de I’interieur du Conseil d’Etat, que les 
conditions des statuts fussent I’objdt d’un examen special fonde sur la 
science du calcul. 

17. Nous devons maintenant considerer les resultats mathematiques 
des combinaisons propres aux tontines. 

On remarquera d’abord que ces resultats sont opposes a ceux que 
procurentles Caisses d’epargne, de prevoyance, de secours, etc. Ces 
etablissements ont un objet honorable et precieux; ils encouragent 
I’esprit d’ordre et d’econoraie, font connaitre tout le prix d’un travail 
constant, conservent et multiplient les dons de la reconnaissance etde 
I’affection. Il en est de meme des Banques ou des Societes d’assurances 
sur la vie humaine, lorsqu’elles sont sagement constitutes. Mais, in- 
dependamment de ces considerations generates, il convient a I’objet 
de ce Rapport que nous exprimions ici une des consequences de 
I’exaraen mathematique : elle consiste en ce que les transactions qui. 
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au prix d’un leger sacrifice, nous peuvent garantir centre les pertes 
for'tuites, augmentent en effet I’avantage actuel de chaque possesseur. 
L’expression analytique de cct avantage prouve qu’il est devenu plus 
grand, par cela seul que le contrat de garantie a ete conclu. La securite 
est un bien reel, dont on peut, sous un certain rapport, estimer et me- 
surer le prix; e’est une valeur nouvelle, entifcrement due aux transac- 
tions qui nous premunissent centre I’incertitude du sort, et il y a des 
cas oil cette valeur est immense. 

18. Quant aux banques de jeux ou de tontines, elles produisent les 
effets contraires. Aussitot que Ton a consent! a ceder une partie de ce 
qu’on possede, dans I’espoir d’obtcnir une somme considerable, on a 
diminue I’avantage de sa premiere situation. A la verite, si les condi- 
tions ont ete reglees equitablement, la valeur matliematique moyenne 
demeure la meme; mais Tavantage relatif est diminue, et il pout etre 
beaucoup moindre qu’auparavant. A conditions mathematiques egales, 
tout echange d’une valeur certaine centre une somme eventuelle est 
une perte veritable; et, aux memes conditions, I’ecliange d’un bene- 
fice incertain centre sa valeur moyenne et fixe est un avantage acquis. 

La verite de ces propositions devient plus sensible dans les combi- 
naisons qui servent de fondement aux tontines. Il est evident que la 
Societe ne pent etre interessee a ce qu’une multitude de families per- 
dent une partie de ce qu’elles devaient posseder un jour, et qu’elles 
contribuent involontairement a enricliir un tres petit nornbre de per- 
sonnes pendant les dernieres annees de leur vie. Ceux a qui la fortune 
reserve cette faveur n’en retirent pas un avantage equivalent au preju- 
dice que les autres ont souffert. 

19. Les principes enonces dans ce Rapport ne s’appliquent pas in- 
distinctement a tous les placements viagers; il y a un assez grand 
nornbre de cas oil Ton fait, au moyen de ces placements, un usage ho- 
norable ou necessaire des capitaux. Rien ne s’oppose a ce que des par- 
ticuliers contractent librement entre eux des obligations de ce genre; 
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elles ne sent restreintes que par les limites qui conservent les droits 
des heriliers en ligne directe. Nos lois civiles, qui n’accordent point 
d’action en matiere de pari pour cause purement fortuite, autorisent 
et garantissent les contrats de rente viagere, et deux autres contrats 
aleatoires qui se rapportent au commerce de raer. De plus, il existe 
deja en France, et il se forme chaque jour des etablissements fondes 
sur des principes tres ditferents de ceux des tontines, oil les capitaux 
peuvent etre places sous les formes les plus diverses. Nous ajouterons 
meme que nous regarderions ces etablissements comme incomplets, 
s’ils n’offraient point aussi des inodes de placement tres varies, au 
iiioyen desquels des particuliers peuvent retirer de grands avantages 
de la combinaison des chances de la vie humaine, et se procurer, dans 
un age avance, un revenu viager, ou fixe, ou croissant; mais ces asso- 
ciations utiles ne peuvent point etre comparees a celles qui ontpour 
unique objet de reunir un tres grand nombre de personnes pour 
qu’elles se transmettent une partie de leurs biens par I’effet des sur- 
vivances. 

20. Si Ton veut apprecier exactement les consequences de ce der- 
nier mode de placement, il suffit de Jeter les yeux sur laTable ci-jointe, 
qui convient specialement aux tontines etablies en France; elle fait 
connaitre I’accroissement progressif du revenu annuel que les action- 
naires obtiendrontaux differents ^es. On suppose, parexemple, qu’un 
tres grand nombre de personnes agees de vingt ans fournissentchacunc- 
un capital portant loo^'' de rente, et que le revenu total doive etre par- 
tage a la fin de chaque annee entre les seuls survivants; il en resultera, 
pour ces derniers, une augmentation continuelle de revenu, mais cette 
augmentation sera peu considerable pendant un long intervalle de 
temps; elleneprocurera un grand avantage qu’a ceux des actionnaires 
qui parviendront a un age tres avance. Le revenu, qui etait de 
pour la premiere annee, sera de ioo ‘^^,98 a la seconde annee, io 2 ‘‘'^,o 3 
a la troisieme annee, io3'’'',o4 a la quatrieme annee, ainsi de suite, 
comme on le voit dans. la Table; il s’ecouleraplus devingt-sixansavant 
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que le revenu de Taction soit i33‘'*’; il sera egal a apres trente- 
qiiatre ans environ; il s’ecoulera environ quarante-quatre ans avant 
que le revenu soit double. A la verite, pour les derniers survivants, et 
lorsqu’ils serontpeu eloignes du terme de leur vie, le revenu annuel 
croitra tres rapidement, et quelques-uns d’entre eux, dans une extreme 
vieillesse, auront acquis a peu de frais une fortune enorme. 

21. Il faut remarquer que c’est dans les dernieres annees seulement 
que les avantages sont fortuits. Le jeu ne s’etablit que lorsque les ac- 
tionnaires sont en petit nombre; jusque-la, le revenu de I’action n’est 
point incertain, et Ton pent etre assure que, pendant plus de quarante 
annees, ce revenu croitra lentement ct scion uae loi semblable a cello 
que Ton vient d’indiquer. 

22. Les inventeurs des projets s’efforcent, pour la plupart, de dissi- 
inuler ces premiers resultats; ilspromettent des augmentations rapides, 
qu’ils supposent fondees sur le calcul des chances de la vie ; on ils rcm- 
placent par des combinaiso.ns compliquees les modes plus simples qui 
laisseraient apercevoir les consequences inevitables de leur projet; cl, 
comme les connaissances positives en cctte rnatiere sont pen repandues, 
il leur esl facile de faire naitre des esperances exagerees ou confuses. 
Lorsque Texperience a dementi leurs promcsses, ils alleguent qu’ils 
ont ete eux-memcs induits en erreur, et que toutcfois ils s’6taient con- 
formes aux regies connues; mais cette allegation est denuee de tout 
fondemenp On s’en convaincra en rccourantaux sources oil ces regies 
peuvent etre puisees, depuis TOuvrage deM. Deparcieux, qui ecrivait 
sur cette rnatiere en 1745 , jusqu’aux Traites les plus recenfs. Les Tables 
de mortalite sont encore sujettes a des incertitudes, et surtout pour les 
premiers ages et pour les derniers; mais Timperfection n’est pas telle 
qu’il ne soit facile de connaitre, sans aucun doute, le resultat d’une 
tontine nombreuse. Nous devons rappeler a ce sujet que TAcademie 
des Sciences de Paris, consultce par le Gouvernement sur le projet de 
Tetablissement de la Caisse dite de Lafarge, proposa un avis contraire 

II. 79 
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a ce projet. Nous avons trouve dans nos Archives le Rapport do la Com- 
mission chargee de Fexamen de cette question; il a ete adopte dans la 
seance du i®‘' decembre 1790 : il est signe de MM. de Laplace, rappor- 
teur, Vandermonde, Coulomb, Lagrange et Condorcet.' 

2,3. Le but principal que se proposent les inventeurs de ces projets 
est de creer des emplois dont ils se reservent la jouissance a perpetuite, 
et d’acquerir ainsi une fortune considerable a titre de frais de gestion 
oude premier etablissement. Leurs pretentions a cetegard sontexces- 
sives, et ils se fondent sur Fexemple de ceux qui les ont precedes dans 
cette carriere. Ils pergoivent des droits fixes, des rentes annuelles, 
des parts dans les extinctions. Nous avons sous les yeux des projets 
dont les auteurs auraient ete autorises, en completant leur etablisse- 
ment, a recevoir, pour prix d’un travail tres borne, une premiere 
somme de iSooooo*'*', independamment d’une rente annuelle de 
1.45000*''^ qui subsisterait pendant toute la duree de Fassociation. 
Aussi longtemps que Fesprit de speculation pourra concevoir de tellcs 
esperances,. il s’exercera sous les formes les plus variees, et il est fa- 
cile de prevoir tons les effets d’une cause aussi active. Telle est Fori- 
gine de la plupart des projets que nous voyons se former chaque jour. 

24. 11 est vrai que, dans plusieurs Etats de FEurope, des Gouver- 
nements eclaires ont eu recours, pour les emprunts publics, aux com- 
binaisons des tontines; mais il est vraisemblable que ces formes d’em- 
prunt ne se renouvelleront jamais : on les regardait alors comme un 
element necessaire du succes; ils appartenaient done a cette classe de 
dispositions dont on ne pretend pas justifier les principes, mais qui 
du moins s’expliquent par des motifs d’utilite generale. D’ailleurs on 
cherchait a rendre les chances favorables aux preteurs, on ne prele- 
vait point de frais de gestion; enfin, on suppleait ainsi a des impots 
onereux : mais. on ne peutalleguer ces exemples en faveur d’etablisse- 
ments du meme genre qui seraient crees par des particuliers et dont 
la societe ne retirerait aucun avantage. 
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L’article 25 concerne specialement un des projets presentes. 

26. On a vu que I’accroissement du revenu au profit des survivants 
d’une meme classe est necessairement mediocre et tardif. Quant a la 
proposition de reserver aux plus jeunes Theritage des classes plus 
agees, et de faire acquitter d’avance par les premiers le prix de cet he- 
ritage, elle n’est la source d’aucun avantagc reel. Dans la tontine 
simple, le fonds commun, devenu la propriete du dernier survivant, 
passe du moins a ses heritiers de droit, et toutes les families des so- 
cietaires peuvent I’esperer egalement. Ici, cet heritage est attrihue 
d’avance aux classes plus jeunes; ainsi pour toutes les autres I’exhe- 
redation estconsommee : niais, dans ces premieres classes, chacun des 
actionnaires pave en annuites viageres le juste prix du fonds qui pout 
lui revenir un jour; il commence done par diminuer son revenu ac- 
tuel, et cette perte subsistera assez longtemps avant d’etre compensee 
par I’accroissement de revenu resultant de la survivancc. On est assure 
qu’une partie do ces actionnaires les plus jeunes mourra avant que 
leur revenu ait repris sa valeur primitive. L’effet de I’association aura 
ete pour eux : d’aliener le fonds; 2 " de diminuer le revenu ; 3“ d’ac- 
quitter le prix du aux inventeurs de la tontine. 

En continuant cet examen, on voit qu’un tres grand nombre d’ac- 
tionnaires des quatre premieres classes contribuent, pendant toute la 
duree de leur vie, a payer un heritage qu’ils nc doivent point recevoir. 
Par exemple, le revenu annuel de la classe de vingt a vingt-cinq ans 
ne passera aux quatre premieres classes qu’apres un iutervalle de plus 
de soixante ans; car, sur un nombre d’horames de vingt a vingt-cinq 
ans, il s’en trouvera un ou plusieurs qui atteindront un age tres avance. 
Or, apres cet intcrvalle, la plus grande partie des actionnaires qui 
composaient les quatre premieres classes n’existera plus; le nombre 
de ceux qui formaient la quatrieme classe, de quinze a vingt ans, sera 
reduit au-dessous de la sixieme partie : par consequent, les cinq- 
sixiemes auront contribue, pendant plus de soixante ans, a payer un 
bien qui ne sera possede ni par eux, ni par lours heritiers. Lorsqu’un 
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particulier achete d’un autre une propriete qu’il dojt posseder apri's 
la mort du vendeur, il a du moins la certitude d’ajouter ce foncls aiix 
siens et d’en augmenter les avantages de sa famille; de plus, il re- 
garde comme possible que I’annuite ne soil pas payee pendant un tres 
long temps : ce sont les motifs ordinaires de cette sorte de contrats. 
Ici, toutes les conditions sont changees : 

i" L’acquereur payera certainement la rente viagere pendant plus 
de soixante annees. 

2° Il est tres vraisemblable que le bien dont il paye le prix n’ap- 
partiendra ni a lui, ni a ses heritiers. Quelle utilite peut-il y avoir a 
troubler I’ordre commun de la transmission des biens pour arriver a 
de tels resultats? Et comment peut-on esperer I’autorisation publique 
de faire de semblables propositions a plusieurs milliers do. families, on 
reclamant, pour prix de son invention et de ses soins, plus de 2 pour too 
de tons les capitaux et 2 pour 100 de tous les revenus? 

27 . Dans le premier projet qui nous a ete presente, nous avions ro- 
marque Particle des statuts qui autorise la reunion de plusieurs actions 
sur une seule tete. Nous ne traitons point ici cette question, parce que 
nous ignorons si les auteurs du second projet ont le dessein de con- 
server Particle. Nous ferons seulement remarquer que cette disposition 
porterait un prejudice notable aceux qui en feraient usage et quo lour 
consenternent n’est pas, dans une pareille matiere, un motif suffisant 
pour justifier cette lesion de leurs interets. 

Au reste, cette partie de la question a ete traitee par M. Navier dans 
un ecrit tres remarquable, presente a PAcademie, oil il a soumis a 
une analyse exacte et approfondie les chances relatives aux tontines. 

28 . Nous avons vu que les effets generaux des associations dont il 
s’agit se reduisent a intervertir fortuitement, sans aucun fruit pour la 
societe, et dans un tres grand nombre de families, Pordre comrnun de 
Pherediteque determinent les rapports naturels et les lois positives; 
mais si, independamment de ces motifs, on examine seulement les 
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consequences relatives aux interets des actionnaires, on reconnait que 
le placement des capitaux en tontine est beaucoup moins favorable que 
le simple contrat de rente viagere. Cette dernierc transaction a aussi 
pour objet d’aliener la propriete des fonds; mais elle procure du moins 
un I'esultat constant, facile aapprecier, et conforme a des regies simples 
et connues. Celui au profit duquel la rente est constituee voit son re- 
venu augmenter d’une quantite assez considerable ; il rec-oit, des la pre- 
miere annee et jusqu’a sa mort, une valeur fixe qui ameliorc sensible- 
ment I’etat de sa fortune. Tout homme prudent preferera cet avantage 
moyen et invariable a un accroissement de revenu fort modique pen- 
dant un long temps, et suivi de chances tres favorables, mais tres in- 
certaines. 

29. On pourrait developper davantage cette comparaison du place- 
ment en tontine et du placement en rente viagere, mais nous n’inserons 
point dans notre Rapport les details de cette question ; cllo depend 
d’une branche de I’analyse des probabilites ou Ton considere, au lieu 
des valeurs absolues, les avantages relatifs que ces valeurs.procurent. 
On est ainsi ramene a la consequence fondamentale que nous avons 
deja indiquee, savoir, que Ton diminue neccssairement Tavantage ac- 
tuel dll possesseur si Ton remplace une valeur moyenne et certaine 
par des valeurs inegales assujetties a des chances. Le resultat matlie- 
matique moyen est le meme; mais I’avantage reel est devenu moindre, 
et il dirninue de plus en plus, a mcsure que les valeurs eventuelles de- 
viennent moins probables et plus inegales. 

30. Nous terminerons ce Rapport en resumant comme il suit les 
consequences principales de notre examen, savoir : 

Qu’en general Tetablissement des tontines ne presente point de mo- 
tifs d’utilite publique, et ne nous parait meriter a aucun titre I’autori- 
sation du Gouvernement; 

Que, si cette autorisation ne pouvait etre refusee, sauf a reslreindre 
es speculations par la seule concurrence des etablissements analo- 
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gues, et si toute la question qui nous est proposee se reduit a regler 
equitablement les interets respectifs des actionnaires, nous disons 
qu’on atteindra ce but, soit en reunissant dans une meme classe toutes 
personnes du meme age, sans etablir aucune relation entre les diffe- 
rentes classes, soit en determinant les interets et les raises en sorte 
que chaque raise correspondante a un age donne represente la valeur 
moyenne des sommes eventuelles que tons les actionnaires de cet age 
peuvent recevoir; 

Qu’en s’ecartant de ce dernier principe, on serait expose aux plus 
graves inconvenients, et notarament, que Ton pourrait donner lieu a 
des speculations qui consisteraient a acquerir toutes les actions d’un 
certain orclre, pour s’assurer un gain enorme au detriment des autres 
soci eta ires; 

Que, clans I’interet desparticuliers qui usentdu droit d’aliener leurs 
fonds, le placement en tontine est, en general, le moins avantageux de 
tous; que le contrat de rente viagere, constitue sur une ou plusieurs 
tetes, est a la fois plus simple et plus favorable; qu’il en est de meme 
de plusieurs autres placements dont la forme pent etre variee, et qui 
procurent un revenu viager, fixe, ou croissant avec I’age; 

En ce qui concerne les deux projets qui ont ete I’objet special de 
notre examen 


Que les indemnites reclamees pour frais de gestion sent enormes, et 
certainement disproportionnees aux services rendus aux actionnaires; 

Que I’execution de cette entreprise donnerait lieu a des contesta- 
tions inevitables et nombreuses; 

Enfin, que I’Academie ne peutque refuser son approbation a un eta- 
blissement irregulier, contraire aux vues du Gouvernement, et meme 
aux intentions des auteurs du projet. 

L’ Academic approuve le Rapport et en adopte les conclusions. 
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Observations relatives a I’usage de la Table. 

I. Cette Table fait connaitre quel sera, apres un temps donae, le 
revenu des actionnaires survivants. On suppose qu’une Societc soit 
tbrmee d’un grand noinbre de personnes d’un meme age, que cliacune 
d’elles fournisse un capital portant loo^'’ de rente, et qu’.a la lin de 
chaqueannee le revenu commun doive etre partage entre les souls ac- 
tionnaires survivants. Le revenu de ces derniers augmentcra d’line 
annee a I’autre. La Table montre le progres annuel du revenu. 

Par exemple, si Page des associes est vingt ans, le revenu primitif, 
cjui etait de loo^*’, sera de 89 a trente ans; il sera de 88 it 
soixante ans. Ceux qui parviendront a Page de soixante-dix ans auront 
262^^58 de revenu. Ceux qui atteindront Page de quatrc-vingts ans 
auront 689 ^'', 83 de revenu. Enfin, ce revenu sera de ylioo*'' pour ceux 
qui auront acheve leur quatre-vingt-dixieme annee. 

II. Lorsque le revenu marque dans la Table, pour Page propose, 
n’est pas loo'"'’, comme cela avait lieu dans le cas precedent, on con- 
nait Paugmenlation de revenu en comparant le nombrc qui repond a 
un age plus grand. 

Par exemple, si Page des actionnaires, a Porigine do la Socidte, etait 
cinq ans, et que Pon voultit connaitre combien il doit s’ecouler de- 
temps pour que le revenu fiit double parPeffet des survivances, il fau- 
drait, apres avoir remarque le nombre 85‘'‘‘,86 qui repond a cinq ans, 
lire les nombres suivants, et continuer jusqu’a ee qu’on trouvo un 
nombre double ou plus grand que le double de SS*'*', 86 , et Pon recon- 
naitqiPil doit s’ecouler plus de cinquante-quatre ans avantquc le re- 
venu annuel soit double; ceux des actionnaires qui parviendraient a 
Page de soixante ans auraient double leur revenu. En general, si Pon 
suppose que Page des actionnaires, a Porigine de la Societe, a une va- 
leur quelconque, par exemple i5, et que Pon veuille connaitre dans 
quel rapport le revenu sera augmente apres un certain temps, par 
exemple apres trente-cinq annees, on cherchera le nombre qui repond 
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ii I .) 4 - . 1 ); (^( , CO nombro btant i/jo'’’’, lo, on en conclul.que le revenu, 
([iii olail ii ([iiinzo ans 99, sera 140*''', 10 pour ceux des actionnaires 
(jui i)arvioii(lroii( a rap;e do einquante ans; le revenu sera augmentr 
dans 1(^ rapport. (I(^ 9'')''', 99 a 140*^'', to. 

III. La parLie do cottc Table qui se I'apporto aux premiers ages ( de- 
pnis la naissanco jus([u’a cinq ans) est sujette a plusieurs causes d’in- 
r.erlilnde. La nionu' remarque s’applique a Tusage que Ton ferait dela 
'ral)b( pour l((s ag(‘S (res avances (ceux qui sent au-dessus de quatre- 
ving(-('in(| ans); la partie moyenne de la Table donne des rteultats que 
i'on [lent r(!garder coinme constants. 

(](*(((' Table ('st deiluite de documents authentiques, e’est-a-dire 
(ju’('lle pout (Mre veriliee an inoyen de pieces officielles qui constatent 
d(‘s (ails |»ositils, ('t qui sent conservees dans les archives publiques; 
inais l(‘s observations ue sont point assez nombreuses et assez variees. 

On possible anjourd’hui, cn France et en Angleterre, des documents 
non inoins c(n'tains et beaucoup plus multiplies. L’examen et la dis- 
cussion de CCS elements donneront un jour des connaissances pre- 
cienses; inais ce travail, plus difficile qu’il ne parait I’etre, exige 
iiecessaireinent line eonnaissance approfondie de I’analyse (|es proba- 
bilites; il ne p(!ut etre utile que s’il est fonde sur les principesde cette 
seii'iiee. 
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